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AI  LETTORI 


Mentre  ferve  iiell'  ombra  la  vaua  opera  demolitrice  di  certi  miei  giu- 
dici improvvisati,  mi  conforta  il  poter  dare  alle  stampe  la  seconda  edi- 
zione del  mio  corso  di  Calcolo,  conforme  alla  traduzione  *  fattane  recen- 
temente dal  mio  egregio  Collega  dell'  Università  di  Greifswald,  prof.  G. 
Kowalewski.  La  presenza  d'un  gran  numero  di  futuri  ingegneri  fra  i 
miei  discepoli  mi  ha  consigliato  di  volgere  alle  applicazioni  le  cure  del 
mio  insegnamento.  Ora  vedranno  i  lettori  e  giudicheranno  i  competenti 
se  ho  raggiunto  il  mio  scopo,  di  soddisfare  cioè  nel  miglioi*  modo  possi- 
bile le  vere  esigenze  d'  un  corso  preparatorio  allo  studio  dell' ingegneria 
razionale.  Agli  studenti  di  pura  Matematica  il  mio  libro  viene  offerto 
soltanto  come  una  raccolta  di  esercitazioni,  svolte  in  correlazione  ira- 
mediata  delle  parti  più  salienti,  ma  rudimentalmente  esposte,  del  Calcolo 
infinitesimale  pi'opriamente  detto,  che  ognuno  potila  studiar  poi  in  ec- 
cellenti opere  italiane,  quali  sono  ì  corsi  di  Calcolo  o  Analisi  inflnitc- 
siiìiale  del  Dini,  del  Genocchi,  del  Peano,  del  D'Arcais,  dell'Arzelà,  del 
Vivanti,  e  la  magistrale  opera  del  Dini:  ^  Fondaìnenli  per  la  teorica 
delle  funzioìii  di  variabili  reali  ». 

Quanto  ai  novissimi  riformatoli  di  scuole,  propugnatori  impenitenti 
della  cieca  7^ile  of  thwnh,  li  esorto  a  non  ritentare  la  critica  del  mio 
insegnamento  senza  aver  prima  ben  meditate  le  seguenti  parole  **  di 
F.  Denison  Maurice  :  «  AW  experience  is  against  the  notion  that  the 
means  to  produce  a  isuppTy  of  good  ordinary  men  is  to  attempt  nothing 
highei'.  I  iviiow  that  nimvttmths  of  those  the  universitysends  out  must 
be  howers  of  wood  and  dra\v(irs  of  water,  but  if  I  rram  ten  tenths  lo 
be  so,  then  the  wood  will  be  baaTv  cut  and  the  water  will  be  spille^  ». 
E  di  ciò  son  prova  le  miserevoli  opere  dei  miei  critici  stessi.  ^'^^'^^^^ 

Unir ers ita  di  XaifOii,  ir>  Gingno  100  L 

E.  C. 


*  Lehrbuch  der  algebraischen  Analt/sis  nnd  (Ur  In/lnitcsimalrerhining  ;  IV  0.  Toiib- 
iier,  Lipsia,  1904;  libri  UI,  VI,  VU. 

**  The  University  (of  California)  Cìxronicle\  Aprii  1003,  p.  10. 
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TEORIE  FONDAMENTALI 


LE  FUNZIONI. 


1.  Si  consideri  uu  insietnr  (lualuiKiiie  di  miiiitìi-i,  dati  tutti  in  una 

volta.    I  nuiaeri  d'una  successione  a^,a^,a^, quando  si  prescinde 

dall'ordine  in  cui  si  seguono,  costituiscono  un  insieme;  ma,  viceversa, 
non  sempre  i  numeri  d'un  insienn?  si  lasciano  ordinare  in  guisa  da  po- 
ter dire  quaKè  il  numero  che  vien  fìoj)(>  un  alti-o.  Il  più  s(fmplice  esem- 
pio ci  è  fornito  dall'insieme  di  ttfUi  i  numei'i  comi>i-esi  Tra  due  numei'i 
dati,  n  e  b.  V\\  tale  insieme  si  chiama  ìntormlht,  e  si  rai)[)resenta  con 
\ft  Jf).  I  numeri  a  e  h  (liconsi  gli  estt^enii  dell'intervallo;  e,  qualora  non 
>\  dichiari  esplicitamente  il  contrario,  essi  debhono  essere  considerati 
come  appai-tenenti  air  intervallo  stcìsso:  il  più  piccolo  dicesi  estremo  in- 
fpì'iores  l'altro  è  Y estreìiuì  sma^i-inì'e.  e  la  loro  dillerenza  assoluta  mi- 
sura la  graèidezza  dell'  ht ter caUo,  Si  possono  anche  avere  intervalli  in- 
tiiiiti,  ossia  yrattdl  qìftuifo  si  rt.fole,  (-osi  (/'/ ,  oo)  va  inteso  come  un  in- 
ii.ii*vallo  (aJj),  in  cui  sia  lecito  asse^riiare  a  0  valori  arbitrariamente 
irrandi;  ed  è,  per  conseguenza ,  costituito  da  tutti  i  numeri  non  minori 
di  //,  come  ( —  ^  Jj)  da  tutti  quelli  che  non  superano  b.  Può  anche  darsi 
rhe.  si  debba  invece  considerare  un  intei'vallo  piccolo  quanto  si  vuole. 
Cosi,  per  dire  che  un  latto  qualsiasi  si  verifica  in  un  simile  interval- 
lo, di  cui  (I  è  l'estremo  inferiore  o  l'estremo  su[)eriore,  si  diceche  ha 
lìiogo.  rispettivamente,  a  deslì'o.  o  a  sinistra  di  n ,  intendendo  sempre 
escluso  a;  e  si  dice  che  avviene  i7itorno  ad  a  quando  si  verifica  tanto 
a  destra  quanto  a  sinistra,  senza  tuttavia  escludere  che  possa  talvolta 
aver  luogo  da  un  lato  solo  di  a.  In  altri  termini  la  destra  (sinistra)  di 
n  è  l'insieme  di  tutti  i  numeri  maggiori  (minori)  di  a ,  vicini  ad  a  quanto 

1 


ai  vnole;  e  l'intoruo  di  a  è  l'insieme  di  tutti  ì  uumei-i  vicini  ad  a  quanto 
sì  Vuole,  escluso  a.  Quando  tale  esclusione  non  si  vuol  fare,  bisogna  dire 
esplicitamente  che  si  considera  la  destra,  n  la  sinistra,  o  l'intorno  di 
un  dato  numero,  ed  il  numero  stesso, 

2,  Un  insieme  si  dice  finito  se  ì  numeri  che  lo  costituiscono  appar- 
tengono ad  un  intervallo  Unito.  Evidentemente  un  naie  intervallo  (o,f>) 
si  può  rendere  grande  guanto  si  vuole,  facendo  diminuire  a  e  crescere 
6.  senza  che  cessi  di  contenere  tutti  i  numeri  dell'insieme;  ma  non  è 
possibile  renderlo  piccolo  ad  arbitrio,  salvo  che  l'insieme  racchiuda  un 
sol  numero.  Quando  «  va  crescendo  e  b  diminuendo  può  darsi  (e  più  ol- 
tre si  vedrà  che  ciò  avviene  sempre)  che  si  fluisca  per  incontrare  due 
numeri  X  e  |i,  tali  che  nell'intervallo  (X.p:)  cada,  come  in  (a, 6),  ogni 
numero  dell'insieme;  ma  che,  per  quanto  poco  si  faccia  ancora  cresce- 
re X  o  diminuire  (i,  il  nuovo  iuten'allo  non  contenga  più  tutti  quei  nu- 
meri. Orbune  gli  estremi  di  questo  minimo  intervallo  (X,|i)  si  chiamano 
Itnilte  inferiore  e  limite  superiore  dell'insieme  che  si  considera,  e  si 
possono  definire  cosi:  Il  limite  inferiore  (superiore)  d'un  insieme  di  nu- 
meri è  il  massinto  (mìnimo)  fra  i  numeri  non  maggiori  (non  minori) 
di  alcun  numero  deli'  insieme.  Ciascuno  di  questi  limiti  non-  sempre  ap- 
partiene all'insieme  dato;  ma  è  chiaro  che,  se  ciò  accade,  esso  è  il  mi- 
nimo o  il  massimo  numero  dell'iasieme.  Viceversa,  quando  un  tal  mi- 
nimo (o  un  tal  massimo)  esiste,  esso  è  necessariamente  il  limite  infe- 
riore (o  il  limite  superiore)  dell'insieme  che  si  considera.  Così,  per  e- 
sempio,  una  successione  n, , a, ,«,... .  di  numeri  crescenti,  tendenti  ad 
a,  ha  i  limiti  a,  ed  a;  m;i,  mentre  a,  é  il  minimo  numero,  a  non  si  può 
chiamare  massimo,  perchè  non  sta  fra  i  numeri  dati,  avendosi  sempre 
«,<«.  Dunque  a  è  semplicemente  il  limite  superiore;  ed  infatti,  qualun- 
que sia  a'<ia,  si  finirà  sempre  per  rendere  a^'^a' ,  prendendo  n  abba- 
stanza grande,  d'onde  segue  che,  fra  i  numeri  non  superati  da  qualche 
numero  dfjlla  successione,  a  è  il  più  pìccolo.  Invece  il  minimo  ed  il  mas- 
simo esistono  entrambi  in  qualunque  successione  di  numeri,  i  quali  ten- 
dano ad  un  lìmite  finito,  oscillando  intorno  ad  esso.  Similmente  la  classe 
inferiore  (superiore)  d'un  numero  irrazionale  a  è  un  insieme  di  numeri 
razionali,  fra  i  quali,  per  la  definizione  stessa  di  a,  non  esiste  il  massimo 
(minimo);  ed  appunto  per  questa  ragione  *  la  detta  classe  ammette  a  co- 
me limite  superiore  (inferiore). 


3,  rjemma.  Ogni  criterio  ^  che  permette  di  scomporre  finsiemeàt 
tutti  i  numeH  in  due  classi,  tali  che  i  numeri  d'una  classe  siano  inferiori 
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a  quelli  delt altra,  hidìvidua  un  numero,  massimo  nella  classe  inferiore  o 
ininlino  nella  classe  superiore. 

Preadiamo  infatti  un  numero  a  nella  classa  inferiore,  un  numero  b 
nella  classe  superiore,  e  spezziamo  in  due  Tintervallo  (a,&)  mediante  il 
numero  c=Vt(^  +  ^)-  Secondo  che  questo  appartiene  alla  classe  inferiore 
o  alla  classe  superiore,  consideriamo  T intervallo  (e*  yb)  o  {a ,  e),  che  rap- 
presenteremo sempre  con  (a,  ,b^y  dimodoché  si  ha,  nel  primo  caso. 


e  nel  secondo 


a^  =  c^  a  .  6j  =  /^ 


n^  =  a  j  />j  =  e  <  6 


In  entrambi  i  casi 

aj  >  a  ,  b^'<b  j  b^  —  a^  =  ^l^(b  —  a)  . 

Come  dall'intervallo  {a ,  ft)  si  è  dedotto  (a^ ,  b^,  cos'i  da  questo  si  può  nello 
stesso  modo  dedurre  un  intervallo  (a, ,  &,),  poi  {a^ ,  b^,  ecc.,  e  seguitando 
si  perviene  ad  un  (a^,&„),  che  si  trova  sempre,  qualunque  sia  n,  nelle 
identiche  condizioni  di  {a  ,b),  in  quanto  che  il  suo  estremo  inferiore  ap- 
partiene alla  classe  inferiore,  ed  il  superiore  alla  classe  superiore.  Intanto 
si  ha 

^                                                       b  —  a 
a  <  a.  <  a,  <  . . .  ,  b  ^  b.  s::-  b.  >  .,.  ,  b^  —  (J^^= i 

e  si  vede  che  i  nùmeri  ^i„,  mantenendosi  inferiori  a  b,  vanno  crescendo 
con  n,  o  si  serbano  costanti.  Essi  tendono  dunque  *  ad  un  limite  finito  ^, 
al  quale  tendono  anche  i  numeri  b^,  pei'chè,  crescendo  n  all'infinito, 

lira (6^  —  aj  =  lim  -^  =  0  ,  limò^  =  lima^  +  lim (b^  —  aj  =  è  • 

Orbene  è  questo  4  il  numero  individuato  dalle  due  classi.  Fissato  ad  arbi- 
trio J?<4,  siccome  lima^=4,  si  deve  poter  prendere  n  sufficientemente 
grande  affinchè  sia  a^^x,  e  però  x  appartiene,  come  a^,  alla  classe  in- 
feriore; e  nello  stesso  modo  si  dimostra  che  ogni  numero  maggiore  di  è 
appartiene  alla  classe  superiore.  Intantq  è  sta  necessariamente  in  una 
delle  due  classi,  poiché  abbiamo  supposto  che  tutti  i  numeri  siano  stati 
classificati;  ed  è  chiaro  che,  in  quella  classe  che  lo  racchiude,  esso  é  il 
massimo  o  il  minimo  numero,  giacché,  per  poco  che  se  ne  aumenti  o  se 
ne  diminuisca  il  valore,  si  cade  nell'altra  classe. 

4.  Teorema  I.  Ogni  insieme  finito  ammetta  il  limite  inferiore  ed 
il  limite  superiore, 

*  Analisi  algebrica^  \ì.*H. 
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l*oniamo  ìb  una  classe,  che  diremo  inferiore,  tutti  i  numeri  non  mag- 
ftiori  di  alcun  numero  dell'insieme,  e  neU'altrii  i^uelli  che  superano  qual- 
che numero  dell'insieme.  Ogni  numero  a  della  classe  inferiore  è  mferiorc 
Il  qualunque  numero  6  della  classe  superiore,  giacché,  per  dire  che  6  ap- 
partiene a  quexta  classe,  è  necessario  che  l'iusierae  contenga  almeno  un 
numero  ot  minore  di  i,  e  d'altra  parte,  non  potendo  a  superare  a,  è 


(■^o<'.  . 


La  classìfica  così  fatta  di  tutti  i  numeri  definisce,  in  virtù 
lemma,  un  numero  X.  lotituto  non  può  esistere  nella  classe  superiore  uu 
uumero  ii  più  piccolo  di  tutti  gli  altri,  perchè  ogni  numero  &',  tale  chi- 
it<.l>  <.ì),  appartiene  alla  stessa  classe.  Dunque  X  è  massimo  nella  clas- 
se inferior-e,  cioè  iimssìum  fra  i  numeri  non  maggiori  di  alcun  miniero 
dell'  insieme:  esso  è  dunque  il  limite  inferiore.  Nello  stesso  modo  si  dimo- 
stra l'esistenza  del  limite  superiore. 

5.  Bstensione  del  oonoetto  di  limite.  Qu'iiido  un  insieme  è  co- 
stituito da  infiniti  numeri  diflerenti,  che  tendono  ad  un  limite  finito,  è 
chiaro  che  quei*to  limite  è  cnratterizzato  dal  fatto  che  intorno  ad  esso, 
o  soltanto  da  un  lato,  daiiomi  hifinìtì  numeri  dell'  insieme.  Da  ciò  vien») 
siwutanea  l'idea  di  chiamili-  limili.',  nel  caso  generale,  ogni  numero  che 
ha  la  detta  proprietà,  dimodoché  le  successioni  di  numeri  tendenti  ad  uu 
limite  ci  si  presentano  come  particolarissime,  iu  quanto  ciascuna  am- 
mette un  limite  solo.  Un  insieme  può  dunque  avere  più  limiti,  ed  anche 
influiti  limiti;  anzi  può  accadere  che  tutti  i  suoi  numeri,  ed  altri  ancora. 
siauo  numeri  limiti,  come  se  ne  ha  un  esempio  semplicissimo  nell'insieme 
dei  numeri  razionali,  giacche  infiniti  di  questi  cadono  sempre  intorno  a 
qualunque  numero,  razionale  o  irrazionale.  Si  noti  che,  se  alla  destra  (si- 
nistra) di  £  cadono  infiniti  numeri  d'un  insieme,  S  è  il  limite  inferiore 
(superiore)  di  quei  numeri  dell'insìeine.  che  son  maggiori  (raiuori)  di  S. 
Inversamente  il  limite  inferiore  ed  il  limite  superiore,  quando  non  appar- 
tengono all'insieme,  ne  sono  numeri  limitL 

0.  Teorema  II.  Offni  insieme  /ìfiito.  costituii  da  infiniti  numeri, 
'  ammette  ahiteno  un  limite. 

Infatti,  se  dividiamo  in  due.  cmne  nel  §  3,  l'intervallo  (a, A),  che  rac- 
chiude tutti  i  numeri  dell'insieme,  è  chiaro  che  in  uno  almeno  dei  due  in- 
tervalli parziali  cadono  ancora  infiniti  numeri  dell'insieme.  Un  tale  inter- 
vallo, metà  del  precedente,  si  rappresenti  cou  (a, ,  6,),  e  da  esso  analoga- 
mente si  deduca  una  successione  di  iulervalll  (a„,&J,  i  cui  estremi  tendo- 
no, cnnie  si  è  visto,  ad  un  comune  limite  £.  Ora,  fissato  il  uumero  positi- 


f 
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vo  h,  si  deve  poter  trovare  un  numero  n  sufflcientemente  grande  perchè 
sia  a^>è  —  h,  e  simultaueameute  ^n<^  +  ^-  Cosi  T intervallo  («„,&J  ^' 
contenuto  in  (è — /i ,  4  +  //),  e  però  in  questo  cadono,  come  in  (a^, ftj»  i^~ 
finiti  numeri  dell'insieme,  e  ciò  per  valori  di  //  piccoli  quanto  si  vuole. 
Dunque  4  è  un  limite. 

7.  Corollario.  Da  qicalunqiùe  successione  di  nuììieri  si  può  sempre    \ 
staccare  un'altra  successione,  che  tenda  ad  un  limite  finito  o  infinito. 

Se  l'insieme  dei  numeri  a^ ,  a, ,  a, , non  è  finito  nei  due  sensi ,  si 

può  evidentemente  staccarne  una  successione  di  numeri  tendenti  a  dboo. 
Se  invece  l'insieme  è  finito,  esiste  almeno  un  numero  4,  intorno  al  quale  \ 
cadono  infiniti  numeri  della  successione.  Se,  per  esempio,  ciò  avviene  alla    / 
destra  di  4,  si  potrà  sempre,  partendo  da  un  numero  a^  maggiore  di  4, 
trovarne  un  altro  a,  <a^,  poi  un  altro  a,  <a,,  ecc,  riuscendo  in  tal  modo 
a  staccare  dalla  data  successione  l'altra  a^,  a, ,  rf, , ... ,  che  tende  ad  un 

limite,  ìA-^  ÌÙ^  --^  e*^«Aclr. 

8.  Teorema  m.  Ogni  insietae  finito,  costituito  da  infiniti  nwneri, 
ani/nette  sempre  un  limite  minimo  ed  un  limite  massimo. 

Ilimiti  d'un  insieme,  racchiuso  nel  minimo  intervallo  (X,pL),  costi- 
tuiscono un  insieme  finito,  e  per  conseguenza  ammettono  il  limite  inferio- 
re X^j  ^  X  ed  il  limite  superiore  fi^  <  pi.  Per  dimostrare  il  teorema  basta 
lar  vedere  che  questi  numeri  X^  e  ^^  sono  anch'essi  limiti  dell'insieme 
tiato.  Per  Ao  ciò  è  ovvio  se  si  riesce  a  prendere  x  tanto  vicino  a  \ ,  che 
in  (Xj,a?),  escluso  l'estremo  inferiore,  non  cada  alcun  limite.  Se  ciò  non 
è  possibile,  vuol  dire  che,  per  quanto  x  si  accosti  a  X^,  nell'interno  di 
(i,,a;)  cadono  sempre  limiti,  e  con  essi  infiniti  numeri  dell'insieme  dato, 
d*onde  segue  che  X(,  è  un  limite  dell'insieme  stesso.  Altrettanto  dicasi 

9.  Per  vedere  come  dalla  maggior  larghezza  dei  concetti  venga  una 
più  chiara  e  più  rapida  percezione  delle  verità,  mostriamo  in  qual  modo 
la  nota  *  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  i  numeri  a^ ,  a, ,  a, , . . . 
tendano  ad  un  limite  finito  si  lasci  facilmente  dedurre  dall'osservazione 
ovvia  che  nell'eguaglianza  fra  il  minimo  ed  il  massimo  limite  sta  quanto  ^^^ 
occorre  e  quanto  basta  per  l'esistenza  d'un  limite  unico.  Infatti,  se  per 

un  valore  positivo  ed  arbitrariamente  piccolo  di  e  si  riesce  a  trovare  un 
numero  v,  tale  che  per  n'  ed  n"  maggiori  di  v  sia  sempre  |  a^,  —  a^^\  <e, 
i  numeri  a»+, ,  a^, , . . .  cadono  tutti  nell'intervallo  {a^^  —  e ,  a^^  +  e),  e 
però  solo  in  questo  intervallo  può  esistere,  ed  effettivamente  (§0)  esiste 
on  numero  limite  4;  né  può  esisterne  un  altro  4',  altrimenti  e  non  si  po- 
^bbe  prendere  minore  di  %  |  è— 4' 


^  Analisi  algebrica^  p.  97. 
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10.  In  certe  questioni  i  numeri  X^  e  ii^  hanno  maggiore  importanza  di 
X  e  fi.  Essi  non  variano,  come  possono  X  e  pi,  quando  nell'insieme  dato 
si  sopprimono  uno  o  più  numeri,  perchè  tali  soppressioni  non  fanno  spa- 
rire alcun  limite.  Se  non  è  X(j  =  X,  è  chiaro  che  in  (k^x)  non  possono  ca- 
liere, per  x<i\,.  infiniti  numeri  dell'insieme,  mentre  ciò  avviene  certa- 
mente per  xy  Xq,  Un'osservazione  analoga  si  può  Hare  per  ji^.  Dunque  X^^ 
e  fio  sono,  rispettivamente,  il  limite  superiore  ed  il  limite  inferiore  dei 
numeri  x,  tali  che  in  (X ,  x),  o  in  (x ,  pi),  non  cadono  infiniti  numeri  del- 
l'insieme che  si  considera.  Ciò  non  toglie  che  fuori  dell'intervallo  (X^jpio), 
e  propriamente  aUa  sinistra  di  X,,  o  alln  destra  di  \i^,  possano  cadere  an- 
che infiniti  numeri  dell'insieme  stesso,  giacché  X^,  per  esempio,  può  non 
appartenerci  all'insieme  dei  numeri  x,  dei  quali  è  limite  superiore. 

11.  Per  rendere  più  chiare  le  considerazioni  precedenti,  immaginiamo 
che  nella  successione  indefinita  a^,a,,aj,...,  supposta  finita  nei  due  sen- 
si, si  sopprimano  i  primi  n  termini.  La  successione  residua  «„^i»fitn4^. 
^^5 ammette  sempre  il  limite  inferiore  X^^X,^_,  ed  il  limite  supe- 
riore ji^ < pL^_, .  I  numeri  X ,  X, ,  X, non  decrescenti ,  ed  inferiori  a  pi, 

tendono,  per  n  infinito,  ad  un  limite  Xa<pL;  ed  i  numeri  |i,  jx,  .pi, ,. . ., 
non  crescenti,  ma  superiori  a  X,  tendono  ad  un  limite  ix^^X.  K  poi  fa- 
cile constatare  che  questi  due  limiti  sono  appunto  i  numeri  X^  e  pi^,  defi- 
niti precedentemente.  Essi  sono  caratterizzati  dalle  seguenti  proprietà  : 

a)  /  nutneìH  della  sìfccessiotie  fuiìscoìio  pei-  esser  tifiti  superiori  a 
qualunque  nuoiero  nùnore  di  X^,  ed  inferiori  a  (pmluaque  nuynero  mag- 
giore di  pL„  : 

b)  2)er  quanto  si  rada  oltre  nella  successione  tion  si  finirà  mai  d'in- 
contrare terininl  niinori  e  termini  maggiori  di  quabnique  numero  com- 
preso P^a  Xy  e  ^^, 

In  virtù  della  prima  proprietà  la  sinistra  del  limite  minimo  e  la  de- 
stra del  limite  massimo  sono  come  la  sinistra  e  la  destra  del  limite  unico, 
quando  questo  esiste  ;  e  si  può  ben  dire  che  i  numeri  della  successione  fi- 
niscono per  oscillare  intorno  ad  un  intervallo,  che  può  eccezionalmente 
ridursi  ad  un  sol  numero;  ma  se  un  tal  numero,  o  limite  unico,  non  esi- 
ste, è  impossibile  trovare,  corrispondentemente  ad  ogni  numero  positivo 
e.  un  numero  v,  tale  che  per  n'  ed  n"  maggiori  di  v  sia  sempre 

''n*  —  "»•  l<  e   r 


perchè,  in  virtù  della  seconda  proprietà,  se  e  <pLy  —  X^ ,  esistono  valori 
arbitrariamente  grandi  di  ri  ed  n",  tali  che  |  a^.  —  «„•*  I  >  •  •  basta  prendere 

'^/  <  '; .  (^u  -I  »*o  -  0    ,    «,.-  >  V*  (^u  +  »*u  -r  *) . 


12.  Si  dice  che  la  variabile  x  è  ùidipendente  quando  è  lecito  asse- 
gnarle un  valore  qualsiasi,  sia  pure  limitandone  la  variabilità  mercè  l'ob- 
bligo di  rimanere  in  un  dato  intervallo  (§  1),  o,  più  ancora,  in  un  dato  in- 
sieme di  numeri,  purché  non  si  debba  aver  riguardo  ai  valori  che  possono 
prendere  altre  variabili.  Invece  si  chiama  funziane  ogni  (quantità  //,  vin- 
colata alla  variabile  indipendente  x  in  guisa  che  a  ciascun  valore  di  que- 
sta corrisponda  uno  ed  un  sol  valore  di  y.  Tale  dipendenza  si  suole  espri- 
mere scrivendo  y  =  f\x').  dove  il  simbolo  /*  può  rappresentare  un  com- 
plesso di  operazioni  conosciute  da  eseguire  su  x  per  ottenere  y,  ma  più 
generalmente  accenna  soltanto  al  vincolo  posto  fra  le  due  quantità,  senza 
nemmeno  suppori^e  la  possibilità  di  operazioni  che  permettano  di  dedurre 
il  valore  di  y  da  quello  di  a:  Evidentemente,  se  la  ajrrispondenza  fra  x 
ed  y  è  univoca,  se  cioè  non  corrisponde  che  un  sol  valore  di  ./•  a  ciascun 
valore  di  y,  si  può  assumei-e  y  r>ome  variabile  indipendente,  ed  allora 
r=g{y),  vale  a  dire  che  x  è  funzione  di  y;  e  le  funzioni  (ossia  dipenden- 
ze) rappresentate  dai  simboli  /  e  y  si  dicono  inveisse  Tuna  dell'altra.  Im- 
maginandole, per  maggior  chiai*ezza,  come  rifei-entisi  ad  una  stessa  va- 
riabile ty  le  funzioni  f\t)  e  (j{t)  sono  tali,  in  virtù  della  definizione,  che 
f{g{t))  e  g{t\t))  si  riducono  identicamente  a  /. 

18.  Esempii:  a)  La  più  semplice  funzione  di  .r  è  quella  che  8Ì  deiinisce  im- 
ponendole l'obbligo  di  conservare,  i|ua1unque  sia  or,  un  dato  valore,  per  esempio 
y  =  1.  Scrivendo  y  =  x, y  =  x- o ,  più  generalmente ,  y  uguale  ad  un  po- 
linomio in  jt,  si  definiscono  altrettante  funzioni  di  Xj  a  noi  già  note  dalP  Alge- 
bra. Più  generalmente  ancora,  il  simbolo  /  può  rappresentare  un  complesso  di 
operazioni  algebriche  fondamentali,  in  numero  tìnito,  ossia  addizioni  e  sottrazio- 
ni, moltiplicazioni  e  divisioni,  elevazioni  a  potenza  ed  estrazioni  di  radici  (con 
esponente  o  indice  intero);  ed  allora  la  funzioni»  /(x)  si  dice  algebrica.  Quando 
fra  le  dett«  operazioni  manca  1'  ultima,  si  dico  inoltre  che  la  funzione  è  razionale  : 
ed  è  poi  facile  *  convincersi  che  una  tal  funzione,  se  non  è  un  polinomio,  è  sem- 
pre esprimibile  mediante  il  quozientiMli  due  polinomii  ^i.r)  e  ^x).  Alle  funzioni 
&on  algebriche  si  dà  il  nome  di  tratfcemlenti. 

b)  Tutt«  le  volte  che  una  funzione  si  presenta  come  quoziente  di  altre  due 
y=9(x)/4'(x).  se  si  vuole  che  sia  definita  in  tutto  un  intervallo,  in  cui  cade  qual- 
che radice  di  ^{x)j  ossia  qualche  valore  di  x,  per  cui  si  abbia  <J;(.r)  =  0,  bisogna 
dichiarare  qual'  è  il  valore  che  s' intende  attribuirle  in  corrispondenza  a  ciascuna 
radice.  Cosi,  per  esempio,  le  funzioni 

y  =  lix     ,     y  —  x^jx 

non  si  possono  considerare  come  definite  in  un  intervallo  che  racchiude  lo  zero,  se 

*  Per  maggiori  dettagli  vedi  ii  <«  Corso  di  Analisi  algebrica  »  di  Capelli  e  Garbieri;  p.  418. 


è  definito  il  quo- 
■ti.  Si  potrebbe  darà 
)be  unni  dnnnooo 
regoli^  del  calcolo 


non  a  patto  di  aggiungerla  che  ciascuna  di  esse  prende,  per  x^^^O,  uà  dftlo  Tftlo- 
re,  rhe  bì  può  d'altronde  aasegnare  a  ]jiaoì mento.  Si  noti  inf&tti  che  i  tiaultati  1/0 
e  O/O,  ottenuti  col  porre  .c=0  nei  secondi  membri  delle  precedenti  uguaglianae, 
»on  privi  di  lignificalo,  perchè  mai ,  in  Aritmetica  a  iu  Algebi 
sientc  di  dne  uiiiaeri ,  senza  supporre  diverno  da  ztvj  il  divi; 
A  quei  eimboli  un  significato;  ma  ciò  aon  è  ne<-ri8sano,  <>  sa 
quanto  the  ne  verrebbe  menomata  In  generalità  delli 
algebrico.  Ad  ogni  modo  bisogni^  ben  guardarsi  dal  di 
che  1/0  è  infinito ,  e  O/O  ìndettrminalu  :  i>iò  non  avrebbe  aluun  senso.  Sono  intatti 
prive  di  senso  le  parole  ninnerò  ii\finÌto,  giacché  il  numero  è,  per  aè  stesso,  essea- 
zialmente  finito.  Il  concetto  dell'  infinito  sta  semplicemente  in  ciò  •  che,  fissato  un 
numero,  ci  è  sempre  dato  di  poterne  pensare  uno  più  grande.  In  ultri  termini  l'in- 
finito non  misura  uno  ttain  di  grandezza  attualmente  posseduto  da  qualche  nume- 
ro, ma  consiste  unicamente  ne!  modo  di  dii-entare  A'  una  quantità  variabilep  che  non 
trovi  limite  nlcimo  nell' ìngi-andirsi.  Ora  voler  definire,  ossia  voler  fi»»are  un  nu- 
mero, ed  in  pnri  tempo  pretendere  che  varii  per  assumere  valori  arbitrariameiit« 
grandi ,  o  attribuirgli  addirittura  tatti  i  valori  possibili ,  è  impresa  da  matti.  Ep- 
pure eon  queste  stranezEe  il  miglior  fondamento  delle  crìtiche,  che  infecondi  filo- 
sofi **  non  si  stancano  di  rivolgere  al  Calcolo  infinitesimale. 

n)  La  l'unzione  x  non  difierisce  dalla  propria  inversa,  ed  altrettanto  si  può 
dire  della  funzione  i  cui  valori  sono  0  per  j-=0.  ed  1/x  per  x^O,  sicché  godono 
enttambe  della  proprietà /f/(x)J=3;.  Se  si  tenti»  l' inversione  di  y=x*  si  v«(U 
subito  che  1/  può  ben  esser  presa  come  variahUe  iu  lipendente,  purché  ci  iimibifua4 
a  considerarla  nell'intervallo  [0  ,  »);  ma,  iu  corrippondi 
qnest'  intervallo ,  escluso  l' estremo  inferiore ,  si  trovano  due  valori  di  x,  cioè  K^J 


s  inversa  di  f*  fornisce  due  foniiOBÌ) 
i  prendere,  per  ciasc 


e  —  Ky.  Adunque  la  ricerea  della  i 
Vt  6  —  Kl,  ed  anclia  infinite  altre 
lore  di  (,  ora  l'uno  ora  l'altro  valore  della  sua  radice  qualrnta.  Per  maggior  eh», 
reeza  e  precisione  nello  stabilire  le  proprietà  fondamentali  delle  funzioni  è  conve- 
niente non  dipartirsi  mai  dalla  deflniaione  data  nel  §  12,  ed  in  conseguenaa  ri- 
guardare come  distinte  le  funzioni  Vt  e  —  Vt,  quantunque  nel  seguito  degli 
studi]  di  matematica  convenga  invece,  ed  anisi  sin  estremamente  utile  considerar- 
le come  costituenti  una  funzione  unirjt,  estendendo  cosi  il  concetto  di  funzion* 
in  guisa  che  ad  una  l'unzione  di  x  ala  anche  dato  assumere ,  per  ciascun  valor» 
di  X,  due  o  più  valori ,  ed  anche  infiniti ,  soggetti  ad  una  legge  ben  definita. 

(/)  (jiii  dall'Algebra  ci  è  nota  la  funzione  n"",  almeno  per  x  riieionale  ;  e  pib_ 
oltre  (§  '2ii,  h)  bì  vedrà  come  sì  poasn  eBt«nderne  il  significato  al  caso  di  x  irrnsi»- 
nale.  La  funzione  inversa  dì  u''  è,  per  definizione,  hogx,  ossia  il  logaritmo  di  » 
in  base  II.  Evidentemente  questa  fuwaìone  restatosi  definita  solo  per  x>0.  Io 
particolare  log.r  é  la  funzione   inversa  dì  e".  In   trigonometriii,   poi,  sono  state 

*  Si  ie^ga,  in  propoaiio,  la  lena  ilei  le  u  irjit  Ifffoit  de  ]>hi/iiquf  s'"''"^'  "  ^'  Cauchj  Co- 
li, del  r«iEo.  iDLeiKlevuriuflDiUiLMbnii.ima'li-i  rondalori  del  Calcolo  iofluilesimale.  VeJi  il  itBé- 
lumédu  Court  d'AnalyM  inflnitéiimaiil  u  di  1".  Mnawon;  p.  22U. 

**  Db^hÌ  |iÌiittoBlo  ili  (I  nomi  riailiili [I  fltioaro  modemn  si  nhìsma  Darwin,  QelmhcUl, 

ThoniBon. ..  ..  v  {U.K-iir.m  di  Luigi  Creiiionn  in  iVi.ofo,  IS  ili'-,  tH86). 


studiate  le  funzioni  sgux  ,  cosj;  ,  tgx,  dette  funzioni  circolari,  delie  quali  T  ulti- 
ma deve  ritenersi  come  priva  di  significato  tutte  le  volte  che  si  ha  cosar  =  0,  quan- 
tunque spesso  si  scriva  tg  ^/^  ir  =  x  ;  ma,  naturalmente,  questa  uguaglianza  non  ha 
che  un  senso  convenzionale ,  del  quale  si  discorrerà  più  oltre.  Hanno  molta  impor- 
tanza le  funzioni  che  nascono  dall'  inversione  delle  funzioni  circolari.  Per  y=co»;/' 
non  esiste  funzione  inversa  fintantoché  non  si  conviene  di  scegliere  fra  gli  infiniti 
archi  ar,  che  hanno  il  coseno  y,  il  più  piccolo  arco  non  negativo,  che  si  rappre- 
senta con  arccosy.  Similmente  si  suole  definire  arcseny  ed  arctgi/.  funzioni  in- 
verse di  y  =  senx  e  di  y  =  tgx,  convenendo  di  far  corrisponlere  a  ciascun  va- 
lore del  seno  o  della  tangente  y  quell'arco  x,  che  in  valore  assoluto  non  sufmra 
'  .TT.  In  seguito  a  tali  definizioni  si  ha  sempre 

—  Yj  ir  <:  are  senx  f?  '/jir     .     0  <  are  coso:  <  i:  : 
quindi,  essendo 

cos (*^ ir  —  are  sen  j*)  =^  sen  i are  sen .r i  =  x     .     0  <  *    ir  —  are sen x  <  ir  . 

si  è  in  diritto  di  rappresentare  */jir  —  are  sena?  con  are  cos x,  vale  a  dire  che 

are  sen  x  -|-  are  cosx  ;.=  *  ^  ir  . 

Il  lettore  troverà  da  se  le  altre  relazioni  che  intercedono  fra  i  simboli  are  sen  j 
arccotfj  arcfyj  avendo  cura  di  tener  sempre  presenti  le  limitazioni  imposte  dalla 
definizione  dei  simboli  stessi ,  senza  di  che  è  assai  facile  caliere  in  errore.  Per  con- 
vincersi di  ciò  basta  osservare  che  la  formola 

are  tg  M  4-  are  tgv^=-^  are  tg    . 

1  —  nv 

equivalente  ad  una  nota  formola  di  trigonometria,  non  è  esatta  se  non  per  tn'<^l  : 
quando  uv  supera  1  bisogna  aggiungere  o  sottrarre  ir  al  secondo  membro,  se- 
condo che  il  comune  segno  dì  u  e  v  è  -^  o  — . 

e)  Quando  si  conviene  di  attribuire  ad  y  il  valore  0  o  il  valore  1  secondo 
che  X  è  razionale  o  irrazionale ,  si  definisce  una  funzione  di  x ,  che  non  si  presta 
in  alcun  modo  all'  inversione.  Altrettanto  si  può  dire  della  funzione  definita  dal- 
l'obbligo  di  conservarsi  uguale  ad  1  per  tutti  i  valori  positivi  di  x,  a  — 1  per 
tutti  i  valori  negativi,  e  di  essere  0  per  x  =  0.  Questa  notevole  funzione  s'in- 
contra frequentemente  nelle  ricerche  aritmologiehe  di  Kronecker,  il  quale  la  ra])- 
presenta  col  simbolo  sgn  x  ,  che  si  legge  sùjnum  .r.  A  prima  vista  non  sembra  pos- 
sibile esprimerla  mediante  i  simboli  funzionali  già  noti;  ma  invece  è  facile  trovarne 
varie  espressioni,  sopratutto  se  si  fa  uso  dell'operazione  /m,  quale  si  è  studiata 
in  Algebra,  cioè  il  passaggio  al  limite  nell'ipotesi  che  un  numero  intero  n  vada 
crescendo  indefinitamente.  Infatti  si  ha 


nx  <>»"•_.  g->..r 


*gnx  =  lim  -y-  :  sgn.f^lim  ,  sgn.r—  -     lini  arr  tg/».r  . 
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Del  resto ,  senza  ricorrere  all'  operazione  lim ,   se  si  conviene  che  la  funzione 
arctgl,  priva  di  significato  per  .-^0,  valga  0  per  questo  valore  di  .,  è  fa- 

X 

Cile  vedere  che  si  ha 


sgn 05  =  —  I  are  tgac  -j-  are  tg  —  )  . 


Un'  altra  funzioue  j  strettamente  legata  alla  precedente,  è  definita  dalla  condizione 
di  mantenersi  uguale  al  valore  n^isolnto  delia  variabile.  Si  è  soliti  rappresentarla 
con  I  X  |.  Evidentemente  |  x  |  =xsgna:.  Finalmente  la  funzione 


y  =  1  ini  sgn  (sen  n  !  izx) 


è  appunto  quella  che  abbiamo  definita  in  principio,  perchè,  se  x  è  razionale ^  nix 
finisce  per  diventare  e  rimanere,  crescendo  n,  un  numero  intero,  sicché  ?/  =  sgnO 
=  0:  ciò  non  accade  mai  quando  x  è  irrazionale j  sen*/i!iT.c  si  conserva  positivo, 
e  però  y=  l. 

/;  !,&  frequenza  y  della  cifra  0  tra  le  cifre  decimali  di  x  è  un'interessante 
funzione  di  x,  che  noi  rappresenteremo  sempre  con  o(a:)  per  distinguerla,  in  se- 
guito, quando  avremo  occasione  di  addurla  in  esempio.  In  altri  termini,  se  fra  le 
prime  n  decimali  del  valore  attribuito  ad  x  s' incontrano  m  zeri ,  e  se  il  rapporto 
di  m  ad  n  tende  al  un  limite,  quando  n  cresce  indefinitamente,  è  questo  limite 
che  noi  conveniamo  di  assumere  come  valore  di  y,  corrispondente  al  dato  valore 
di  X.  Questa  t/  =  a(x)  non  ammette  funzione  inversa,  e  ciò  non  perchè  non  si  possa 
(come  nelle  funzioni  definite  in  ultimo  luogo)  assumere  y  a  variabile  indipendente, 
ma  perchè  ad  ogni  valore  dì  y  (necessariamente  compreso  fra  0  ed  1)  corrispon- 
dono infiniti  valori  di  x ,  fra  i  quali  non  si  riesce  ad  isolarne  uno ,  come  si  è  po- 
tuto fare  per  le  funzioni  circolari  inverse.  Infatti,  dato  arbitrariamente  il  numero 
a ,  e  fissato  il  numero  positivo  h ,  piccolo  quanto  si  vuole ,  prendiamo  v  sufficien- 
temente grande  perchè  sia  10*  >  1/^,  e  chiamiamo  x  —  a  il  numero  che  si  ottiene 
sopprimendo  in  x  —  a  tutte  le  cifre  che  stanno  alla  destra  della  v^*"***  decimale. 
Evidentemente  \x  —  x'|</ì;  e ,  d' altra  parte ,  poiché  P  addizione  di  x* — a  ad  a 
modifica  soltanto  un  numero  limitato  di  cifre,  è  chiaro  che  o(a:')  =  cj(a).  Dunquo 
il  valore  che  la  funzione  prende  per  un  valore  qualunque  a,  attribuito  ad  x,  si 
ripresenta  infinite  volt«  intorno  a  qualunque  altro  valore  di  x.  Inoltro  si  noti  che 
sì  può  far  variare  m  insieme  ad  n  in  modo  che  mjn  non  tenda  ad  alcun  limite ,  e 
costruire  cosi  un  numero  a,  tale  che  non  esista  o(rt).  Dalle  considerazioni  prece- 
denti risulta  che  avviene  altrettanto  intomo  ad  ogni  altro  valore  di  x,  vale  a  dire 
che  in  qualunque  intervallo ,  per  piccolo  che  sia ,  la  funzione  a(x) ,  per  infiniti  va- 
lori di  X,  non  è  definita. 

g)  Le  serie  ed  i  prodotti  infiniti  ci  forniscono  altri  esempii  di  funzioni.  Cor^ì. 
ponendo 

y  =  X-Vl^'+Vi^'-Vv^'  +  "-    • 

si  definisco  la   funzione  »/  nel!' intervallo  i—  1  .  1).  escluso  l'estremo  inferion' . 


-li- 
nei quale  intervallo  è  noto  *  che  y  aswume  gli  steaai  valori  dell'  altra  funzione 
log(l  -fx),  definita  in  tutto  l'intervallo  ( —  1 1  oo),  escluso  sempre  l'estremo  in- 
feriore. L' eguaglianza 

F(x)  =  9en2iCJr  -j"  Vi®®^*^**^  4"  Vs^®^^^*^  +  •  •  • 

definisce  F(a;)  per  tutti  i  valori  di  x ,  ed  è  utile  sapere  che  questa  funzione  si  può 
esprimere  mediante  altre  due,  semplicissime!  cioè  [x]j  massimo  intero  contenuto  in 
X,  e  sgnx.  Si  riesce  infatti  con  mezzi  elementari  **  a  dimostrare  che 


o .  se  si  vuole , 


2 

-~F(x)  =  sgn(.c  — [.r])  — 2(>  — [x])  , 


2 

---F(x)  =  p(— x)  — p(a:)  , 

71 


rappresentando  con  p(x)  l'eccesso  di  x  sul  massimo  intero  contenuto  in  x,  cioè 
X  —  [x].  In  particolare  se  ne  deduce  che  nell'  intervallo  (0 ,  2it)  ,  esclusi  gli  estremi 
è  vera  la  formola  seguente,  che  ci  sarà  utile: 

sen  X  -|-  Vi  ^®°  ^-^  4"  Vj  ^®^  3x  -{-...  =  \l^  (iz  —  x)  . 
h)  Ha  grande  importanza  in  varii  rami  dell'Analisi  matematica  la  funzione 


r(x+i)=Ill-  «/ 


X 

n 


definita  cosi  per  x  diverso  da  —  1,  —  2,  —  3,....  Giova  porre  questa  defini- 
zione sotto  un'altra  forma,  dovuta  a  Gauss.  Basta  osservare  che  il  secondo  mem- 
bro equivale  a 

(n+lf 


lim 


{'+t)('+I)-('+t)' 

per  potere  scrivere 

1.2.3...W 


r(x-{-l)  =  limn-^ 


«=00      (x  -|-  1)  (ic  -|-  2) . . .  (x  -j-  n) 
Se  si  osserva  che 

r(x)  n=tn    n-\-X 


*  Analisi  (Ugebrica^  p.  121. 
**  Prìogftheim  «  Mathematische  Annalen  »  voi.  26,  p.  193.  Vedi  anche,  pid  oltre,  §  125. 


i  acopre  subito  In  [iroiirietì  fauilainentale:  r(^'Ì-li' 
=  0  dalla  dailnizione  angue  V{1)  ^  I ,  si  ha  pure 


Piatii! ,  r(3t=2! .  ri4i=3: 


ti  Ma,  l'ome  si  t  detto ,  nou  è  necessario  l'iie  y  si  sappin  o  soilonto  si  pooim 
L'spriiiiere  fOn  siniboli  analitici,  rappresentanti  operazioni  note  da  esBijuira  su  x  ; 
basta  che,  Ìli  un  modo  qualsiasi,  la  conosi^enzn  di  ciatean  viìoì'e  di  x  determini  un 
vuiure  di  y,  per  pater  nffermare  che  y  è  funzione  di  a;.  Per  esempio  la  solubilità 
d'  un  sale,  la  teosìoiie  el  il  calorico  latente  del  vapore  acqueo  sono  funiiioni  della 
temperatura.  La  pib  importante  funzione  d'una  variabile  indipendente,  dice  Tbom- 
aon,  È  forse,  a  Liverpool,  i!  jjr«w  lUl  oototu,  quantunciue  non  ai  riesca  a  scorgere 
alcun  legame  analitico  fra  questo  prezzo  ed  il  ttvipo,  computato  a  partire  da  un 
istante  arbitrario.  Altre  funzioni  del  tempo  sono;  il  tempo  stesso,  fjunle  risulta 
dalle  indicazioni  d' un  pessimo  orologio;  la  temperatura  in  un  dato  punto  dello 
spaaio,  0  quella  elle  vien  segnata  da  un  dato  termometro,  e  che  ai  lascia  rappre- 
sentare •,  in  media  ed  approssimativamente,  mediante  le  funzioni  circolari;  <cr. 
Per  tutte  queste  funzioni  non  eaiflte  funzione  inverso.  Come  si  potrebbe ,  infatti , 
asserire  che  il  tempo  è  funzione  della  temperatura?  Ma  In  piii  meravigliosa  fun- 
zione de!  tempo  ^  senza  dubbio  la  preii^ione  dell'aria  sul  timpano:  immaginandola 
costruita,  per  esempio,  marce  l'audizione  d'un  pezzo  di  musica,  eseguito  da  una 
orchestra,  per  quanto  i  suoni  dì  questa  siano  complicati,  o  bruschi,  o  discordi,  e 
si  sovrappongono  ad  altri ,  basterebbe  la  sua  conoscenza  per  pot«r  fedelmente  ri- 
produrre r  insieme  dei  suoni  uditi ,  e  per  avere  anche  indicazioni  sovrubbomlanti , 
estranee  alla  effettiva  percezione  del  auono  ••. 

U.  Una  funzione  sì  dice  finita  in  un  dato  intervallo  quando  è  finito 
r insieme  dei  Tuloiiche  essa  prende  ueirintervallo  stesso;  ed  i  limiti  (§2) 
di  questo  insieme  si  chiamano  limiti  (inferiore  e  superiore)  della  funzione. 
In  altri  termini  il  limite  inferiore  d'una  funzione,  in  un  fiato  intervallo,  è 
un  numero  caratterizzato  dalla  doppia  praprietà  di  nou  superare  ulcua 
valore  della  funzione,  e  di  esser  tale  clie  ogni  numero  superiore  ad  esso  è 
anche  superiore  a  qualche  valore  della  funzione;  ed  analogamente  il  li- 
mite supariore,  non  superato  da  alcun  valore  della  funzione,  è  tale  che 
ogni  numero  inferiore  ad  esso  è  superato  da  qualche  valore  della  funzione. 
Questi  limiti  possono  dirsi  minimo  e  massiiìio  sol  quando  siau  valori  che 
la  funzione  raggiunge  elTettiva mente  nell'intervallo  che  si  considera.Così, 
per  esempio,  la  funzione  8en.r  è  finita  in  qualunque  iuteiTalIo,  e  vi  am- 
mette sempre  uq  mìnimo  ed  un  massimo  valore,  che  sono  — 1  e  +1  quan- 
do l'intervallo  non  è  minore  dì  :>i:,  ìi  anche  finita  la  funzione  j? — [a-],  che 
in  ogni  intervallo  non  minore  di  1  assume   il   valore  minimo  0,   ma  è 


—  13  — 

priva  di  massimo,  parche  1 ,  limite  superiore,  nou  è  uu  valore  clie  la  fun- 
zione raggiunge.  Invece  la  funzione  che  per  x^O  è  espressa  da  I/o?,  e  per 
x  =  0  è  uguale  a  0,  non  è  finita  negli  intervalli  che  contengono  0,  per- 
chè, dato  /  arbitrariamente  grande,  è  sempre  possibile  trovare  valori  del- 
la funzione  superiori  ad  /  o  inferiori  a  — /:  basta  prendere  x  inferiore, 
in  valore  assoluto,  ad  1//.  Una  funzione  può  anche  essere  finita  in  un  sen- 
so, e  non  essere  finita  nel  senso  opposto,  come,  per  esempio,  non  è  finita  la 

funzione  espressa  dal  quadrato  della  precedente,  in  ogni  intervallo  che 

i 

racchiude  zero;  come  non  è  finita  e^  quando  neir  intervallo  che  si  consi- 
dera, escluso  restremo  superiore,  è  contenuto  lo  zero  ;  ccc.  Queste  funzioni 
non  sono  finite,  in  quanto  che  son  prive  di  limite  superiore,  pur  ammet- 
tendo in  qualunque  intervallo  un  valor  minimo. 

15.  Teorema  I.  Se  wia  funzione  è  finita  in  un  intervallo,  essa  ri 
ammette  sempre  il  limite  inferiore  ed  il  limite  superiore. 

Ciò  risulta  immediatamente  dalla  definizione  di  funzione  finita,  e  da 
un  noto  teorema  (§4),  affermante  l'esistenza  del  limite  inferiore  e  del  li- 
mite superiore  di  qualsiasi  insieme  finito  di  numeri. 

10.  Teorema  II.  Se  una  funzione  è  finita  intorno  a  tutti  i  numeri  f^i^h^i^Z 
rf'wn  intervallo  finito,  essa  è  finita  neW  inter callo. 

Procedendo  per  assurdo  dimostreremo  che,  se  la  funzione  non  è  finita 
neir intervallo  dato,  esiste  in  questo  almeno  un  numero,  intorno  al  quale 
essa  non  è  finita.  Negando  che  la  funzione  sia  finita  si  afferma  la  possibi- 
lità di  trovare,  fra  i  valori  che  la  funzione  assume  neir  intervallo  che  si 
considera,  almeno  un  valore  ^/i  superiore  ad  un  numero  l^,  arbitraria- 
mente prestabilito,  e  quindi  anche  un  valore  y^  superiore  ad  un  numero 
arbitrario  /,,  maggiore  di  ?/j  ;  e  cosi  di  seguito, indefinitamente,  avendo  cura 
di  costruire  i  numeri  /j ,  /, ,  ^j , . . .  in  modo  che  vadano  crescendo  oltre  o- 
gni  limite.  I  valori  i/j ,  i/j ,  y, , . . .  della  funzione  corrispondono  a  valori  j\ , 
ar„ir,,...  della  variabile  indipendente,  tutti  differenti  fra  loro,  e  per  con- 
seguenza in  numero  infinito.  Questi  appartengono  ad  un  intervallo  finito, 
e  però,  in  virtù  d'un  noto  (§0)  teorema,  ve  ne  sono  infiniti  intorno  ad  uno 
opiù  numeri  dell'intervallo:  sia  4  un  tal  numero.  Fissiamo  h  positivo  ed 
arbitrariamente  piccolo,  e  dimostriamo  che  nell'intervallo  (è  —  // .  4  +  /?) 
la  funzione  può  superare  qualunque  numero  l,  grande  quanto  si  vuole.  In- 
fatti, se  si  prende  v  sufficientemente  grande  perchè  sia  /^>/  per  ogni 

w>v  ,  e  se  si  osserva  che  nella  successione  x^^ ,  j\^, ,  x^^^ si  deve 

sempre  finire  per  incontrare  un  numero  o\  appartenente  all'intervallo 
(4  — // ,  è-f-//)'  5i  \Q(\q  subito  che  in  questo  la  funzione  prende  il  valore 

17.  Del  teorema  precedente  ^i  può  anche  «lare  una  ilimostrazione  di- 
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ratta,  evitaudo  d*iuvocar<}  il  teorema  del  §  0.  La  luuzioue  si  supponga 
finita  intorno  a  tutti  i  numeri  dell'intervallo  (a ,  b).  In  particolare,  sup- 
porre che  sia  finita  alla  destra  di  a  vuol  dire  supporta  finita  in  un  in- 
tervallo (a,x),  il  cui  estremo  superiore  x  si  prenda  sufficientemente 
vicino  ad  a;  e  ciò  rimarrà  vero  per  ogni  altro  numero  x'<^Xy  mag- 
giore di  a.  L'insieme  di  siffatti  numeri  x{<ì))  ammette  il  limite  supe- 
riore è^&.  Questo  è  il  massimo  numero  dell'insieme.  Infatti,  preso  è'<4 
sufficientemente  vicino  a  è,  la  funzione,  finita  per  ipotesi  alla  sinistra  di 
4,  è  finita  in  (è',  è).  D'altra  parte  essa  è  finita  in  {a ,  4');  dunque  è  finita 
in  {a ,  4).  Ed  ora  basta  dimostrare  che  ^  =  ì).  Orbene,  se  fosse  4  <  &,  si  po- 
lirebbe prendere  un  numero  4">  I,  sufilcientemente  vicino  a  4  perchè  in 
(è,4")>  ®  per  conseguenza  in  («,4')>  la  funzione  sia  finita:  ciò  è  assur- 
do, dal  momento  che  4  è  il  massimo  fra  i  numeri  x<b,  tali  che  in  {a , x) 
la  funzione  è  finita. 

18.  Teorema  III  (primo  teorema  di  Weier Strass).  Se  lina  funzione 

è  finita  in  un  interratto  finito^  questo  contiene  atmeno  un  numero^  intor- 
no al  quale  la  funzione  ha  lo  stesso  limite  inferiore  che  ammette  ìiell'in- 
tertallo  totale.  Altrettanto  dicasi  del  limite  superiore. 

Possiamo  limitarci  a  dimostrare  il  teorema  per  un  solo  dei  limiti:  sia, 
per  esempio,  il  limite  inferiore  X.  Se  questo  è  un  minimo,  esiste,  nell'in- 
tervallo (a,!))  che  si  considera,  almeno  un  numero  4,  per  cui  si  ha /1(4) 
=  X,  ed  è  chiaro  che  intorno  a  4  il  numero  X  è  sempre  il  minimo  valore 
della  funzione.  Se  X  non  è  un  ìnininw,  ciò  vuol  dire  che  f{x)  —  X  si  con- 
serva sempre  positiva  in  (a ,  &),  ma  può  prendere  valori  piccoli  quanto  si 
vuole,  d'onde  segue  che  la  funzione 

1 

è  definita  in  tutto  queir  intervallo,  ma  non  è  finita.  Esiste  dunque  in  (a, 2;) 
un  numero  4,  intorno  al  quale  f^(x)  non  è  finita,  vale  a  dire  che,  dato  un 
numero  /,  grande  quanto  si  vuole,  si  riuscirà  sempre  a  trovare  nell'in- 
tervallo (4  —  /« ,  4  +  /0>  arbitrariamente  piccolo,  un  numero  x^ ,  tale  che 

9(j^o^  >  ^     j     ^  P^i*  conseguenza    f{x>i  <  X  +  y  » 

cioè  f{x^  inferiore  ad  un  numero  che,  pur  superando  X,  è  vicino  a  X  quan- 
to ci  piace.  Dunque  in  (4—// .  4  +  h),  come  in  {a  ,h),\\  numero  X  è  il  mas- 
simo fra  quelli  che  non  superano  alcun  valore»  della  funzione. 
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19.  Per  la  variabile  iMipendente  x  il  tendere  ad  un  limite  a  siguiflca 
assumere  tutti  i  valori  intoruo  (§  1)  ad  a.  Spesso  torna  utile  distinguere 
il  tendere  ad  a  dalla  sinistra  o  dalla  destra;  e  si  può  immaginare  che  ciò 
avvenga  col  percorrere  che  fa  x,  crescendo,  tutto  un  intervallo  (a^h ,  a), 
escluso  l'estremo  superiore,  o,  decrescendo,  tutto  un  intervallo  {a^a-^-  h), 
escluso  l'estremo  inferiore.  Si  dice  poi  che  x  tende  all'infinito  quando  nel 
variare  finisce  per  assumere  qualunque  valore  maggiore  d' un  dato  nu- 
mero; e  ciò  si  può  sempre  ottenere  col  far  percorrere  ad  x,  crescente, 
tutto  un  intervallo  (4,^).  Definizione  analoga  per  x  tendente  a  —oc. 

20.  Si  dice  che  i  valori  di  /{x),  a  destra  di  a,  tendono  al  limite  /, 
quando,  tendendo  x  ad  a,  dalla  destra,  la  differenza  f(x)  —  l  finisce  per» , 
diventare  e  restare  inferiore,  in  valore  assoluto,  a  qualsiasi  numero  pò-- 
sitivo.  In  termini  più  espliciti,  si  dico  che  f{a^  ha  per  limite  /,  a  destra 
di  a,  e  si  scrive 

lim  f{x)  =  I  , 

quando  ad  ogni  numero  positivo  e,  arbitrariamente  piccolo,  corrisponde 
un  numero  positivo  h,  tale  che  per  ogni  valore  di  x,  appartenente  all'in- 
tervallo (flr ,  a  -f  //),  escluso  l'ostrenio  inferiore,  sia 

IA^-)-M<^.  '1) 

Similmente  si  dice  che  f{x)  ha  per  limite  /.  a  sinistra  di  «,  e  si  scrive 

lim   /{jc)  =^  /  . 

quando  ad  ogni  numero  &>  0  coiTisponde  un  numero  //  >  0,  tale  che  sia 
vera  la  (1)  per  tutti  i  vaioli  di  x  non  inferiori  ad  a  —  h,  ma  inferiori  ad 
a.  Quando  poi  si  scrive,  come  avviene  comunemente, 

lini  /i.r)  -~  /  . 

si  vuole  affermare  che  i  limiti  di  /(e/-),  a  destra  ed  a  sinistra  di  a,  esistono 
entrambi,  e  sono  uguali  ad  /.  Solo  per  brevità  si  usa  scrivere  e  dire  che 
{{x)  tende  ad  l  per  x  =  a;  ma  è  sottinteso  che  x  deve  assumere  tutti  i 
valori  infinitamente  prossimi  ad  a ,  escluso  precisamente  il  valore  a.  In- 
somma non  bisc^na  confondere  i  valori  destro  e  sinistro,  f(a  +  0)  ed 
f(fl  —  0),  che  una  funzione  tende  ad  avere  in  a,  col  valore  f{a)  che  essa 
prende  effettivamente  per  x  =  a. 
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21.  Si  dice  poi  che,  per  a:  inflaito,  f{x)  tende  ad  un  limite  l,  quando 
ad  ogni  numero  positivo  e  corrisponde  un  numei'o  è,  tale  che  per  a;>  è 
sia  sempre  vera  la  (1).  Si  dice  che,  per  x  tendente  ad  a,  a  destra  o  pure 
a  sinistra,  f{cc)  tende  all'infinito,  e  si  conviene  di  scrivere 

liiti    f{x)  =  X      ,      lira    /(./•)  =  X   s 

quando  ad  ogni  numero  /,  arbitrariamente  grande,  corrisponde  un  numero 
positivo  li,  tale  che  nell'intervallo  («,rt  +  /0>  o  in  (a  —  ^, a),  escluso 
l'estremo  a,  sia  sempre  fi-r')'^!.  In  modo  analogo  si  definisce  la  tendenza 
a  —oc.  Si  dice  finalmente  che,  per  x  infinito,  f{ir)  tende  all'infinito,  e  si 
conviene  di  scrivere 

liui  f''x)  =;  X   , 


X—x 


quando  ad  ogni  numero  /,  arbitrariamente  grande,  corrisponde  un  nume- 
ro è,  tale  che  per  i^*>  4  sia  sempre  f(x)^  L  Per  poco  che  vi  si  rifletta 
è  facile  convincersi  che  tutte  queste  definizioni  sono  informate  ad  un  prin- 
cipio unico.  Qui  è  bene  osservare  che  spesso,  invece  di  affermare  che  una 
funzione  tende  all'infinito  quando  x  tende  ad  a,  o  che  tende  ad  l  quando 
X  tende  all'infinito,  si  dice  che  la  funzione  è  infìmia  per  ir  =  a,  o  che, 
2K*r  X  infinito y  ha  il  valore  /.  Sono  locuzioni  puramente  convenzionali, 
che  hanno  la  loro  utilità,  e  che  non  possono  dar  luogo  ad  inconvenienti 
quando  se  ne  sia  dichiarato,  una  volta  per  tutte,  il  significato  preciso.  Ed 
in  corrispondenza  a  quel  modo  di  esprimersi  si  usa  scrivere 

f(a)  =  00  ,         o         /(oo)  =  l  . 

Cosi  diventa  lecito  definire  (c/)\  §  13,rf)  la  funzione  arctg^  nel  modo 
stesso  di  arcseuii',  senza  escludere  i  valori  ±Vi^,  altrimenti  sareb- 
bero prive  di  significato  le  uguaglianze  are tg (± oc)  =  ±:  %tc,  come  l'al- 
tra tg7j're  =  oo:  in  questa,  veramente,  si  sottintende  qualche  cosa  di  più, 
cioè  che  nel  primo  membro  sia  da  porre  Vj^""^  P^^*  Vi'^?  giacché  si  ha 
tg(V,^±0)  =  q=oc. 

22.  Mercè  considerazioni  identiche  a  quelle  che  sono  state  adoperate 
in  Algebra,  nel  caso  d'una  variabile  intera,  si  stabiliscono  le  seguenti 
proprietà.  Una  funzione  che  assume,  al  crescere  di  x,  valori  tali  che  nes- 
suno sia  più  piccolo  d'un  valore  precedente,  deve,  per  x  infinito,  tendere 
ad  un  limite  finito  o  infinito,  perchè  ad  una  simile  funzione  basta  diven- 
tare maggiore  d'un  numero  fisso  per  restar  poi  tale  quando  x  cresce.  Se 
una  ftinzione  è  compresa  fra  altre  due  che  tendono,  per  x  tendente  ^d  a , 
ad  un  comune  limite  l,  tenderà  anch'essa  ad  L  Se,,  per  x  tendente  ad  a , 
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uua  funzione  ammette  un  limite  diverso  da  zero,  essa  finisce  per  assu- 
mere e  conseiTare  il  segno  di  questo  limite  ;  e  però  una  funzione  che ,  in- 
torno ad  un  dato  valore  a  della  variabile  indipendente,  non  cessa  mai  di 
assumere  valori  positivi  e  valori  negativi,  non  può,  quando  x  tende  ad  a, 
tendere  ad  un  limite  diverso  da  zero.  Se  u ,  t? ,  t(? , . . .  sono  funzioni  di  Xy 
ed  è ,  per  x  tendente  ad  a , 

limu  =  a  ,  limv  =  p  ^  limu;  =  Y  ,  •••  ? 
è  pure 

lim(M-fv4-u;-|-...)  =  »  +  P  +  Y  +  -"  »  limutni; . . .  =  a^y  . . .  , 

parche  le  funzioni  considerate  siano  in  numera  finito.  Il  limite  del  quo- 
ziente di  u  per  v  è  il  quoziente  di  a  per  p,  purché  p  tum  sia  ntUlo;  ma 
qualche  cosa  si  può  anche  dire  nei  casi  in  cui  il  denominatore  non  tende 
ad  un  limite  finito,  diverso  da  zero.  Infatti,  se  v  cresce  indefinitamente, 
mentre  u  si  mantiene  finita,  il  quoziente  ujv  tende  a  zero;  e  se  i?  tende 
a  zero  conservando  il  segno  di  u,  mentre  1/w  si  mantiene  finita,  ujv  cre- 
sce indefinitamente  in  valore  assoluto.  Non  abbiamo  ancora  i  mezzi  per 
calcolare  il  limite  del  quoziente  quando  numeratore  e  denominatore  ten- 
dono simultaneamente  a  zero  o  all'infinito;  ma  la  questione  sarà  trattata 
più  oltre. 

23.  Teorema  IV.  Pej-  l'esistenza  d'un  limite  finito  di  f(x),  a  destra 
di  a,  occon^e  e  basta  che,  dato  t  positivo  ejuccolo  qiuinto  si  vuole,  si  possa 
sempre  trovai 'e  un  numero  positivo  h ,  tale  che,  per  ogni  coppia  di  valori 
x'  ed  x",  presi  nell' intervallo  (a,a+h),  escluso  Vestiremo  inferiore,  7*ie- 
sca  {{x")  —  f(x")  inferiore  ad  e  in  valore  assoluto. 

La  condizione  è  necessaria.  Se,  infatti,  f{x)  tende  ad  ^,  quando  x 
tende  ad  a,  dalla  destra,  vuol  dii'e  che,  dato  e>  0  piccolo  quanto  si  vuo- 
le, esiste  un  numero  positivo  h,  tale  che  per  ugni  valore  di  x  non  supe- 
riore ad  a-\'h,  ma  superiore  ad  a,  è  sempre  |A^)  — ^KVi^-  Dunque, 
se  x'  ed  y  appartengono  al  detto  intervallo,  si  ha  simultaneamente 

|/(x')-i|<w,e    ,    |/(x'0-^|<V,e; 
poi 

Inversamente,  dato  ad  arbitrio  il  numero  positivo  e,  supponiamo  deter- 
minato un  intervallo  (a ,  a  -[-  /i),  in  cui  si  abbia,  escludendo  l'estremo  in- 
feriore , 

|/(x')^/(x")|<V,e.  (2) 

Nel  detto  intervallo  si  costruisca  una  successione  di  numeri  decrescenti, 

3 
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tendenti  ad  a,  e  si  consideri  la  successione  dei  corrispondenti  valori  della 
funzióne.  È  noto  (§  7)  che  da  questa  seconda  successione  si  possono  sem- 
pre staccare  infiniti  termini  f{a^ ,  f{a^ ,  f{a^ , ,  che  tendano  ad  un 

limite  ;  e  questo  limite  non  può  essere  infinito,  perchè  dalla  (2)  si  deduce 

/(«i)-V,e</(0</K)  +  V,6. 

Sia  dunque 

lim/(aJ  =  Z, 


e  si  prenda  n  sufficientemente  grande  perchè  si  abbia  |  f{aj  —  / 1  <  V'^e. 
Per  ogni  valore  di  ce,  preso  in  (a  ,  a  -f*  ^0>  escluso  sempre  Testremo  infe- 
riore, si  ha  pure,  per  l'ipotesi  (2),  |  Ai^*)  — A^JK  Vj^f  quindi,  sommando 
le  ultime  due  disuguaglianze, 

È  dunque  l  il  limite  di  f{x)  a  destra  di  a.  Con  lieve  modifica  il  teoi-ema 
vale  anche  per  l'esistenza  del  limite  a  sinistra.  E  poi  facile  adattare  la 
dimostrazione  precedente  al  caso  di  x  crescente  all'infiijito:  basterà  so- 
stituire al  numero  h  un  numero  4,  estremo  inferiore  d'un  intervallo  in- 
finito, in  cui  vanno  presi  x'  ed  x'\ 

24.  Anche  per  le  funzioni  riesce  assai  utile  l'introduzione  di  numeri 
analoghi  a  quelli  che  sono  stati  considerati  nel  §8,  e  giova  considerarli 
come  nel  §11.  L'insieme  dei  valori  che  una  funzione  finita  f{x)  assunje 
in  {x.cC'^'h),  escluso  a-,  ammette  il  limite  inferiore  X,  funzione  di  U, 
che  tende  necessariamente  ad  un  limite  \  quando  h  tende  a  zero,  perchè 
non  può,  decrescendo  h,  variare  senza  crescere,  pur  mantenendosi  infe- 
riore al  limite  superiore  fi.  In  modo  analogo  si  definisce  il  limite  massi- 
mo fio-  Evidentemente  i  valori  di  questi  limiti  (detti  esirciai  oscilla  tur  iì 
della  funzione)  dipendono  unicamente  da  x,  ma  i)Os.sono,  a  sinistra,  difi'e- 
rire  da  quelli  di  destra.  Le  funzioni  \(x)  e  \^q{x),  relative,  per  esempio , 
alla  destra  dei  valori  di  x,  sono  caratterizzate  dalle  seguenti  propric^tà  ; 
ad  ogni  numero  positivo  e  corìHsponde  un  nuoterò  h,  tale  ehe  per  ogni 
valore  di  x,  preso  fra  a  ed  a  +  h,  si  ha 

>^oW  — e</(x)<fio(a)4-e  ; 

ed  in  ogni  Intervallo  (a ,  a  +  h),  piecolo  quanto  si  vuole^  esistono  numeri 
x'  ed  x",  tali  che 

Dopo  ciò  è  facile  dimostrare  il  teorema  IV^  senza  neppur  servirsi  della  prò- 
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posizione  dimostrata  nel  §  7.  Basta  osservare  che,  quando  non  esiste  il  ii- 
mite  (unico)  dei  valori  di  f(x)  alla  destra  di  a,  è  X<j<|i<,,  e  si  può  sem- 
pre, dato  il  numero  positivo  e<fi<,  — X^,,  prendere  x'  ed  x"  vicini  ad  a 
quanto  si  vuole,  e  tali  che 

in  guisa  cioè  che  risulti  |/'(a?')  — /'(J7")|>e.  Dunque,  se  per  ogni  e  è  sod- 
disfatta la  condizione  |  A^O'-A*^')!  <^  in  un  intervallo  {a,a-\-h)  sufll- 
cientemente  piccolo,  non  è  possibile  che  sia  X^  <fJio'  e  però  esiste  necessa- 
riamente il  numero  /*(a  +  ^)>  uguale  al  comune  valore  di  \{o)  e  ^^{a). 


25.  Shuisdoni  oontlnne.  Una  funzione  si  dice  contintuty  per  ,r  =  « , 
quando,  a  destra  ed  a  sinistra  di  a,  i  limiti  dei  suoi  valori  coincidono  col 
particolare  valore  che  la  funzione  assume  per  x=a.  La  continuità  di 
f{x)y  per  ^=a,  è  dunque  espressa  dalle  uguaglianze 

/(a  +  0)r=:/(a)     ,     /(a-0)=/(a). 

La  funzione  si  dice  continua  in  un  intonano  quando  è  continua  per  tutti 
i  valori  di  a  contenuti  nell'intervallo.  Può  darsi  che  la  funzione  sia  con- 
tinua soltanto  a  destra  o  soltanto  a  sinistra  di  a.  Ciò  avviene  quando 
sussiste  una  sola  delle  precedenti  uguaglianze.  Si  noti  che  nel  dire,  per 
esempio,  che  una  funzione  è  continua  a  destra  di  a,  si  è  costretti  ad  an- 
dar contro  una  definizione  generale,  posta  precedentemente  (§1);  e  però, 
ad  evitare  equivoci ,  quando  si  vuole  asserire  che  in  un  intervallo,  che  ha 
Testrerao  inferiore  in  a,  la  funzione  è  continua,  bisogna  aver  cura  di  dirlo 
esplicitamente.  Importa  osservare  che  la  definizione  della  continuità  è 
tutta  contenuta  neiruguaglianza 

\\mf{x)=fQ\mx)  , 

dimodoché  si  può  dire  che  la  possibilità  di  permutare  il  simbolo  lim  col 
simbolo  f  è  caratteristica  per  le  funzioni  continue. 

2C.  È  chiaro  che  proprietà  analoghe  a  quelle  dimostrate  nella  teoria 
dei  limiti  si  hanno  per  le  funzioni  continue.  In  particolare:  la  somma  ed 
il  prodotto  di  più  funzioni  continue,  in  numero  finito,  so^io  funzioni  con- 
tinue. Se,  per  esempio,  sono  continue  per  un  determinato  valore  di  x  le 
funzioni  ^{x)  e  ^{x),  per  lo  stesso  valore  di  x  sono  continue  ^ 

/(«)— 9 («)++(»)    >    ^(aj)r=:(p(x)4;(x)  , 


perchè  (§  22) 


lim/(:r);=lìm9(l)-f  tira  ■}!(*)  = 


E  anche  funzione  continua  il  quoziente  di  due  funzioni  continue ,  purché 
si  escludano  quei  valori  della  variabile  indipendente,  che  annullano  il  de- 
nominatore. Finalmente  si  osservi  che  ogni  funzione  continua  d'una  fun- 
zione continua  di  s.  è  funzione  continua  di  x.  Infatti,  se  con  le  funzioni 
continue  ^{x)  e  ^{x)  si  forma  la  funzione  /■(;r)=9(4'(j*)),  si  h;i 

purché  negli  interralli  in  cui  si  avvera  la  cootimiitA  di  ?  cadano  valori, 
che  4*  prende  negli  intervalli  in  cui  è  continua.  Questi  viiloi'i  costituisco- 
no, come  poi  (§35)  si  vedrà,  unoo  più  intervalli,  nei  quali  è  continua  la 
funzione  f. 

27.  Teorema  V.  Per  la  conlimiiln  di  f(x).  a  destra  di  a.  occwre 
e  basta  che,  dolo  e  positivo  e  piccolo  quanto  si  vuole,  si  possa  sempre  tro- 
vare un  numero  positivo  h ,  tale  che.  per  ogni  coppia  di  valori  x'  ed  x". 
presi neW iniei'vallo  (a.a  +  h).  riesca  f(x')— f(x")  inferiore  ad  t  inva- 
l07'e  assoluto. 

Che  la  condizione  sia  più  che  sulitciente  si  vede  subito  prendendo 
nd=a,  e  ponendo  pera:"  un  valoi-e  qualunque.»-,  compreso  fra  a  ed  a-f-A; 
sicché,  essendo  \f{x)  —  f{a)\<,i,  è  pure  /"(o  +  O) =/■(«).  Reciprocamen- 
te, se  /Xn-|-0)  esiste,  ed  è  uguale  ad  f{a),  è  possibile  trovare,  in  corri- 
spondenza a  ciascun  numero  positivo  e,  due  numeri  positivi  h'  ed  h",  tali 
che  le  disuguaglianze 

l/(/)-Ax"j|<e    .    l/W-ZWKs  , 

abbiano  luogo:  la  prima,  in  virtù  del  teorema  IV,  per  tutte  le  coppia  1 
ed  ai"  di  valori,  presi  In  («,«-[-/(')  esctudendo  a;  e  la  seconda,  in  vif 
della  definizione  del  limite,  per  tutti  i  valori  di  ir,  presi  in  ia,a-\-fi").i 
può  dunque  asserii'e,  fondendo  in  una  le  due  disuguaglianze,  e  prendeqj 
per  A  il  più  piccolo  dei  numeri  h'  ed  h",  che  per  tutte  le  coppie  di  vaia 
(tf  ed  .«"  nell'intervallo  [a  ,a-\-h)  dev'essere  \f{x')  —  /'(jr")|<s.  Kvida 
temente  il  teorema  si  può  enunciare  ed  in  modo  analogo  dimostrare  and 
per  la  sinistra  di  a.  Se  poi  si  considerano  ad  un  tempo  la  destra  e  la  sìa 
stra  di  fl,  si  vede  che  il  poter  trovare,  corrispondentemente  ad  ogni  nume- 
ro positivo  s.  un  numero  positivo  A,  tale  che  per  tutte  le  coppie  di  valori 
a/  ed  ic",  presi  in  {a  —  h,a-\-h).  si  abbia  \fl^') — f(x")\<Ct,  è  condizione 
sufficiente  e  necessaria  afflncliè  la  funziono  r(x)  sia  conltntta  per  x  =  a. 


28.  La  uozioaeili  coatìauilùè  assai  utile  per  completare  la  tlnfinizicnvl 
di  talune  funzioni,  segnatamente  dì  quelle  che  ci  sono  già  uote  dall'Alge- 
bra per  i  valori  razionali  della  variabile  indipendente.  Se  la  funzione  f{x) 
•^  tale  che.  dato  il  numei>o  iwsitivo  e.  piccolo  quanto  si  vuole,  sia  possi- 
bile determinare  intorno  ad  ogni  valore  di  ,r  nn  intei-vallo,  nel  quale  la 
diSerenza  fra  due  valori  qualunque  della  funzione  riesca  in  valore  asso- 
luto inferiore  ad  t,  è  facile  estendere  il  signiflcato  di  f{.v)  al  caso  di  x  ir- 
razionale in  modo  da  ottenere  una  funzione  continua  per  tutti  i  valori 
della  variabile  indipendente.  All'uopo  si  costruisca  arbitrariamente  una 
jiuccessione  rt,  ,a,  ,a, ,...  di  numeri  ['n/iunali  tendenti  al  limite  ii-razio- 
nale  a.  e  si  prenda  iutomo  ad  a  uà  intervallo  tale  ohe  nel  suo  interno  ti 
valore  assoluto  della  differenza  fra  due  valori  qualunque  della  Aiuzione  ri- 
sulti sempre  minore  di  e.  In  questo  intervallo  finiscono  per  cadere  i  ter- 
mini della  successione  «,.«,,(!,,...,  dimodoché,  se  n  eil  /*"  superano 
un  certo  numero,  si  ha  sempre 

i/<-..„.)-/(«„,)|<£    . 

Dunque  (§0)  il  limite  di  /1(aJ,  per  n  inlinito,  esiste;  ed  è  questo  limite 
the  noi  convenlaiiw  di  assumere  come  ralore  di  f[a).  Ora  vogliamo  dimo- 
strare che  la  /Unzione  cosi  ile/ìnita  è  continua  per  ogni  valore  a,  razio- 
nale o  irrazionale,  della  variabile  indipendente.  Infatti,  datoe>0  piccolo 
quanto  si  vuole,  già  possiamo,  per  ipotesi,  determinare  /i  in  modo  che. 
per  due  valori  razionati  qualunque,  .-r'  ed  ìt",  presi  in  (a— fi .  fi-\-fi),  sia 
\f{x'}  —  /Ti'")|<'/»<-  È  chiaro  che  questa  disuguaglianza  sussiste  anche 
quando  uno  dei  due  numeri,  per  esempio  .r',  è  irrazionale,  purché  l'altro, 
razionale,  si  prenda  su rllcien temente  vicino  al  primo;  e  ciò  in  virtù  della 
dennizìone  ste,ssa  di  /"{a').  Ne  segue  che,  presi  arbitrariamente  nell'inter- 
vallo ia  —  h,n-\-fi)  i  numeri  y  ed  .«",  irrazionali  o  pur  do,  è  sempre  pos- 
sibile trovarne  altri  due  a'  ed  «".  razionali,  appartenenti  al  medesimo  in- 
tei-vallo,  a  tali  che 

I/(x')-/(«')|<7.t    ,    IA'")-/(«")i<V.e- 

Ora.  osservando  che  la  ditferenza  /"(a^) — /"{■'■")  è  scomponibile  nella  somma 
di  queste  altre 


ciascuna  delle  quali  è  inferiore  ad  '/jE  in  valore  assoluto,  sì  vede  che  si 
ha  \f'ÌJc') — /■(d'")|<e  per  tutte  le  cojìpio  di  valori  di  jt'  ed  w",  apparte- 
nenti air  intervallo  (a  —  h,a-{-/ì).  Dunque,  in  virtù  del  teorema. Y,  la 
fuazione  è  contìnua  per  iT=sa. 
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29.  Esempii  :  a)  Si  riconosce  subito  che  le  funzioni  y==:lfX,x\..,  ^x ,  senx  , 
cos  X ,  ecc. ,  sono  continue.  Per  esempio ,  da 

■/—      ■/— I         \^  —  <^\  |a5  —  al  ^        X  —  a         x-X-a 

VX —  Va  l=— <,- — ^       ,  senac  —  sena=2sen — : — cos  — - —  , 

si  deduce^  per  x  tendente  ad  a,  lim  yx=  ya  ,  limsena;=sena;  e  per  la  prima 
funzione,  se  a  =  0,  si  ha  pure,  alla  destra,  lim  yx=0.  Anche  la  funzione  espres- 
sa in  generale  dal  quoziente  di  senas  per  x,  ma  uguale  ad  1  per  a*=0,  è  con- 
tinua per  x^O  come  quoziente  di  due  funzioni  continue,  ed  è  continua  per  a*=0 
perchè  V  arco  x ,  nel  tendere  a  zero ,  resta  compreso  fra  il  suo  seno  e  la  sua  tan- 
gente ,  dimodoché  si  ha 

^seno;   ^  ^          ,.     senx 
cosa;  < <;  1     ,     lim ==  1  . 

X  X 

b)  La  funzione  a*  ci  è  nota  dall'Algebra  solo  per  x  razionale;  ma  è  facile 
completarne  la  definizione,  per  a  ^  0 ,  seguendo  le  indicazioni  del  §  28.  Bisogna 
prima  di  tutto  ricordarsi  che,  per  x  ed  x"  razionali ,  la  differenza  fra  i  corrispon- 
denti valori  di  a^  si  può  rendere  piccola  quanto  si  vuole  prendendo  x — x"  suffi- 
cientemente piccolo  in  valore  assoluto ,  giacché  in  tal  modo  a*'"*"  differirà  da  1 
tanto  poco  quanto  ci  piac«,  e  sarà  pertanto  arbitrariamente  piccolo  anche  a-^' — a^", 
prodotto  di  a*"  per  a*'"*" — 1.  Dopo  ciò  si  ò  sicuri ,  per  quanto  si  è  detto  nel  §  28, 
che,  qualunque  sia  la  successione  di  numeri  razionali  x^ ,  x^ ,  .r, , ... ,  tendenti  ad 
un  dato  limite  irrazionale  ar,  la  successione  a^i,a*^«,  a-'*3, ...  ammette  anch'essa 
un  limite  finito ,  che  dipende  solo  da  aj  :  è  questo  limite  clie  si  rappresenta  con  a^, 
È  facile  dimostrare  che  la  funzione  a%  cosi  definita ,  conserva  le  varie  proprietà 
che  noi  già  le  conosciamo  per  x  razionale,  cioè  il  variare  sempre  in  un  senso 
quando  x  va  crescendo,  il  crescere  indefinitamente  con  x,  o  tendere  a  zero,  se- 
condo che  a  è  maggiore  o  minore  di  1 ,  e  finalmente  la  proprietà  a^.  a^'=a'''^^. 

e)  Segue  dalle  ultime  osservazioni  che  V  eguaglianza  a"  =  x  definisce  y 
come  funzione  di  x  nelP  intervallo  (0 ,  oo) ,  escluso  Y  estremo  inferiore ,  giacché 
ad  ogni  valore  positivo  di  x  corrisponde  uno  ed  un  sol  valore  di  y.  Noi  ci  servi- 
remo sempre  dei  logaritmi  naturali,  la  cui  base  è  il  numero  * 

c  =  lim  (1  +  — y=  2,718281828469046...  , 

n^±oo\  n/ 

eli  rappresenteremo  con  Ioga;.  Del  resto  dall' identità  a^o»*  =  c^<^*  si  deduce,  * 
prendendo  i  logaritmi  dei  due  membri  nell'uno  o  nell'altro  sistema,  Logx=:Mlogjr, 
dove  con  M  si  designa  la  costante  Logc=  1/loga,  che  si  suole  chiamare  modulo 
del  sistema  dei  logaritmi  in  baso  a.  In  particolare  si  trova  *  che  il  modulo  del  si- 
stema dei  logaritmi  volgari  (a=10)  è  M=:0,434294081...  La  continuità  di  Lega: 
è  una  immediata  conseguenza  della  continuità  di  a". 


*  Analisi  algebrica^  pp.  109,  120, 267. 
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d)  Quando  x  tende  a  zero ,  il  quoziente  di  a^  —  1  per  x  resta  compreso 
ira  ì  numeri 

n{y^-l)    ,    {n  +  l){ya-l)  , 
dove  n=  [1/x];  e  siccome  *  si  ha  lim  n(Ka —  l}  =  loga,  si  ha  pure 

a*—  1 
lùn =:loga  . 

Un  esempio  di  funzione  continua  per  tutti  i  valori  della  variabile  indipendente  ci 
è  dunque  offerto  dalla  funzione  che  per  x^O  è  espressa  da  (a* — l)/x,  e  per  x=0 
è  uguale  a  Ioga.  Analogamente  si  dimostra  che 

lim(l-f  x)*=c  ;. 

ed  è  continua I  per  conseguenza,  la  funzione  espressa  da  (1  -f-  x)^  in  generale,  ma 
uguale  ad  e  per  x=0. 

e)  Per  fare  un'  altra  semplice  applicazione  delle  cose  dette  nel  §  28  propo- 
niamoci di  trovare,  tra  le  funzioni  che  godono  della  proprietà  /(x)-{-/(x')=/(x-|-x'j, 
quelle  che  sono  continìic  Se  x  è  un  numero  razionalo  positivo,  posto  x=plq  con 
p  e  q  interi  e  positivi,  è  chiaro  che  ai  deve  avere 


\2/         Q  \l/        9. 


ax 


rappresentando  con  a  il  valore  di  /(l ).  Siccome  per  x=0  si  ha  /(x)-|-/(0)=/(x), 
si  vede  subito  che  /(O)  =  0  ;  poi ,  per  x  =  —  x,  si  ottiene  /( —  x)  ==  —  f{x) ,  e 
però  /(x) — ax  anche  quando  ad  x  si  attribuisce  un  valore  razionale  negativo.  Se 
invece  si  attribuisce  ad  x  un  valore  irrazionale ,  e  si  costruisce  arbitrariamente 
una  successione  di  numeri  razionali  x^ .  x« ,  x,  ^ . . . ,  tendenti  ad  x ,  si  deve  ave- 
re, in  virtù,  della  continuità, 

/(x)  =/(lim  xj  =  lim/(a5j  =  lim  ax^^  =  ax  , 


Invitiamo  il  lettore  a  fare  una  ricerca  analoga  per  le  funzioni  soddisfacenti  alla 
condizione  /(x)/(a?')=/(xx'),  notando  che  questa  è  soddisfatta,  oltreché  dalla  fun- 
zione continua  x*^,  anche  da  infinite  funzioni  discontinue,  fra  le  quali  è  sgnx. 

30.  Bhinzioni  discontinue.  Una  funzione  si  dice  discontinua  per 
un  certo  valore  di  ce,  quando  non  è  continua;  e  discontinua  in  un  inter- 
vallo quando  è  discontinua  per  un  valore  almeno,  appartenente  all'inter- 
vallo stesso.  La  discontinuità  può  veriflcarsi  da  ciascun  lato  di  x  =  a,  o 


*  4nalÌH  algebrica,  p.  Ili. 
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da  un  latti  solo,  od  in  ot^ui  caso  le  discontiouità  ehe  si  possoQo  avere  a  de- 
stra 0  a  amistra  di  a  sono  Ira  loro  ludipendenti.  Occupiamoci  duaque  della 
discontinuità  possibili  a  destra  di  « ,  ad  osserviamo  che  la  funzione  è  dis- 
coutiuua  sia  quando,  esistendo  il  suo  lìmite  a  destra,  esso  ha  un  valore  fl- 
uito, diverso  da  /"{«),  sia  quando  tale  limite  è  infinito  o  non  esiste.  Nel 
primo  caso  la  discontinuità  si  dice  ordinaria  a  di  prima  specie,  nel  se- 
condo è  di  seconda  specie.  La  differenza  sostanziale  ira  le  due  specie  sta 
in  ciò,  ohe  la  seconda  non  dipende  dal  valore  che  la  l\inEÌone  prende  per 
quel  valore  di  .r  che  si  considera,  ma  unicamente  dal  modo  di  compor- 
tarsi della  funzione  intorno  al  detto  valore.  In  altri  termini,  per  sapere  se 
fXx)  è  discontinua  di  seconda  specie,  a  destra  o  a  sinistra  di  a,  è  inutile 
conoscere  /'(a):  ciò  è  indispensabile,  invece,  per  sapere  se  la  funzione  ha 
una  discontinuità  ordinaria,  la  quale  potrebbe  anche  scomparire,  almeno 
da  un  lato  di  a,  cambiando  il  valore  di  /"(a). 

Sl<  Esempiì:  a)  Dalle  propoBÌEioni  finali  del  g  26  aegue  che  1/x  e  aea  — 
9OU0  ooatmue  fintantoché  x^O;  ma,  per  x^Q,  esse  hanno  una  diacontinuità 


ialbrmarai  qual  valore  b'  iuteoda 
che,  per  x  tendeote  a  zero,  il  valore 


e  che  BBD  —  I 


1  tende  ad  alcun  limita, 
n  dopo  l' al- 


di seconda  specie.  Per 
usaeguar  loro  per  x^^O;  basta 
aasoluto  di  1/x  cresce  oltre  ogni  limite 

giacché  in  un  intervallo  arbitrariamente  piccolo  { —  /( ,  h)  riprende, 
irò ,  i  valori  0,1,0,  —  1 ,  tutte  le  volte  che  il  valore  aaaoluto  di  2/ 
oltre  ogni  limite,  dÌFenta  un  numero  intero,  congruo  {moditlo  4)  ad  uno  dei  nu- 
meri 0  ,  1,2,3.  Invece  la  funzione  che  per  x  ^  0  è  eapresaa  da  iseu  —  è  con- 
tinua anche  per  x  =  0,  o  per  questo  valore  presenta  una  discontinuità  ordinaria, 
seconio  l'he  il  valore  attribuiUile  per  lc=0  è  o  non  è  zero.  Che  una  discontinuità 
possa  presentarsi  anche  da  un  lato  solo  d'  un  valore  di  x,  si  vede  subito  coasids- 
rando,  per  esempio,  la  l'unzione  che  per  x^O  è  zero,  e  per  x^O  è  espressa  dft 

e'  :  questa  è  continua  a  sinistra  dello  zero ,  discontinua  a  destra ,  percbò  i  suoi  va- 
lori tendono  a  zero  o  all'infinito  secondo  che  x  tende  a  zero  per  valori  negativi 
o  per  valori  positivi.  Discontinua  come  1/x,  a  destra  dello  zero,  è  la  funzione 
logx,  continua  per  x>0,  priva  di  senso  per  x<0.  AitrettJinto  si  può  dire  di 
senlogx,  discontìnua  come  sen — ,  ma  continua  per  x^O  in  virtù  dell' ultima 
proposizione  del  §  26.  Anche  per  questa  ragione  è  continua  logsenx  fintantoché 
non  si  ha  senx^O;  ma  è  discontinua  come  1/x  a  destra  dei  multipli  pori  di  n, 
ed  a  sinistra  dei  multipli  dispari,  comunque  se  ne  completi  !a  definizione.  Le  fun- 
zioni precedenti,  come  tutte  quelle  che  sono  discontinue  un  numero  finito  dì  voIt« 
in  un  intervallo  finito,  si  dicono  grneralmtiUe  continue,  per  distinguerle  dalle  fun- 
zioni infinite  volte  dìteontinue. 

&)  Anche  tgx  è  generalmente  continua,  non  cosi  tg  — .  La  prima,   quo- 
ziente delle  funzioni  continne  senx  e  cosx,  è  continua  fintantoché  cosx^O;  ma 
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è  discontinua  di  seconda  specie  intorno  alle  infinite  radici  a=  V\,7rdbnTC  di  cosa:, 
giacché  si  ha 

lim  tgx  =  -|-  X     j     lim  tgx  =  —  x  . 

Simili  discontinuità  si  presentano  per  infiniti  valori  di  x,  vicini  allo  zero  quanto 

ci  piace,  nella  l'unzione  definita,  per  x^O,  da  tg — :  questa  è  invece  continua 

in  tutto  l'intervallo  (2  tj  ,  oc)  escluso  l'estremo  interiore,  ed  in  tutto  i — x  ,  —  2,^i 
escluso  r estremo  superiore.  Per  x  =  0  si  ha  sempre,  come  nelle  vicinanze,  una 
discontinuità  di  seconda  specie,  ma  vi  si  osserva  qualche  cosa  di  più  complicato, 
in  quanto  che  la  funzione  riprende  infinita  volte  tutti  i  valori  possibili.  Qui  si  noti 
che  a  destra  come  a  sinistra  dello  zero  la  funzione  diventa,  ma  non  resta  grande 
quanto  si  vuole:  ecco  perchè  (§  21)  non  si  può  dire  che  cresce  all'in  finito ,  ma  sol- 
tanto che  non  è  finita  intorno  allo  zero. 

e)  L'  ultima  osservazione  si  può  anche  fare ,  a  destra  dello  zero,  a  proposito 
della  funzione  che  per  x  razionale  ha  il  valore  0 ,  e  per  x  irrazionale  è  espressa 
da  logx.  Inoltre  questa  è  discontinua  di  seconda  specie  per  tutti  i  valori  di  x^l: 

è  una  funzione  totalmente  discontinua,  mentre  tg  —  appartiene  alla  categoria  delle 

X 

funzioni  punteggiate  discontinue ,  perchè  in  ( —  h  ,h),  malgrado  le  infinite  disconti- 
nuità, noi  possiamo  pur  sempre  trovare  valori  di  x,  ed  anzi  infiniti  valori,  per 
cui  la  funzione  è  continua.  Son  queste  le  due  grandi  categorie  *  di  funzioni  infi- 
nite volte  discontinue.  Un  più  semplice  esempio  di  funzione  totalmente  discontinua 
ci  è  offerto  dalla  funzione  che  prende  i  valori  0  ed  1  secondo  che  x  è  razionale 
o  irrazionale  ;  ed  anche  da  quella  che  abbiamo  precedentemente  (§  13.  /)  rappre- 
sentata con  o(x).  Se  poi  si  considera  una  funzione,  definita  a  piacere  tutte  le  volte 
che  o(x)  è  nulla  o  priva  di  significato,  ed  uguale  a  logcj(x)  in  ogni  altro  caso,  è 
chiaro  non  solo  che  questa  funzione  non  è  continua ,  ma  che  non  è  finita  in  qualun- 
que intervallo ,  piccolo  quanto  si  vuole. 

d)  La  funzione  [x],  continua  a  destra  di  tutti  i  valori  di  x,  presenta  dis- 
continuità ordinaria  soltanto  a  sinistra  di  ciascun  valore  intero  di  x.  Infatti,  quan- 
do x  é  un  numero  intero,  si  ha  [x]  =  x ,  [x  -|-  0|  =  x  ,  [x  —  OJ  =  x  —  1.  La  fun- 
zione fl/x],  continua  a  sinistra  di  qualunque  valore  positivo  o  negativo  di  x,  è 
discontinua  di  prima  specie  a  destra  di  infiniti  valori ,  vicini  allo  zero  quanto  si 
vuole,  ed  è  invece  discontinua  di  seconda  specie  per  x  =  0.  La  funzione  espressa 
in  generale  da  x[l/x],  ed  uguale  all'  unità  per  x  =  0,  è  continua  per  questo  va- 
lore di  X,  quantunque  intorno  ad  esso  ne  cadano  infiniti  altri,  a  destra  dei  quali 
la  funzione  subisce  una  discontinuità  ordinaria ,  misurata  appunto  da  x ,  e  che 
t«nde  perciò  a  scomparire  quando  x  tende  a  zero. 

e)  Mediante  la  funzione  [x]  è  agevole  mostrare  che  una  funzione  continua 
di  funzione  discontinua  non  sempre  è  discontinua.  Sia  ^(x)  una  funzione  continua, 
obbligata  soltanto  alla  condizione  9(0)  =  9(1),  come,  per  esempio,  senfrx,  o 
X —  |/x;  ecc.  Si  rappresenti,  per  brevità,  con  ^{x)  la  funzione  x —  [x],    e  si 


*■  Per  GonvÌDcersi  che  queste  non  sono  vane  distinzioni,  ma  che  rispondono  invece  ad  una 
sostanziale  diversità  nel  modo  di  comportarsi  delle  funzioni  discontinue^  leggansi  i  Fondamenti 
per  la  teorica  delle  funzioni  di  variabili  reali  del  Dini  ;  p.  02. 
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consideri /(x)  =  9(4*  (^))}  ^^^zione  continua  della  funzione  discontinua  ^(x).  Evi- 
dentemente f{x)  non  può  essere  discontinua  se  non  quando  è  discontìnua  ^(x), 
cioè  a  sinistra  dei  valori  interi  di  x.  Ciò  premesso  si  osservi  che ,  per  questi  va- 
lori, ^(x)z=zQ  y  f(x)  =  9(0),  mentre  a  sinistra  si  ha 

4;(x  -  0)  =  1     ,    /{x  -  0)  =  <f('^{x  -  0))  =  9(1)  =  9(0)  =/(x)  . 

Dunque  f(x)  è  continua.  Un  esempio  più  semplice  si  ha  prendendo  «|;(x)=:  1/x* 
per  x^O,  e  <j;(0)  =  0,  e  scegliendo  9(x)  fra  quelle  funzioni  continue,  che  ten- 
dono a  riprendere ,  per  x  infinito ,  il  valore  che  hanno  per  x  =  0  :  per  esempio 
e~"*senx.  Malgrado  che  ^(x)  sia  discontinua  per  x  =  0,  la  funzione  /(x)  =  9(<J;(x)) 
è  continua,  perchè 


/(0)  =  9(4;(0))  =  <p(0)     ,     lim/(x)  =  9(oo)  =  9(0)  . 

ar=0 

f)  È  generalmente  continua  la  funzione 

f(x)  =  sen  X  -|-  */ j  sen  2x  -|-  */  ^  sen  3x  +  . . .  , 
che  si  annulla  insieme  a  senx,  ma  (§  13,  g)  prende  i  valori 


/(X)=:V.(«-X)+ [!-]«, 


ed  è  per  conseguenza  continua  fintantoché  x  non  diventa  uguale  ad  un  multiplo 
a  di  27C.  Intanto 

/(a)=0  ,  /(a  +  0)=V.^  :  /(a-.OÌ  =  - V^-jt  , 

e  però  si  ha,  da  ciascun  lato  dei  valori  x  =  a,  una  discontinuità  ordinaria.  £  no- 
tevole questo  esempio  perchè  ci  mostra  che  una  somma  di  infinite  funzioni  continue 
può  non  essere  continua.  Inoltre ,  poiché 

lim(8enx  +  */,  sen2x  +  •  •  •)  ^ ^^  senx  -|-  7j  lini  sen 2x  -^ 

per  X  tendente  a  zero ,  si  vede  {cfr.  §  22)  che  U  limite  d^una  somma  non  sempre  é  ti- 
gualc  aUa  somma  dei  limiti  delle  parti j  quando  queste  sono  in  numero  infinito. 

32.  Teorema  VI.  Se  f  (x)  è  contimta  e  diversa  da  zero  per  x = a , 
essa  conserva  intomo  ad  a  il  segno  di  f  (a). 

Infatti,  in  virtù  della  continuità,  \mif{x)=f{a)\  ciò  vuol  dire  che. 


dato  il  numero  positivo  e,  piccolo  quanto  si  vuole,  esiste  un  numero  posi- 
tivo h,  tale  che  in  tutto  l'intervallo  (a— A,a+^)  si  ha  \f{x)--f(a)\<zy 

cioè 

/(«)-e</(x)</(a)  +  e  .  .3) 
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lliista  prendere  t  —  \f{a)\  per  veilere  che  si  ha  /t«)>0  o  /"f.rXO  se- 
condo che  f(a)  è  positivo  o  negativo, 

»:ì.'1.  Teorema  VII.  Una  funzione  continua,  in  un  intem-nllo  finito, 
ttw/ie  finita  nello  stesso  intei'vallo. 
Che  la  finizione  sia  finita  intorno  ad  ogni  numero  dell'intervallo  ri- 
Ita  immediatamente  dalla  limitazione  (3):  essa  è  dunque,  in  virtù  del 
irema  II,  fluita  uell' intervallo, 
.ti.  Teorema  Vm.  Una  fìttizione  continua  in  un  interrano,  negli 
cutivnii  del  yvale  prende  segni  opposti,  dece  annullarsi  almeno  utia  volta 
-••U' interrano  sfesso. 

In  forza  del  teorema  VI  esistono  sempre,  alla  destra  dell'estremo  in- 
!-i-iore  17.  influiti  valoH  dì  .r,  tali  che  per  tutH  i  numeri  dell'intervallo 
I  'I ,  :r)  la  funzione  conserva  il  segno  di  /^a):  sia ,  per  esempio,  il  segno  +. 
I  predetti  valori  di  x  non  sono  grandi  quanto  si  vuole,  giacché  nell'altro 
O'^trenio.  in  ft.  la  funzione  prende,  jier  ipotesi,  un  valore  negativo.  Il  loro 
insieme  è  dunque  finito,  e  perù  (§4)  ammette  il  limite  superiore  i.  Sicco- 
irii;  alta  ministra  ili  4  lu  funzione  si  consei'^a  [lositìva,  non  è  possibile,  ìa 
\  ii-iii  del  medesimo  teoi-ema  VI.  che  sia  /Xè)<0.  Ne  segue,  innanzi  tutto, 
■-■■sendo  /"(/')<"■  '^''6  ì  ^'  "tiiioi"e  di  &,  e  che  per  conseguenza  si  può,  nol- 
l'inter\'allo  {o  ,fi),  considerare  anche  la  destra  di  è.  Orbene,  se  fosse 
A6)>0.  esisterebbero,  alla  destra  di  4,  numeri  a-,  tali  che  in  tutto  (5,ìp), 
e  per  conseguenza  in  tutto  (a,iir),  la  funzione  si  conserverebbe  positiva, 
cioè  %,  limite  superiore  d'un  insieme  di  numeri,  si  troverebbe  superato 
da  questi  numeri:  ciò  è  assurdo.  Dunque  /\i)=^0. 

35.  Corollario.  Una  funsione  continua  non  pitò passare  da  un  va- 
e  ad  un  altro  sema  passare  jter  tutti  i  valori  intermedli. 

Sia  /  un  numero  qualunque,  compreso  tra  f{a)  ed  f{b).  e  si  consi- 
p"!  la  funzione  f{x)  —  /,  evidentemente  continua  come  f\x)  nell'inter- 
Uo  ((!.&),  negiH  estremi  del  quale  essa  prende  i  valori  /(a) — l,t{f}) — ì, 
ta  per  le  ipotesi  fatte  hanno  segni  opposti.  11  teorema  precedente  afferma 
sunto  l'esistenza  d'un  numero  £.  compreso  fra  a  e  b,  per  cui  si  ha 

?  ni)  ^  >. 


36.  Osservazioni  !  a)  Le  ultime  proprietà  sono  di  natura  assai  più 
beata  che  non  apparisca.  Non  si  creda,  infatti,  che  si  possa  riguarda- 
some  intuitiva  l'impossibilitA  in  cui  si  trova  una  funzione  continua  di 
^biar  s^no  senza  annullarsi,  poichò  a  pi^ioj-i  non  ripugna  al  concetto 
nntinuitàche  una  simile  funzione  sia,  per  esempio,  suscettibile  di  soli 
valori  irrazionali.  Or  come  potrebbe  questa  funzione  annullarsi,  cioè  as- 
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sumere  il  valore  zero,  l'azionale?  Solo  in  seguito  alla  dimostrazione  del 
teorema  Vili  ci  è  permesso  asserii»e  che  una  funzione  siffatta  non  può 
esistere. 

h)  Ma  nemmeno  si  deve  credere  che  la  possibilità  di  cambiar  valore 
saltando  valori  iutermedii  sia  una  proprietà  essenziale  della  discontinui- 
tà, giacché  ri  sano  funzioni  discantimi  che  non  passano  da  un  valore  ad 
un  altro  senza  prendere  sticcessir amente  tutti  i  valori  intermedii.  Baste- 
rebbe citare  (§:U,rO  la  funzione  sen  — ,  discontinua  per  x  =  0.  Quando 

X 

u\  decrescendo,  passa  da  un  valore  positivo  ad  un  valore  negativo,  la  fun- 
zione, pur  eseguendo  continue  oscillazioni  fra  —  1  e  +  1 ,  non  salta  mai 

da  un  valore  ad  un  altro  qualsiasi  *  Non  si  può  dire  altrettanto  di  tg  — , 

che  passa  bruscamente,  intorno  allo  zero,  da  valori  positivi  a  valori  ne- 
gativi, infinitamente  grandi  nel  senso  assoluto. 

e)  Anche  una  funzione  totalmente  discontinua  può  godere  della  pro- 
prietà di  cui  si  discorre.  Infatti,  presi  ad  arbitrio  i  numeri  a  e  h,  vicini 
fra  loro  (juanto  si  vuole,  si  può  dimostrare  che  la  funzione  ^{ir)  assume 
(infinite  volte)  nelT intervallo  {a,b)  tutti  i  valori  compresi  fra  0  ed  1,  e 
quindi  fra  o(^/)  e  o(^>),  concessa  l'esistenza  di  questi  numeri.  Dopo  quanto 
si  è  detto  precedentemente  (§  13, /')  intorno  a  questa  funzione,  possiamo 
limitarci  a  far  vedere  che,  dato  un  numero  qualunque  l  fra  0  ed  1,  si 
può  semp]'(»  ti'ovare  un  valore  di  a\  tale  che  o(,r)  riesca  uguale  ad  /.  Co- 
sti'uita  nell'intervallo  (0, 1)  una  successione  /, ,  /^ .  /^ , ...  di  numeri  ten- 
denti ad  /.  scriviamo  ^;  nel  sistema  decimale,  attribuendogli  arbitraria- 
mente la  parte  intera,  distribuendone  le  cifre  decimali  in  gruppi  che  ab- 
biano successivamente  1,2,3,...  cifre,  e  prendendo  anche  ad  arbitrio  le 
cifre  tli  ciascun  gruppo,  obbligandoci  solo  a  far  s\  che,  fra  le  v  cifre  del  v^"*" 
gruppo  vi  siano  |v/^|  zeri.  Ciò  premesso  nel  numero  ù\  così  costruito,  pren- 
diamo le  prime  n  decimali ,  e  supponiamo  che  la  n"'"'  cada  nel  gruppo  v"*'^ 
dimodoché 

rappresentando  con  m  il  numero  degli  zeri,  e  ponendo 

^'=14-2  +  3  +  ...  + V     .     '/''=Kl  +  r2/J  +  [3/J  +  ...  +  |v/J  . 
Ora  si  osservi  che,  quando  v  ci'osce  airinfinito. 


lini  4  =  0',     lim  —V-  =  0  , 
n  n 


*  Per  altri  esempli  vedi  una  Memoria  di  Darboux  nelle  Annales  de  VÉcoU  normale  supé^ 
e,  2ènie  sèrie,  t.  IV. 


rieure,  2^™®  sèrie,  t.  IV. 
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ed  inoltre,  per  un  noto  teorema  *, 


quindi,  essendo 


si  ha  pure 


m'  [WJ 

lim  —r  =  lim =  limL  =  l  : 

n  V 


'        r  ~  "  -^  ""~  ^H    r 
n  n        n  —  v 


0(05)  =  lim  —  =  lim  —;.  =  /. 
n  n 


37.  Teorema  VSi  (secondo  teorema  di  Weierstrasa ).  Ogni  funzione , 

conttntuJt  in  un  intertallo  finito,  incende  nelV intervallo  stesso  il  minimo 
ed  il  massimo  valore. 

II  teorema  VII  ci  dice  che  la  funzione  è  finita  nell'intervallo  {a  ,h). 
in  cui  è  continua.  Dunque ,  in  virtù  del  teorema  I ,  esiste  in  (a  ,  h)  il  suo 
limite  inferiore  \,  Se  supponiamo  che  questo  non  sìa  un  valore  di  f(.c) 
nel  detto  intervallo,  la  funzione 

1 


J\X'.  —  X 

è  definita  in  tutto  (a ,  ft),  è  continua  come  quoziente  di  funzioni  continue, 
ma  noìi  è  finita,  perchè,  dato  /  grande  quanto  si  vuole,  siccome  si  può 
sempre  trovare  un  valore  di  f{x)  inferiore  a  qualunque  numero  maggiore 

di  X,  ed  in  particolare  a  X  +  y  »  è  chiaro  che  per  lo  stesso  valore  di  x  si 

ha  9(iZ?)>  L  Ora  dal  teorema  VII  sappiamo  che  non  esiste  funzione  conti- 
nua in  un  intervallo  finito,  la  quale  non  sia  anche  finita  nell'intervallo 
stesso.  È  dunque  assurdo  supporre  che  X  noifi  sia  un  valore  di  f(x)  in 
(a,&),  vale  a  dire  che  deve  certamente  esistere  in  (a  ,b)  almeno  un  nu- 
mero $,  tale  che  f{^)  =  \.  Dunque  X  è  il  minimo  valore  della  funzione. 
Nello  stesso  modo  si  dimostra  l'esistenza  del  massimo.  Adunque  il  non 
raggiungere  il  limite  inferiore  o  il  limite  superiore,  in  un  dato  intervallo, 
è  per  una  funzione  un  sicuro  indizio  di  discontinuità  nell'intervallo  stesso. 

38.  Teorema  X  (teorema  di  Cantor).  Se  vìia  funzione  è  continua  in 
Wi  intef^allo  finito,  si  può,  per  og^xi  numetv  positivo  e,  piccolo  quanto  si 
tuole,  determinare  un  numero  h,  tale  che  in  qualunque  into^'aUo ,  di 
grandezza  h,  coìdenuto  nell'intervallo  dato,  l'oscillazione  della  funzione 
^a  minat^e  di  e. 

Per  oscillazione  d'una  funzione  in  un  intervallo  s'intende  la  diffe- 


F'/f 


^  Analisi  algebrica,  p.  98. 


renza  fra  il  suo  limite  superiore  ed  il  suo  limite  ìoferiore  nell'ioteprallo 
stesso;  e  però,  se  la  funzione  è  coatinua,  l'oscillazione  è  l'eccesso  del  mas- 
simo sul  minimo  valore.  Ciò  premesso,  dato  e>0  piccolo  quanto  si  vuole, 
la  continuità  di  /Xx)  ci  permette,  in  virtù  del  teoi-ema  "V,  di  costruire  in- 
torno a  ciascun  valore  di  x,  appartenente  all'intervallo  che  si  considera, 
un  intervallo  (ir  —  h,ii;  -\-  A)  tale  che.  per  ogni  coppia  di  valori  x'  ed  x". 
in  esso  inclusi,  sia 

\Ax')-f{x")\<E  :  (4) 

ma,  per  determinati  valori  di  e  e  di  a-,  infiniti  sono  i  valori  che  si  pos- 
sono attribuire  ad  h,  perchè,  conosciutone  uno,  ojjni  numero  positivo,  in- 
leriore  a  quello  ottenuto,  si  trova  a  foì'tiori  nelle  medesime  condizioni. 
Senonchè  gli  infiniti  valori  di  h,  relativi  a  determinati  valori  di  e  e  di  x, 
non  possono  essere  grandi  quanto  si  vuole,  se  non  altro  perchè  l'intervallo 
che  si  considera  è  finito;  e  peW>  ammettono  i!  limite  superiore,  t  questo 
limite  che  d'ora  innanzi  rappresenteremo  con  h.  Cosi,  dato  e,  ad  ogni 
numero  a-  corrisimnde  un  detemiiTiato  numero  h,  tale  che  per  ogni  cop- 
pia di  numeri  .r'  ed  n",  superiori  ad  x  —  fi,  inferiori  ad  a'  +  A,  è  soddis- 
fatta la  (4).  Si  è  definita  cosi  una  funzione  fi(x).  obbligata  a  prendere  va- 
lori positivi  in  tuttji  l'intervallo.  Questa  funzione  ammette  dunque  il  li- 
mite inferiore  X,  positivo  o,  /brse,  nullo;  ed  in  virtù  del  primo  teorema 
di  Weierstrass  esiste  nell'intei-vallo  considerato  almeno  un  numero  £, 
intorno  al  quale  il  limite  inferiore  di  !i{x)  è  sempre  i.  Ci  proponiamo  di 
dimostrare  che  \  non  può  essere  nullo.  Posto  /<(4}=/'o,  consideriamo  un 
valore  qualunque  di  a' ,  appartenente  all'intervallo  (i  —  'l,/t„ ,  4  +  '/,"«)■ 
OruÌ  coppia  di  numeri  x'  ed  x",  presi  in  (x  —  '/>  ''o .  •''  +  V.  ^'o)-  appartiene 
anche  all'intervallo  (4 — /l^,^-\-fi„),  e  però  soddisfa  alla  condizione  (4). 
Dunque  i  valori  che  hi,x)  assume  in  ($  —  'l,f'„'^'\''U',.)  "on  sono  inCe-. 
riori  ad  ',V'i).  e  però  ).>'/(^o-  P**""  conseguenza,  anche  in  tutto  il  pri- 
mitivo intervallo,  /i(x)  non  è  mai  inferiore  ad  '/i''o-  ^^  segue  subito  che, 
dato  e,  è  verificata  la  (4),  comunque  si  scelga  nell'intervallo  dato  la  cop- 
pia di  numeri  a/  ed  x",  purché  sia  \a:'—x"\<ifi„.  Osserviamo,  per  fini- 
re, che  nell'enunciato  del  teorema,  invece  di  parlare  delle  inflnlle  di/fìh 
/■CMse.che  compariscono  nel  primo  membro  di  (4),  si  è  parlato  soltani 
liell'oscillazione,  cioè  della  differenza  tnassima,  giacché  basta  rendere 
questa  minore  di  e  perchè  tali  diventino  tutte  le  altre. 

30,  Del  precedente  teorema  si  può  dare  un'altra  dimostrazione,  evi- 
tando (li  servirsi  del  primo  teorema  di  Weierstrass.  Prendiamo  le  mos! 
dal  punto  in  cui  si  è  giunti  a  definire,  in  corrispondenza  ad  un  dato  numi 
re  6>0,  la  funzione  /i(x).  Nell'intervallo  (j:—/i{x),x-{-h(x))  si  prendi 
un  numero  qualunque  x  -j- 1,  e  si  osservi  che  la  coudizione  (4)  è  soddis- 
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fatta  in  qualunque  parte  dell' intervallo,  e  per  conseguenza  neirintervallo, 
diviso  per  metà  da  a^  +  l,  che  ha  un  estremo  coincidente  con  quello  fra 
gli  estremi  del  primo  intervallo,  che  si  trova  ^vm  ricino  ad  a?  +  /.  Ne  se- 
gue h{x-\'t)'>h{x)zpl,  secondo  che  l  è  positivo  o  negativo.  Invece  non 
sempre  ciò  accade  quando  si  prende  l'estremo  più  Imitano  da  ^*  +  ^J  ^d 
è  poi  certo  che,  se  si  considera  un  intervallo  anche  più  grande,  sempre  di- 
viso per  metà  da  co-^-l,  cessa  di  valere  la  (4);  e  ciò  in  virtù  della  stessa 
definizione  di  h{x).  Ne  segue  h{x  -^^  l)<h{x)±ily  secondo  che  l  è  posi- 
tivo o  n^ativo.  Dunque,  in  tutti  i  casi, 

1=0 

vale  a  dire  che  la  funzione  h{fc)  è  continua.  Intanto  il  secondo  teorema  di 
Weierstrass  afferma  l'esistenza  del  minimo  valore  di  h{x)\  e  questo  mi- 
nimo X  è  positivo,  giacché  tali  sono  tutti  i  valori  di  h{x).  Ed  ora  è  chiaro 
che  l'intervallo,  di  cui  si  parla  nell'enunciato  del  teorema  di  Cantor,  è 
appunto  2X. 


TEORIA  DELLE  DERIVATE. 


40.  Definizioni.  Quando  un  numero  z  passa  da  uno  stato  di  gran- 
dezza ad  un  altro,  l'incremento  (positivo,  negativo  o  nullo)  che  subisce  si 
suole  rappresentare  con  dz.  Ad  ogni  arbitrario  incremento  ^x  della  va- 
riabile  indipendente  corrisponde  un  determinato  incremento  ^y  della  fun- 
zione y^=zf{x)\  poiché,  fissato  x, 

96     ^x  =  h     ,     è    5y=/(x-l-%) — f{x)  . 

n  rapporto 

^x  h 

chiamasi  rapporto  incrementale  destro  o  sinistro,  secondo  che  ?i  è  posi- 
tivo o  negativo.  Se  i  rapporti  incrementali,  destro  e  sinistro,  tendono,  per 
h  tendente  a  zero,  verso  limiti  determinati,  questi  sono  lunzioni  di  x,  che 
diconsi  derivata  destra  e  deificata  sinistra  di  y.  Le  due  derivate  possono 
coincidere  y  ed  in  tal  caso  si  dice  che  la  funzione  y  ha  una  derivata  uni- 
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ca,  che  si  rappreseuta  cou  f{x),  o  più  brevemente  con  y\  Le  funzioni  che 
più  comunemente  si  considerano  sono  a  cieìHvata  unica, 

41.  Esempii:  a)  La  derivata  d'una  costante  è  tero,  perchè ^  se  y  è  costante, 
si  ha  sempre  9y=0,  qualunque  sia  x.  Dunque  y=^0.  La  derivata  della  varto- 
bile  indipendente  è  l' unità ,  perchè ,  se  yz^x,  è  9y  =  Sx.  Dunque  y'=  1. 

h)  Per  convincersi  che  la  derivata  d' una  funzione  può  avere  valori  diffe- 
renti a  destra  ed  a  sinistra  d' uno  stesso  valore  della  variabile  indipendente,  si  con- 
sideri la  funzione  y=f{x)j  che  per  x  =  0  è  zero,  e  per  x^O  è  espressa  da 

xarctgl.  Siccome 

X 

i  ^v      J\h)—fi0)  1 

/\0)  =  0     ,    /(/i)  =  Aarctg---     .     ~  = 5 =  arctg--, 

h  ox  h  h 


e  si  ha 


lim  are  tg  —-  =  '    «     ,     lim  are  tg  —  =  —  ^  .  r  , 
fc=4^  h  ii=-o  h  i 


si  vede  che,  per  x=:0,  la  funzione  considerata  ha  la  derivata  destra  uguale  ai 
Vjir,  e  la  derivata  sinistra  uguale  a  —  */jir. 

e)  Similmente ,  per  la  funzione  che  ha  il  valore  0  se  x  =  0 ,  ed  è  espressa 

da  x/(l-}-e*)  se  x^O,  siha 


/(0)  =  0     ,    Ah)  = 


^  ^y    m  -/(o^ 


<     ^    5x  ^  ' 


h 


1+e^  1  +  e 

Ora ,  secondo  che  h  tende  a  zero  dalla  destra  o  dalla  sinistra ,  t^  cresce  indefini" 
tamente  o  tende  a  zero ,  e  però 

1                                  1 
lim  -  =  0     ,     lim T=^^   • 

1  +  e''  i  +  t'' 

vale  a  dire  che  la  funzione  ammette,  per  x  =  0,  una  derivata  destra  uguale  ^ 
zero,  ed  una  derivata  sinistra  uguale  air  unità. 

d)  Un  altro  esempio  ci  è  fornito  {cfr,  §  31,  e)  dalla  funzione  i/:=9(x  —  [jO^ 
nell'ipotesi  che  9(x)  ammettala  derivata  destra  a  per  x:^0,  la  derivata  sìbÌ'' 
stra  p  per  x=l,  e  che  sia  a^P  e  9(0) =9(1).  Si  vede  subito  che,  se  si  attri" 
buisce  ad  X  un  valore  intero ,  si  ha 

,.      5y      y      y(A)-9(0)  ,.      ^.v      y     9(1  + A; -9(1) 

hm   -— =  lim  ; =a     ,      lim   ---  =  lim  — ^ =B  , 

^x^+o^x      hzz'4-o  h  5«=-o5x      h--Q  h 

e  però  la  funzione  ammette  una  derivata  destra  ed  una  derivata  sinistra,  tra  loro 
differenti,  per  ogni  valore  intero  della  variabile.  Per  esempio,  si  può  prendere 
9(x)  =  8enirx,  dopo  avere  osservato  che  (§  29,  a) 

,.     sQTLizh  —  senO  ^  sen(ir4-ir/t)  —  senw 

a  =  Imi =  IT     ,     B  =  lim =  —  t,  .  . 

h-Q  h  h-0  h 
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e)  Ma  la  derivata  può  anche  non  esistere ,  o  esistere  soltanto  da  un  lato  di  x. 
Per  esempio  la  funzione  y=zzj(x),  la  cui  definizione  (§  13,/)  sia  completata  aa- 
segnando  arbitrariamente  (fra  0  ed  1)  i  valori  dì  y  quando  cj(x)  non  esiste,  è 
priva  di  derivata  per  qualunque  valore  di  x,  perchò  (§  36,  e),  nel  tendere  di  $x 
a  sere,  9y  oscilla  indefinitamente  fra  — 1  e  -|-1|  dimodoché  il  rapporto  incre- 
mentale y  ben  lungi  dal  tendere  verso  un  limite ,  riprende  infinite  volte  tutti  i  va- 
lori poflBibilL  In  modo  analogo  si  comporta  la  funzione ,  che  ha  i  valori  0  ed  1 , 
secondo  che  x  è  razionale  o  irrazionale ,  glacchù  ^y  è  suscettibile  dei  soli  valori 
0,1,  —  1.  La  funzione  x  —  [x]  ha  una  derivata  uguale  all'  unità  per  ogni  valore 
di  X,  eccetto  a  sinistra  dei  valori  interi,  dove,  per  5x=A ^0,  si  ha  5y  =  1  -|-/i , 
sicché  il  rapporto  incrementale  tende  a  —  od.  In  questi  casi  la  non  esistenza  della 
derivata  è  unicamente  dovuta  alla  discontinuità  della  funzione,  giacché  non  è  pos- 
sibile che  la  derivata  esista  là  dove  la  funzione  ò  discontinua  ;  ed  infatti ,  perchè 
8y/9x  possa  tendere  ad  un  limite  finito ,  quando  dx  tende  a  zero ,  occorre  che  an- 
che dy  tenda  a  zero ,  e  quindi  che  y  sia  continua.  Adunque  la  continuità  della  fun* 
:Mme  è  cxmdinone  necessaria  perchè  la  derivata  esista. 

f)  La  continuità  non  è  condizione  sufficiente  per  l'esistenza  della  derivata.  Cosi, 
per  esempio,  la  funzione  J/x  è  continua  per  x^  0,  ed  intanto  si  ha 

lim =  x  • 

/ir^bO  h 

Inseguito  ci  avverrà  di  afiermare  che  la  derivata  di  |/x,  per  x=0,  è  infinita; 
iiuk  con  ciò  si  vuole  spesso  intendere ,  nelle  applicazioni  geometriche ,  non  che  II 
^Mtdd  rapporto  incrementale  è  infinito,  ma  clie  la  derivata,  calcolata  por  v/;.>  U, 
(Cresce  indefinitamente  quando  x  tende  a  zero.  Efiettivamente ,  per  x^  0. 

l/J+7*-J/x       ^.  1  1  ,.        1 

lini =lim 7=^= — 7=1     j     "^ — 7— =^  j 

'^  ^  ''=•  yx  +  h+  Vx        2Vx  ^^^  Vx 

QUI  è  chiaro  che  non  si  potrebbe  attribuire  il  medesimo  significato  all'  asserzione 
che,  per  x  intero,  la  derivata  sinistra  di  x  —  [x]  è  —  <»•  Del  resto  è  facile  tro- 
Tare  funzioni  continue,  per  le  quali  U  rapporto  incrementale  non  ha  limite  alcu- 
no, finito  o  infinito.  Manca,  per  esempio,  la  derivata  della  funzione  ycsxl  —  1 , 
continua  per  xzsO ,  giacché  si  ha 

6  d  vede  che,  nel  tendere  di  ^  a  zero,  il  rapporto  incrementale  oscilla  indefinita, 
mente  fra  0  e  —  1 1  escluso. 

g)  All'  ultimo  esempio  si  potrebbe  obbiettare  che  la  funzione  considerata , 
sebbene  continua,  è  infinite  volte  discontinua  intomo  allo  zero;  ma,  per  convin* 

5 
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corsi  che  non  si  deve  a  ciò  la  mancanza  di  derivata ,  basta  considerare  là  funzione, 
che  per  x  =  0  è  zero,  e  per  a:>0  è  espressa  da  xsen  —  :  continua  sempre,  essa 

X 

non  ha  derivata  per  x  =0,  giacché 

/(0)  =  0     ,    f(h)=h&eiij'     ,     —  = ^=8en-^; 

ed  il  limite  di  sen  ~~ ,  per  h  tendente  a  zero ,  non  esiste. 

h 

h)  Un  altro  esempio  notevole  ci  è  dato  dalla  funzione  <f{x — Ix])  già  consi- 
derata.  Se  si  prende  9(x)=xsen —  per  x^O,  e  9(0)  =  0,  si  ha  puro  9(1)  =  0, 

X 

9'(0)  fwn  esiste  y  e 

o(l)=lim sen =  lim sen — i — -=lim =1T  . 

^^  ^       h=o      h  1  +  h       h=o      h  14-A       m=o      a 

Dunque  la  funzione  continita ,  rappresentata  in  generale  da 

(x  —  [x]  )  sen 


X  —  [xj 

è  priva  della  derivata  destra  per  tutti  i  valori  interi  di  x ,  pur  ammettendo  la  de- 
rivata sinistra  uguale  a  w.  Prendendo  invece  9(x)=x  —  yx  si  trova  che  la  fun- 
zione continua  [x]  -}-  yx  —  |  x]  ha  la  derivata  destra  infinita  e  la  derivata  sinistra 
uguale  ad  */,  per  tutti  i  valori  interi  di  x.  Partendo  da  questa  funzione  Schwarz 
è  riuscito  a  costruirne  un'  altra,  per  la  quale  si  presentano  infinite  volte  le  analo- 
ghe circostanze  in  qualunque  intervallo.  Finalmente  si  dove  a  Weierstrass  l'esem- 
pio * ,  che  più  oltre  faremo  conoscere ,  d' una  funzione  continua ,  jyrira  di  derix^ta 
qitalunque  sia  x. 

42.  Derivazione  delle  fanzioni  inverse.  Consideriamo  la  fun- 
zione yz=zf\x)y  continua  per  a?  =  a  ed  intorno  ad  a;  e  supponiamo  che, 
almeno  per  questi  valori  di  a:,  si  riesca  a  definire  la  funzione  inveràa 
£:^^[{j^ Vogliamo  dimostrare  che  la  detnvata  della  ftmzio^na  g  esiste,^ 
quando  esiste  ed  è  diversa  da  zero  la  detHvata  della  Punzimiiì  f.  Dalla  con- 
tinuità di  y  per  x=^a  segue  che  ^y^  ossia  f{a  -\-  ^x)  —  t\a)j  tende  a  0 
insieme  a  5j?;  e  per  la  continuità  di  y  intorno  ad  a  avviene  inoltre  che 
5//  è  funzione  continua  di  So?,  eper  conseguenza  (§35)  prende  tiitti  i  va- 
lori appartenenti  ad  un  certo  intervallo,  convenientemente  piccolo,  che 
racchiude  lo  zero,  ad  eccezione  del  valore  zero.  La  ragione  di  questa  esclu- 
sione sta  in  ciò,  che  se  in  corrispondenza  ad  un  Certo  valore  h  di  dx  si 


*  Esempii  di  funzioni  analoghe,  più  generali,  si  trovano  nei  Fondamenti  per  la  teorica, 
ecc.^  del  Dini;  p.  147. 


.i^tsm 
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potesse  avere  S^/  =  0 ,  ad  uno  stesso  valore  f{a)  di  y  corrisponderebbero 
i  valori  «  ed  a  +  /i  di  ^,  e  quindi  non  si  potrebbe  dire  che  x  è  funzione 
di  y.  Solo  in  seguito  alle  precedenti  osservazioni  si  è  in  diritto  di  consi- 
derare 5a:/5|/  come  il  rapporto  incrementale  della  funzione  x=^g{y);  e  se 
poi  si  suppone  che,  col  tendere  di  So?  a  zero,  dyjBo)  tende  ad  un  limite 
t/ ^  0,  si  vede  subito  (§  22)  che  il  limite  di 

esiste,  ed  ha  il  valore  Ijy'.  In  termini  più  espliciti,  quando  si  conosce  la 
derivata  /"(^)^0.  di  /X^),  quella  della  funzione  inversa  g{co)  è 

,/rx)  = .  (1) 

Le  considerazioni  precedenti  valgono  separatamente  per  ciascun  lato  del 
dato  valore  a.  Cosi,  per  esempio,  se  si  ammette  l'esistenza  della  sola  de- 
rivata destra  di  y,  siccome  ^y  finisce  (§22)  per  assumere  e  conservare 
il  segno  di  questa  derivata,  si  potrà,  secondo  che  questo  segno  è  -f  o  — , 
rispettivamente  affermare  l'esistenza  della  derivata,  destra  o  sinistra , 
della  funzione  inversa,  per  il  valore  /{a)  della  variabile  indipendente.  In- 
vece, se  la  derivata  di  y  che  si  considera  è  la  derivata  sinistra,  si  potrà, 
secondo  che  questa  è  positiva  o  negativa,  affermar  l'esistenza  della  deri- 
vata sinistra  o  destra,  rispettivamente.,  della  funzione  inversa,  perchè, 
in  questo  caso,  By  finisce  per  assumere  e  conservare  il  segno  opposto  a 
quello  della  derivata  di  y.  Ne  segue  che,  se  la  derivata  di  y  rispetto  ad  x 
è  unica,  tale  sarà  anche  quella  di  w  rispetto  ad  y. 

43.  IDerivazione  delle  funzioni  di  funzioni.  Se  y  è  data  in  fun- 
zione, non  di  x,  ma  d'una  funzione  te,  se  cioè  y=zf(u)^u  =  <p{x),  e  se 
inoltre  si  suppone  che  esistano  le  derivate  f\x)  e  9'(j?),  è  focile  dimostra- 
re che  la  derivata  di  y  esiste,  ed  è  ugimle  al  prodotto  di  t'{\x)  per  (p'(u). 
Infatti  si  ha  identicamente 

f^y  _9y  Su 
^~9u'Sx  ' 

dove  Sujdx  tende,  per  ipotesi,  ad  un  limite  u':  ciò  esige  che  Su  tenda  a 
zero  insieme  a  Bx;  ed  inoltre,  poiché  la  funzione  u,  provvista  di  deriva- 
ta, è  necessariamente  continua  anche  intorno  a  quel  valore  di  x  che  si 
considera,  Su  prende  tutti  i  valori  appartenenti  ad  un  certo  intervallo, 
che  racchiude  lo  zero.  Ciò  premesso,  se  a  partire  da  un  valore  di  SXy  con- 
venientemente piccolo  nel  senso  assoluto.  Su  si  mantiene  costantemente 


—  se- 
diverso  da  zero  (come  sempre  accada  quando  w'^0),  si  ha  il  diritto  di  con- 
siderare SyJSu  come  il  rapporto  incrementale  di  y  rispetto  ad  u,  e  di  di- 
re, per  conseguenza,  che  il  rapporto  stesso  tende  ad  /^(w),  che  per  ipotesi 
esiste;  poi  dall'ultima  identità  risulta  che  anche  ByjSx  tende  ad  un  li- 
mite y\  uguale  al  prodotto  di  f'{u)  per  w'.  Resta  da  far  vedere  che  la  pro- 
posizione enunciata  regge  anche  quando  intorno  allo  zero  esiste  un  insie- 
me di  numeri  h  ,h\...,  tali  che,  diventando  ^x  uguale  ad  uno  di  essi,  ne 
venga  ^w  =  0.  In  questo  caso  la  derivata  u\  che  per  ipotesi  esiste,  non 
può  essere  diversa  da  zero.  Intanto  si  osservi  che,  se  si  fa  tendere  9x  a 
zero  evitando  i  valori  h,h',...,  è  ancora  valido  il  ragionamento  che  pre- 
cede, e  però  il  rapporto  ^yj^x  tende  al  limite  f'{n),0  =  0.  Se  invece  Sx 
tende  a  zero  assumendo  appunto  i  valori  //,//,...,  il  detto  rapporto  è  nul- 
lo, perchè,  essendo  Su  =  0,  è  anche  nullo  dy  =  f{u  +  8u)  —  f{u).  Esiste 
dunque  la  derivata  y\  limite  di  ^yj^x  per  dx  tendente  a  zero,  ed  è  nulla 
come  il  prodotto  di  f'(ìi)  per  u\  sicché  in  tutti  i  casi  si  può  scrivere  l'e- 
guaglianza y'=f'{u),ii'.  Qui  si  noti  che  questa  racchiude  la  (I)  come  caso 
particolare,  giacché  (§12)  per  u  =  g{x)  si  ha  y=zx,y':=h  Più  gene- 
ralmente, se 

y—f{y)  1  w  =  9W  j  v  =  4;(«>)  ,  ...  , 

si  ha  y' = r'(u)(^'{v)^'(w), . . ,  purché  le  funzioni  u,v ,w,...  siano  in  nu- 
mero finito.  Così  vediamo  che  la  derivata  d'una  funzione  di  funzioni  è 
uguale  al  prodotto  delle  deritate  di  queste  funzioni,  supponendo  presa 
ciascuna  derivata  rispetto  alla  variabile  da  cui  la  funzione  dipende  im- 
mediatamente, 

44.  Derivata  d'una  somma.  Sia  2/  =:=  t^  -(-  r  -f  ^^  +  -  »  ^^^^  ^>t7» 
w,..,  sono  funzioni  di  .r,  in  numero  finito,  che  ammettono  le  derivate; 
e  si  attribuisca  ad  x  l'incremento  9x,  dal  quale  vengono  per  2/ ,  w ,  t; ,... 
gli  incrementi  dy,Su,9v,...  Siccome  si  ha  sempre 

y  -j*  8y  c=3  tt  -f-  Su  -4"  V  -{-  5v  -|-  «?  4*  ®^  +  •  '  •  > 

ne  segue 

quindi,  passando  ai  limiti  per  dx  tendente  a  zei»o,  2/'=t^'  +  v' -}-?(?'-{-  ... 
Dunque  la  deìHvata  d'una  somnm  è  uguale  alla  somma  delle  dC7'ivate 
delle  parti,  purché  queste  siano  in  numero  finito. 

45.  Derivata  d'un  prodotto.  Se  yt=iuv,  è 

y  ^  9y  ss  (11  -{«  8u)  («  4^  5«)  5=  uc  -f-  itStj  -j-  «811  -|-  9u .  9tf  ; 


poi ,  successiTamente , 

Ne  segue  che  la  derivata  d'un  prodotto  è  uguale  alla  somma  deipi^odotti 
che  si  ottengono  moltiplicando  la  dei^tata  di  ciascun  fattore  per  il  prò- 
dotto  degli  altri  fattori.  Infatti ,  ammesso  che  il  teorema,  già  dimostrato 
per  dtt^  fattori,  valga  pern  —  1  fattori ,  basta  scrivere,  nel  caso  d'un  pro- 
dotto y=wtn^...  di  n  fattori, 

per  accorgersi  che  sussiste  in  generale. 

40.  Derivata  d'an  quoziente.  Ammessa  l'esistenza  delle  dorlvato 
di  w  et?,  esiste  anche  la  derivata  del  quoziente  y=^}t.c ,  perchè,  essendo 


si  ha 


Sy: 

u 

V  5w  —  u  5w 

• 

8y 

5x         dx 

1 

,      Vìi  —  nv 

dx 

In  particolare  »  rappresentando  con  a  una  costante , 

86     ysssaju    ,     è     y^  ^=s  ^^  au' 1%^  . 

47.  Derivata  d'ima  potenza.  Sia  v=^o(fj  con  n  intero  e  positivo. 
Dalla  regola  per  la  derivazione  d*un  prodotto,  scrivendo  y=x.cp...(r,  si 
deduce  subito  y'^snaf^^.  Vogliamo  dimostrare  che  questa  formola  sussi- 
ste per  ogni  valore  razionale  di  n.  Prima  supponiamo  che  n  abbia  la  for- 
gia 1/m,  con  m  intero  e  positivo.  Siccome  esiste  la  derivata  di  a?"*,  esiste, 
per  quanto  si  è  detto  nel  §  42,  anche  la  derivata  della  funzione  inversa 

y^otr.  Constatata  così  V  esistenza  di  y\  si  è  in  diritto  di  derivare  Tegua- 
glianza  2r=A?  applicando  la  regola  del  §  43.  Si  ottiene 

vn 

Se  poi  n  è  il  quo2;iente  di  due  numeri  interi ,  positivi ,  jp  e  q^  si  ha ,  ap- 


—  38  — 

plicaudo  la  medesima  regola,  e  tenendo  presente  l'ultimo  risultato, 


/    -ve  ,  /    -v|>-l       1      --1  p      .:ì— ;.^  — — l  . 


i   -  i  -  .     1     1_,        P     *"*  ^ 

7  ^ 


Finalmente,  se  n  ha  un  valore  negativo  —  s/i,  si  applichi  la  regola  del 
precedente  paragrafo.  Si  ottiene 

Óra,  dato  ?/  =  ?«",  dove  l'esponente  n  è  un  numero  razionale  qualunque, 
l)Ositivo  0  negativo,  la  regola  del  §  LS  dà  ìj'=mc*^-Kii\  In  particolare, 

Per  evitare  calcoli  inutili  è  anche  bene  ricordarsi  che 

48.  Derivate  di  a*  e  Logx.  Sia  2/  =  a-^.  Se  ad  or  si  dà  l'incremento 
5;/'  =  //,  si  ottiene 

ay  =  a*^''  —  a*     ,     — -  =  a* ; 

quindi,  richiamando  un  risultato  precedente  (§20,  rf), 

a^  —  1 

y=a*lim — —  =  alloga  . 
h-o       h 

In  particolare,  se  t/=e*,  è  i/'=e^.  Analogamente  per  ?/=Logir  si  ha 

5y  =  Log(x  +  ^)  —  Logx     ,     ^  =  -.Log^l-f  ~j  ; 

poi(§29,  c,rf) 


.v'=sr  — Loglimfl  ^ 1  = —  . 

X  fc=0  \  X  /  X 


In  particolare,  se  2/=log;r,  è  2/'=l^r.  I  due  risultati  precedenti  sonofi-a 
loro  legati  mediante  la  forraola  (1),  giacché,  posto  /(.r)=a'^,  è  /7(,r)=Loga?. 
Ne  segue  che,  se  si  conosce  una  delle  derivate,  per  esempio  /^(.r)=a*loga, 
l'altra  è  data  dalla  formota  (I): 

'^  /'(Log«)       oL<«»loga~  X 


I 
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Ora,  per  quanto  si  è  detto  nel  §43,  possiamo  aggiungere  ch,e,  quando  esi- 
ste la  derivata  di  u,  le  derivate  delle  funzioni 

■ 

y  =  c**     ,     y  =  logtt  , 

sono  rispettivamente 

Finalmente  si  osservi  che  il  conoscere  le  derivate  di  e**  e  logw  permette 
di  ritrovare  la  r^ola  per  la  derivazione  d'una  potenza,  estendendola  al 
caso  d'un  esponente  irrazionale.  Infatti 

da     y trsL u^ z=z t^\og^     si  deduce     y=c'»J«»8««.  —  x^nvT-^.u    . 

49.  Inerivate  delle  funzioni  oiroolari.  Sia  i/^semr.  Se  da:=Jiyè 

dy  =  8eii(x  +  A)  —  senas  s=  28en 7i h cos {x  -|-  Vi'^)  • 

•      •   • 
Dunque  (§29,  a) 

T     sen*/,*       ,     I  11  TX 
y  =  lim     ■    7 -  cos  (x  +  */, h)  =  cosx  . 

Se  t/=cosa:,  si  può  fare  un  calcolo  analogo,  o  anche  scrivere,  ricordando 
la  regola  del  §  43 , 

y  =  8en(7jtc  —  x)     ,     i/'  =  —  cos{^l^iz  —  x)=:  —  senx  . 

Se  y=igx,  si  ottiene,  considerando  tgo;  come  quoziente  di  seno?  per 
coso?,  ed  applicando  la  regola  del  §  40, 

cos JB .  C08X  —  senx ( —  senx)  1 

y=- i •  =  — r-  5 

cos  X  cos  X 

opure,  eseguendo  il  calcolo  diretto, 

f      V     tg(x+A)  — tgx  senA  1  1 

/  =  Imi • =  lim . =  — --  . 

A=o  h  A=o     h       coax.  cos(x  4" '0       cos  x 

Finalmente,  se 

y  =  8enw     ,     yr=C08U     ,     y  =  tgw  , 


«  ha  rispettivamente 

y'=ti'co8«t     ,     y's=— -tt'senu     ,     y' =  it'/cos' ii  . 
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50.  Derivate  delle  funzioni  circolari  inverse.  Bisogoa  prima 

di  tutto  osservare  che  le  derivate  di  queste  i'uQzioui  esistono,  in  generale, 
in  virtù  del  teorema  dimostrato  nel  §  42.  Soltanto  dopo  ciò,  dedotte  da 

y  =  arc8enx    ,     y  =  arccosx    ,     ysarctgos 

le  relazioni  Ar=sen[/,a7=oos2/,ir=tg[/,  si  ha  il  diritto  di  scrivere,  de- 
rivando, 

l  =  y'cosy     ,     1  =  — y'seny     ,     l=sy'lcoH*y  , 

e  quindi  ricavarne  i  valori  di  y': 

1 


co8*y=s 


.1  • 


Si  può  anche  procedere  con  calcoli  dii*etti ,  i  quali  hanno  il  vantaggio  di 
fornire,  insieme  alle  espressioni  delle  derivate,  la  prova  dell'esistenza 
delle  derivate  stesse.  Se ,  per  esempio ,  si  i)Oiie 

y  =  are  tg X     ,     5x  =  A  =;  (l  -{•  ^ (^  +  '*))  ^  ' 
si  ha,  quando  //  (e  per  conseguenza  a)  teude  a  zero, 

are  tg(x  -j-  h)  —  are  tgx  are  tg  a  1  1 

y  =  lim =  lini    - 


h  al-}-  .'•'•>•  -{-  /'^       1  +  •'** 

Si  noti  che,  precedentemente,  il  radicale  Vì—j'  ò  stato  preso  sempre 
positivo,  perchè  gli  archi  rappresentati  dai  simboli  are  seno?  ed  are  coso? 
hanno  rispettivamento  il  coseno  ed  il  seno  positivi.  La  somma  di  questi 
archi  (§  13,  ^)  è  costante,  e  ciò  spiega  perchè  le  loro  derivate,  uguali  in 
valore  assoluto,  hanno  segni  opposti.  Finalmente,  riassumendo  e  ricor- 
dando la  regola  del  § 43,  vediamo  che,  se 

y  =  are  senu     ,     y  =  are  co3m     .     y  =  are  tg u  , 

si  ha,  rispettivamente, 

f  r  * 

tt  U  .  U 

t  /  / 


y  =  . ,       r    I    y  =——=:=•    .    y  = 


Aggiungiamo,  per  finire,  che  nell' invocale  il  teorema  del  §42  abbiamo 
tacitamente  lasciati  da  parte  i  casi  nei  quali  la  derivata  della  funzione 
non  esiste.  Ad  esempio,  per  la  funzione  t/=ai*csena:  la  derivata  esiste 


4 

a 

I 
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fintantoché  non  sia  cos[/=Ò,  cioè  ^=±1;  ma  per  questi  valori  di  x  si 
deve  ritenere  che  la  funzione  è  priva  di  derivata.  Cos'i,  per  ir^=l,  è  chiaro 
chela  derivata  di  arcsen^  non  può  esistere,  uè  come  derivata  destra 
(perchè  a  destra  dell'unità  non  esiste  la  funzione),  né  come  derivata  sini- 
stra, perchè,  posto  arccos(l  — /i)=2«,  si  ha 

arc8en(l  — A)  — arcsenl       ,      arcco8(l  —  K)  a 

lim =liin =lini -— =  qo  . 

*=o  — h  fc=o  h  0=0  sen'a 


Altrettanto  si  può  osservai^ì  per  arccosj:;  ma  la  derivata  di  arctga?  esi- 
ste sempre,  perchè  la  derivata  di  igw  non  può  annullarsi. 


51.  Bsorcisii:  a)  La  derivata  del  polinomio 

di  grado  n ,  è  un  polinomio  di  grado  n  —  1  : 

y  =  na^jX**-*  +  (n  —  l)ajX'»-*  -{-  (n  —  2)a,x'»-'  -j 1-  2a^_,x  +  a^^  . 

La  derivata  di  ij\  che  sì  suol  chiamare  seconda  derivata  di  y ,  è 

y"  =  n{n  —  l)aoX'*-»  -f  (n  —  1) (n  —  2)a^x*^»  ^ [-  2a^_,  . 

Le  successivo  derivate  y"j  y^^, . . .  (terza ,  quarta , .,.)  son  tanti  polinomii dei  gradi 
n  —  y,n  —  4,...;  la  derivata  n*"***  ò  costante ,  e  le  seguenti  son  tutte  nulle  : 

y'^^  =  nla^  ,  y»**' =  y*»**' = . . .  =  0  . 
6;Se 

X  1  —  cos  kx 

y  =  xGogx  — 1)  ,  logcosx  ,  loglogx  ,  logtg—  ,  log— — — ^  , 

r  applicazione  delle  regole  dimostrate  e  dei  risultati  ottenuti  nei  precedenti  panv- 
grafì  dà  come  valori  delle  rispettive  derivate  : 

y'  =  logx  ,  — tgx  ,  1/xlogx  ,  1/senx  ,  2klaenkx  . 

Se 

y  =  aro  co8(l  —  x)  —  V2x  —  x*     ,     aro  cos 1-  log(x  -f-  J/x*  —  a*)  , 

X 

à  ottiene 


y=K23i  »  xK^3^- 
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Similmente,  per  le  funzioni 

sena  senx  h  -f-  «cosar                      e^  —  e~* 

y  =  are  sen  ;; ,     are  cos ; ,     are  tg  — — , 

1  —  cosacosx  a-p«co8x                     e^ -j- c~* 

si  trova 

sena  Va*  —  ft*                   2 


y  = 


1  —  cosacosx     *     a -\-fj C09X     '     g-'»' -j- e-** 


e)  Questi  calcoli  di  derivate  si  eseguono  molto  facilmente  applicando ,  se 
occorre,  la  regola  per  la  derivazione  d'  una  somma,  d' un  prodotto,  o  d'  un  quo- 
ziente ,  e  derivando  poi  (ciascuna  parte  del  risultato  secondo  la  regola  per  la  deri- 
vazione d*  una  funzione  di  funzione:  questa  è  la  regola  più  importante,  in  quanto 
permette  di  superare  tutte  le  difficoltà,  che  sembra  presentare  il  calcolo  della  de- 
rivata d' una  espressione  complicata,  separandole  per  affrontarle  una  dopo  l'altra. 
Ecco,  per  esempio,  come  si  procode  per  calcolare  la  derivata  di 

i/=arctg(x  —  Vi  4"^*)  • 

^       l  +  {x^Vì+x^y\  2VT+^'/       '"      2(1  +  ^^)" 

Questo  risultato  si  verifica  poi  facilmente  osservando  che  y=  YjU-rctgx  —  ^/^ir. 
Similmente,  per  calcolare  la  derivata  di  f/  =  x^/l-j-x*-|-  log(x  -(-  j/l  -|-  x*),  si 
scrive 


1/ 2x  1  /     .  2x       \  ,/ 

y'^Vl+x^  +  x.         +—- r.— =(l+     ,. )  =  ...  =  2Vl  + 


X* 


d)  Dato  le  relazioni 


*  2        V    1  —  x     '     *  2        V    l  +  il 


—  k        X 


-\-k    °  2 
è  facile  dedurne ,  rispettìTamente , 

l/j jjj»  1-|-a:cosx 

mercè  la  derivazione  dei  due  membrL  Se  poi  son  date  le  funzioni 

y  =  X*     ,     y  =  X**  , 
si  trova ,  prendendo  i  logaritmi  dei  due  membri ,  e  derivando, 

y'  =  x*(l  +  logx)     ,     y  =  x*-^'  ( h  log^  +  log*  A  • 


—  43  — 

ma  procedendo  in  tal  modo  si  ammette  a  priori  V  esistenza  di  y'.  Per  evitare  que- 
sta obbiezione  bisogna  prima  dì  tutto  far  notare  che  la  derivata  esiste  ;  e  ciò  si  ot- 
tiene, per  la  penultima  coppia  di  funzioni,  osservando  che  y  si  può  porre  sotto  la 
forma  arctgu.  Per  yt=a5*  si  può  anche  scrivere  y  =  e*l«8ap;  ecc. 
e)  La  derivata  n^^  di  y  =  x"*loga;  è 

\  m       m — 1  m — n-j-1/ 

In  particolare 

y'->  =  m!(logx  +  l  +  V,+  V,  +  ---  +  VJ     .     y'"'*"  =  m!/a;  . 

Similmente  con  successive  derivazioni  sì  giunge  a  trovare  che  le  derivate  n***^ 
delle  funzioni 

y  =  c^cos^  eoa  («sena)     ,     y  =  c*«*'^sen(j:sena)  , 

sono  rispettivamente 

yinì  __-gapcoaaco9(na -j-acsena)     ,     y'**' =  c^ cosa 9en(na  +  x sena)  . 

Meno  facile  è  il  calcolo  della  n'"^  derivata  di  y  =:arctga:,  la  quale  si  può  tutta- 
via esprimere  in  funzione  della  stessa  y  derivando  n— 1  volte  di  seguito  y'==co9*y: 

y"»^  =  (n  —  1)  J  cos'*y  .  sen n (y  -|-  */,  «)  . 


52.  Prima  d'inoltrarci  vogliamo  fare  una  breve  digressione  intorno  ad 
un  argomento  molto  importante  per  le  applicazioni  delle  matematiche.  Già 
nel  dimostrare  le  proposizioni  fondamentali  della  teoria  delle  funzioni  è 
utile  giovarsi  d'una  rappresentazione  geometrica  della  variabile  indipen- 
dente, che  si  esegue  ponendo  in  corrispondenza,  come  si  suol  fare  in  Geo- 
metria analitica,  i  valori  della  variabile  ed  i  punti  d'una  retta.  In  tal 
modo  le  dimostrazioni,  pur  rimanendo  intatte  nella  sostanza  (giacché  bi- 
sogna astenersi  dal  fondarle  in  alcun  modo  su  concetti  geometrici),  aaiui- 
stano  una  forma  limpida  ed  efficace ,  e  si  lasciano  condurre  con  maggior 
rapidità  di  linguaggio.  Invece  di  parlare  d'un  valore  attribuito  alla  varia- 
bile, si  nomina  il  punto y  immagine  di  quel  valore;  ed  ogni  intervallo  (a,^) 
si  trova  cosi  rappresentato  da  un  segmento  rettilineo,  terminato  nei  punti 
a  e  b,  cioè  nei  punti  le  cui  distanze  dall'origine,  valutate  in  un  dato  sen- 
so, sono  misurate  dai  numeri  a  e  b.  Per  rappresentare  poi  una  funzione  y 
basta  considerare  ogni  coppia  di  valori,  fra  loro  corrispondenti,  di  a?  e  di 
y,  come  il  sistema  delle  coordinate  cartesiane  (ortogonali)  d'un  punto 


del  piano:  l'etiuaziont!  y^f{x)  rappresenta  allora  una  linea,  inedia 
la  quale  è  facile  rendorsi  conto  delle  principali  proprieti  delle  fuo: 
e  delle  derivate;  ma  prima  è  necessario  o 
re  11  signilìcato  geometrico  della  derivata.  ( 
consideri  la  tangente  alla  curva,  nel  i 
cioè  la  posizione  limite  della  secante  MM',  g 
do  M',  percorrendo  la  curva,  tende  a  confondi 
-  eoo  M.  Si  chiamino  S  e  T  i  punti  nei  qual 
secante  e  la  tangente  ìncoutrauo  l'asse  x, 
P  e  P'  i  piedi  delle  perpendicolari  condotte  a  questo  asse  per  M  ed 
si  osser\'Ì  che,  per  la  similitudine  dei  triant^oli  MHM',  SPM,  sì  ha 


Sy      MU 


MP 


Col  tendere  a  zero  di  S'.r  t 

S  tende  a  T;  quindi 


Sy,  M'  tcndti  ad  M  ,  P  resta  fisso  come  Mj 


S* 


sMTx  , 


vale  a  dire  che  la  det^lvala  dell'ordinata  d'wm  cwva.  rispetto  alfa 
rappresenta  il  coefficiente  angolare  della  tangente  alla  cuì'va.  i 
variabile  indipeudeute  è  il  temjio,  questo  coetllcionte  rappresenta  u 
locità,  ossia  la  misura  della  rapidità  più  o  meno  grande  con  cui  la  funzio- 
ne tende  a  crescere  o  decrescere;  ed  è  appunto  cosi  che  la  nozione  di  de- 


presentata la  prima  volta  alla 


-  rivata,  base  del  Calcolo  inQuitesimale,  si  < 
mente  di  Newton,  poco  prima  del  16(57  *. 

53.  Esempii:  a)  Grande  ajuto  si  ha,  per  tracciare  una  curva  y^f{x),  dal 
conoscere  la  derivata  /'(x)  dell'ordinata,  giacché  sì  possiede  con  ciò  il  mezEO  di 
costruirò  la  curva  per  punti  6  per  tangenti.  Qui  vogliamo  limitarci  a  qualche  esem- 
pio, che  valga  a  porre  in  luce  l'utilità  della  rappresentazione  grafica,  non  sotto 
r  aspetto  geometrico ,  del  quale  si  discorrerà  in  seguito  distesamente ,  ma  dal 
punto  di  vista  della  stessa  teoria  delle  funzioni.  Premettiamo  due  eaercizii  sempli- 
cissimi costruendole  tangenti  alla  parabola  ed  all'iperbole  equilatera,  rappresentata 
dalle  equazioni 
J   ^ 


Dalle  formole 


-yji/=x  perl'altrafi 


*  VeJi  Mfltision  «  Rémmi  du  Court  d'Anatyit. 


—  45  — 
ai  vede  che,  oonoaoendo  il  punto  0,  vertice  della  pitraboI&  o  tsentro  dell'iperbole, 
■1  ptojetuto  in  P,  flulla  tangente  nel  vertice  o  sopra  un  asaintoto,  un  punto  qua- 
lunque M  dell'una  o  deirnltra.  ourva,  rìBpettiraiuentfl,  bcwsta  coogìiingere  M  al 
plinto  meilio  di  OP,  o  al  aimmetrico  di  O  rispetto  a  P,  per  ottenere  la  tangente 


h)  La  linea  rappresentativ 


I  dei  quali  i 
punto  di  ascÌBBa  n  -|~  1  sulla  re 
andrebbero  esclusi  dalla  linea; 
metrico,  aifiatte  esclusioni  sona 
di  continuità  per  escludere  il  mi 
purcorren[lo  una  turva,  tende  ( 


-Wc 


i  infiniti  segmenti 


Dou  soddisfano  l'equazione  della  curva 
iiano  come  appartenent«  alla  curva;  nt 
iifpararlo  dagli  altri,  con  mezzi  grafici 
l,\  tangentu,  ma  esiste  una  retta  con  ui 


punto  della  retta  ^^0,  con  ascissa  intera  n,  u! 
ta  y  =  1.  Veramente  i  punti  della  seconda  retta 
Ina  è  bene  oaservare  die,  dal  punta  di  vista  geo- 
inutili, e  ohe  bisogna  invece  valersi  del  e 
no  che  si  può  punti  e  tangenti.  Caia,  se  un  punto, 
confondersi  tv>n  un  punto  fisso,  le  cui  coordinate 


Hi  suole  nondimeno  considerare  il  punto 
si  potrebbe,  d'altroude,  escluderlo,  i 
Analogamente,  se  in  un  punto  M  t 
de  a  confondersi  la  tangente  li 


tra  punto  M',  tendente  od  U,  è  questa  retta  t'Iie  si  considera  come  tangente  ìn  M. 
TaIì  c.onvensionì  servono  a  prevenire  molti  dubbii,  che  troppo  spesso  ci  ai  presen- 
terebbero nelle  applicazioni  geometriche  qualora  volessimo  attenerci  alla  rigida 
interpetrazione  dei  principii  fin  qui  esposti. 

e)  Un'altra  linea  interessante,  anch'essa  costituita  dai  segmenti  che  due 
ntte  determinano  sopra  infinite  rette,  ooncorrenti  in  un  punto,  è  quella  che  serve 
a  r^preeentare  la  funzione  j;[l/x].  Quando 


1 


li  ha  ij^nx,  equazione 


:  :ina  retta,  limitata  txa  le  rette  ^^^1  —  x  ed  i/^l, 
isscIubì  i  punti  della  prima.  11  punto  A  dell'asse  ;/,   che 

Kjtt  r ordinata  1,  si  può  considerare  come  appartenente 

^^Hk  linB&;  ma  è  graficamente  impossibile  trace 

^HmQs  tua  vicinanze,  malgrado  che  in  À  l'ordinata  sia  continua. 

I     MDUi 
■     -ni  / 


d)  Nell'esempio  precedente  la  funzione  considerata,  continua  in  A,  è  dis- 
continua intomo  mi  A;  mala  curva  rappresentata  dall'equazione  y^/[x),  in 
ed  /[Oj  =  0,  quantunque  /(x)  sia  continua  (§  31,  a)  per  tutti 
iviloridi  X,  nemmeno  si  può  costruire  nelle  vicinanze  dell'origino.  Ed  alttet- 
Unto  si  può  dire  della  fi 


/{/i^>)  = 


l 


"Utile  intomo  ad  infiniti  punti  dell'intervallo  (—  1/jr,  Ijit),  e  propriamente  in  vi- 

'inaata.li  ±  1/n,  ±l/2n,  ±  l/3« , ...  Siffatti  punti  si  vanno  sempre  più  ailden- 

mJo  por  lo  funzioni  /(/(/(x)))  ,/{J'{/{f{x)))),  «cc-,  perchè  ogni  volta  s'introdu- 

I      «mo,  oltre  i  punti  intomo  ai  quali  non  i  rappretentaljt'le  la  funzione  precedente, 

^^|Élbe  quelli  nei  quali  questa  funzione  si  annulla.  Non  si  creda,  tuttavia,  che  la 


non  rappresentai)  il  ita  àia  dovuta  nnicnmeale  nlla  mancanza  iti  derivata, 

tiuigente  determinata  nel  punto  che  ai  considera,  giarchè  la  curva  y^x'aen  — 

tocoa  l'asse  x  nell'origine,  ma  è  inaterialment«  impossibile  tracciarlft  in  vicinnniH 
di  questo  punto. 

t)  Del  resto  vi  sono  t'iinzioni,  per  le  quali  non  è  possibile  tracciare  neppure 
un  tratto,  sia  pure  piccolisaimo ,  della  lìnea  che  le  rappresenta,  malgrado  che  se 
ne  possano  segnare  tanti  ]iunti  quanti  ci  piace,  ed  anche  vicini  tra  lóro  quanto  si 
vuole.  Tale,  per  eaempio,  è  In  funzione  a(x],  giacché  (§  Sii,  b)  in  ogni  segmento 
Tettilìneo,  parallelo  all'aaie  i,  compreso  nella  strisciti  di  piano  delinita  dalla  limi- 
tazione 0  ^  y  ^  1 ,  ed  arbitrurianiente  piccolo,  cadono  infiniti  punti  della  linea 
rappresentativa,  che  tembi-a  coprire  la  etriseia  intera.  E  se,  in  questo  caso,  la  non 
rappresentabilità  mediaat«  una  licea,  inteui  nel  senso  volgare  della  parola,  si  può 
imputare  alla  completa  discontinuità  della  funzione,  non  sì  può  dire  lo  stesso  per 
la  l'unzione  di  Weierstrass,  continua  ma  priva  di  deririUa  in  ogni  punto.  Valgano 
queste  osservazioni  a  convincersi  della  necessità  di  dimostrare  con  pure  considera- 
zioni analitiche  tuite  quelle  proprietà  delle  funzioni,  che  interpetrate  geometri- 
camente appariscono  evidenti,  giacché  tali  proprietà  sussistono  indipendentemente 
dalla  possibilità  d'una  rappresentazione  geouietrictt,  e  d'altra  parte  questa  può 


mancare  per  estese  classi  d 
/'««(ensn  della  derivata. 

f)  lì  lettore  potrà  ei 
cipali  funzioni  dLsc-ontinue 
taroi  a  due  sole  fiinaioni,  le 


,   min  litlanU  hi  continmlà,   edanzi   m/ilyriuiii 


Arsi  nella  rappresentazione  geometrica  delle  prin- 
itrate  precedentemente;  ma  noi  vogliamo  qui  limi* 
rappresentative  saranno  in  seguito  utiliazate. 
La  linea  y  =  [x]jx  consta  di  infiniti  archi  i- 
petbolici,  giacché,  per  x  intero,  se  n  appar- 
tiene all'intervallo  (n,n-|~l),   escluso  ra- 
stremo superiore,  l'equazione  diventa  xy=^ 
e  rappresenta  un  arco  d' iperbole,  che  va  d» 
un  punto  P  della  retta  ^==1  ad  un  punto  Q 
dell'iperbole  j{1  —  y)i^=l.  Per  quanto  ai  i 
visto  nel  primo  esempio,  la  tangente  in  ci»> 
scuQ  ptinto  P  passa  per  A ,  simmetrico  dell'o- 
rigine rispetto  alla  retta  y=l.  Àduniiue  le 
tiMijenti  tìti  punii  P^  ,  P, ,  P, . . . .  «incorrono  in  A.  Siccome  poi,  per  un  punto  qua- 
lunque M  della  linea,  crescenrlo  x  all'infinito  si  ha  IÌmi/^1,  è  chiaro  che  oncha 
la  tangente  in  M,  simmetrica  di  DM  rispetto  alla  parallela  condotta  per  U  ftl- 
l'nsae  x,  tende  a  passare  per  A,  vale  a  dire  che,  mentre  «n  punto,  ptrniirrendn  Ut' 
linea ,  lettile  u  aillocami  »ìdla  reità  y^  1,  la  tangente  net 
punto  Hteatiì  tende  a  confonderti  con  la  rella  y^2-  Con  «1-?. 
a  facilità  ai  costruisce  la  linea  rappresentatìTftì 
della  funzione  amtintw.  2~f''t{l  —  ' j ,V -^  —  l'^-\) ,  lin«» 
.  evidentemente  costituita  da  infiniti  archi  parabolici;  a 
si  riconosce  che,  mentre  un  punto,  alloìitaniimlmi  all' 
«i(o  tuUa  curva,  lenile  a  cdhcarai /tuli' ame  x,  Vani/iJo  acuiti  che  In  tam/ente  nel  p 
hUmo  fa  con  l'nate  on-iìlii   ìmlefinilainenle  in  un  intervallo  {a  ,^j,JV),  il  mi  etlremo  infe- 
riore tende  a  lero. 
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g)  Nel  oegitilo  degli  etudiì  [irnlici  di  vtMlrà  uoiiie  ima  macchimi  possa  truc- 

Litrn  iln  sé  un  iiiafframnia,  il  suo  diagramma,  ossìa  una  linea  tappresftntativn  rlolU 
:  r-^ioQo  del  vapore  in  fmizionedel  volume  geourato  dallo  stnatufTo.  Cosi,  col  br 

■noKore  In  poslsioni  dello  Ht&titufib  negli  ìstunti  in  cui  oessn  o  comincia  l'ammis' 
>ii>ne  del  vapore  dalla  ealdaja  nel  cilindro,  o  l'emissione  da  ijuesto  nel  condenso- 
i"re,  lit  macchina  rivela  h,  chi  1*  interroga  i  suoi  pregi  ed  i  suoi  d ite UL  Svariati  dia- 
^itinmi  s'incontrano  in  tutti  i  rami  dell'ingegneria,  e  sono  anche  trequentissimi 
nirllo  studio  dui  fenomeni  naturali  più  variì,  non  esclusi  quelli  d'indole  soclologi- 
cu  *.  Per  3ÌtFatt«  curvo  empiriche,  sebbene  abbiano  iiuportania  appunto  in  luanlo 
Bt>rvono  a  nioslrare  la  rapùtilà  ili  vari/iiùme  delle  rispettive  i'tinKioni,  non  si  può 
leorictuueute  parlare  di  tangent«  o  di  derivata,  perché,  soggette  come  sono  ad  er- 
nm,  eia  pure  lìeviasiinì,  esse  rappresentano  efiettivamente  tiiunìoni  v,  ditTereuti 
hiile  vere,  tt;  ed  è  tacile  convinc«rsi  chi>,  pur  ammettendo  che  In  derivata  di  u 
■  ^i■ill>,  quella  di  u  può  non  eaistere,  o  dill'erire  molto  da  u'.  Cosi,  per  esempio  **, 


RSu 


potr«l>l)e  invece  |  «' 
'aìU  vttilorì  di  X. 


!on  a  costante  ed  estremamente  piooolo,  si  avcebbo 

!  per  conseguenza,  malgrado  che  |  u  —  v\  non  superi 
—  i>'  I  diventare  estremamente  grande  intorno  ad  Lafir 


54.  Uua  fuuzìoue  /i(j')  si  dice  t-ispettlvuniente  ci-escenie,  o  tlecrescentet 
Il  i-oslante  a  destra  di  a,  quando  è  [tossibile  determinare  ita  uumero  poai- 
tivo  fi.  tale  die  i  valori  di  fio;)  in  (a.a  +  !i)  siati -tutti  superiori,  tutti 
inferiori  o  tutti  uguali  ad  f(a).  Si  dice  invece  che  /\x)  è  crescente,  de- 
fitjsceiite,  costante  a  sinistra  di  a.  quando  in  (n  —  A. a)  i  viti  ori  dì  f{x) 
•uno  rispettivamente  infemri ,  suiierìon ,  o  uj^uali  tutti  ad  /Xa).  Può  uu- 
L-lie  darsi  che  non  esista  un  tal  numero  A.  E  uvvìo,  per  esempio,  che  in- 
iDcno  allo  zero  la  funzione  fia-),  uguale  a  0  per  0:^=0,  ed  espressa  da 
san —  per  x:^0,  non  cessa  mai  di  assumere  valori  positivi,  negativi,  o 
nulli,  cioè,  preso  ft  piccolo  quanto  si  vuole,  i  valori  di  /^j;)  nell'interval- 
lo ( — /( ,  A)  sono  sempre  in  parte  mnggioj-t.  in  parte  minori  ài  f(<)),  ed 
liUiniti  di  essi  sono  anche  \tffuaH  ad  /XO).  Dunque  la  funzione  non  si  può 
m&re  crescente,  e  nemmeno  decrescente  o  costante  per  37=0;  ed  è 
B  che  pi"oprio  a  ciò  si  deve  1'  Ìni[>ossibilitù  di  eseRuirne  la  rappresen- 
ioae  geometrica  in  vicinanza  dell'origine,  giacché,  do]»  aver  costruito 
Lpanto  intoiuo  al  quale  l'ordinata  non  cresce,  né  deci-esce,  né  si  man- 
t  contante,  non  si  sa  immaginara  in  qual  modo  sia  esso  seguito  dai 
Mti  vicini.  Altrettanto  si  può  dire  della  fuiiKione  continua  J'seo'  — ,  che 
nini  di  può  chJtimare  crescente  per  j^=0,  sol  perchè  riprende  infinite  volte, 

♦  Vedi,  par  esampio,  il  Con™  d'Economie  poKd'jue  di  V.  Pareto. 
**  Lnurcui  «  Cakul  dei  probabititéi  «  |i.  200.  Vedi  anche  Oenocchi  e  Pasno  »  Calcolo  diffe- 
vlaU,  tee  »p.  XIIL 


iiitoruo  allo  zero,  il  valore  /^0)^0,  È  poi  notevole  la  funzìoue  "(ir),  dolla 
(lUttla  uoa  3i  aa  dir  nulla  {§  36,  6)  intorno  a  qualsiasi  punto. 

55.  Una  funzìoue  /'(■'")  Jii^esi  crescente,  o  decrescente,  o  costauta  fti 
tm  intervallo  quando  per  c^ni  coppia  di  numeri  a*'  ed  x",  presi  uell'ia- 
tervallo  che  si  considera,  la  differenza  /'(a'') — /X-''")  ha  il  segno  di  te' — af, 
0  il  segno  opposto,  o  è  nulla.  Per  intender  bene  la  differenza  tra  ci-escenta 
(decrescente,  eiv.)  in  un  intervallo,  e  ci'escentt'  inlorno  ad  un  valore  della 
variabile  indipendente,  basti  l'esempio  della  l'unzione  \ix ,  che  si  deve 
chiamar  crescente  a  destra  delio  zero,  «lualunque  valore  le  si  assegni  per 
j"^0,  mentre  è  decrescente  in  q^ni  intervallo  (0,A),  escluso  l'estremo 
inferiore,  per  quanto  pìccolo  sia  h.  È  ovvio  che  una  funzione  crescente,  o 
decrescente,  o  costante  in  un  intervallo,  è  rispettivamente  cr-escente,  de- 
ci'esceiite,  costante  intomo  ad  npnì  iiunien»  dell'intervallo;  ma  non  è  al- 
trettanto evidente  la  pi-oposizioue  i-ecippoca,  che  pure  sussiste,  come  si 
dimostrerà  nel  paragrafo  seguente.  Tuttavia  si  noti  subito  che  ([uesta  re- 
ciproca non  regge  se  la  funzione  si  suppone ,  per  esempio,  crescente  solu 
da  un  lato  di  tutti  i  numeri  d'un  Ìnter\'aIlo.  Cosi  x — {oc\  è  ci-esceutea 
destra  di  tutti  i  valori  di  a-,  ma  non  è  crescente  in  (n  ,  h)  se  [rt]  <  [èj. 

W.  Teorema  I.  i'iui  /unziime  nvsccnle  (u  itccrescndc ,  n  tftalimte) 
itUorno  a  tutti  i  ralori  delta  variaiiite,  c/ie  aptxirtengono  ad  un  dato  ftl- 
tervallo,  è  e/'cscenle  (o  deavscenle,  o  costante)  netl'  inteìTalto  stesso. 

Sola  funzione  non  fosse  crescente  nell'inter^'allo  {a,b).  Onilooiaft-, 
nilo ,  questo  con teri-ebbe  almeno  un  intervallo  («,,&,),  negli  estremi  del' 
quale  si  avrebbe  /"(«,) ^ /"('j,).  Ora  si  chiami  (a,, li,)  la  metà  inferiore gr 
la  metà  superiore  di  [a, ,?',).  secondo  che  per  a;^Vi(''i4"^i)  '*  funzione. 
assume  un  valoi-e  inferiore  o  non  inferiore  ad  /\«,ì,  e  si  osservi  che,  in 
(Igni  caso,  /X*^,)^  /■(&,).  Cosi  proseguendo  si  perviene,  come  nel  §  3,  alla- 
conoscenza  d' un  numei-o  £.  limite  comune  degli  estremi  inferiori  i, ,  0, , 

a,,.,,  e  degli  estremi  superiori  !),,l),,l) d(^lì  iutervalli  costruiti. 

Preso  A  positivo  e  pìccolo  quanto  si  vuole,  si  può  sempre  determinare  n 
in  modo  che  a„  e  li„  cadano  entrambi  in  {£  —  A  .  $  +  '')i  """  a  sinisti-a, 
l'altro  a  destra  di  4.  Si  vede  così  che  gli  intervalli  (i  —  /i .  S)  e  (4,  4  +  A) 
COTitengono  rispettivamente  due  numeri  .r=a^  ed  ir"^b^,  tali  che  si  hai 
fi-^')  ~  A-'")!  ^  ciò  impedisce  che  la  funzione  sia  crescente  intorno  a  ^, 
giacché,  per  un  valore  di  h  couvenientemente  piccolo,  dovrebbe  esseps 
sempre  /"(a-)  </'(a'").  In  modo  analogo  procede  la  dimostrazione  nell'ipo- 
tesi d'una  funzione  decrescente  o  costante.  " 

57.  La  dimostrazione  del  precedente  teorema  si  può  anche  condurre 
in  modo  da  evitare  la  ripetiziime  del  procedimento  adoperato  nel  §3,  Sìa 


—  40  — 

B)  crescente  iuturuo  ad  ogni  uumero  d'un  iuten'allo,  ed  in  (|uesto  si 
lauo  arhitrariamenie  i  valori  «■'  ed  x"'>cc'.  Per  dimostrare  che  la 
buone  è  ci-escente  nell'  inter\'Allo  basta  far  vedere  che  l\iJif)<if{ir'').  Sie- 
te A*)  è  ci-esceuttì  a  dostra  ili  j' ,  esistono  numeri  x  <,  j'",  maggiori 
\af,  tali  che  f{x'X,r[a-).  Il  loi-o  insieme  è  finito,  ed  ammette  pei-cìù  il 
■tìte  superiore  4  -^af'.  Ciò  premesso,  essendo  la  Ainzione  crescente  an- 
}  a  sinistra  di  £,  esiste  un  intervallo  (5  —  /i,à)  tale  che  /'(jO'CA^Ì 
r  qualuntjui)  :/■<£  appartenente  all'intervallo  stesso.  D'altra  parte,  per 
la  definizione  del  limite  superiore,  esiste  certamente  nell'insieme  consi- 
derato un  uumei-o  4'.  che  cade  nel  medesimo  ìnten'allo;  e  però,  essendo 
m-')<AÌ')e'l  AS')<A4),  sì  ha  pure  ri^Xf^).  vale  a  dire  che  £  ap- 
jKirtieae  all'  insieme.  Ora,  se  fosse  %  <ix",  si  potrebbe  trovare  a  destra  di 
4  un  numero  4"<it'".  tale  che  A4)  <  A^')>  *^  P^f  conseguenza  si  avrebbe 
A-^XA4").  sicché  4"  appartei'ivbbe  all'insieme;  ciò  è  assurdo,  poiché 
il  massimo  numero  dell'insieme  è  4<4".  Dunque  4^.*'",  e  floalmente 
f(x')  <  fX^")-  Si  noti  che  in  questa  dimostrazione  non  si  è  fatto  un  pieno 
uso  dell'ipotesi,  perché,  mentre  la  funzione  si  è  supposta  crescente  a  si- 
nistra di  qualunque  numero  a\  dell'iuten-allo,  a  destra  si  è  ammessa 
sdltauto  la  possibilità  di  trovar  numeri  a-,,  vicini  ad  ir,  quanto  si  vuole,  e 
liili  che  A^iX  A-^'t)-  Seuouchè,  dimostrato  il  teorema,  ci  accorgiamo  che 
li  queste  ip'itesi,  apparentemente  più  lai-ghe,  lisulta  per  necessità  che  la 
funzione  è  crescente  anche  a  destra  di  ciascun  valore  di  x. 

58.  Teorema  H.  Una  funzione  è  crescente  0  decrescente  alla  destra 
"  alla  siiUslvu)  di  a,  secondo  che  la  sua  deì'irala  destra  (0  sinistra)  è 
:  oslUca  0  negativa  per  x  =  a. 

lu  80stau7,a  il  fatto  che  una  funzione  cresce  (o  decresce)  per  un  dato 
iiloi'e  di  a^  consiste  nella  possibilità  di  assegnare  un  numero  positivo  fi, 
.ile  che,  per  |8t|  <//,  8y  abbia  il  segno  di  8x  (o  il  seguo  opposto).  Ora, 
...  per  u'^a  la  derivata  destra  0  sinistra  di  y  è  [vositiva,  ciò  vuol  dii-e  che 
il  corrispondente  rapporto  incrementale  Unisce  [ler  diventare  e  restare 
[■ositivo.  quando  5j.'  tende  a  zero,  e  quindi  che  Si/  fluisce  per  assumere  0 
oonservai'e  il  seguo  di  Ba:  Dunque  la  funzione  è  crescente.  Nello  atesso 
iiiimIo  sì  dimostra  che  la  funziono  è  decrescente  quando  la  derivata  è  ne- 
--  iiira.  Quando  poi  la  derivata  è  nulla,  ciò  non  impedisce  che  Sy  Unisca 
,  r  assumere  e  conservare  un  dato  segno,  e  che  per  conseguenza  la  fuo- 
..u,ne  iKissa  crescere  o  decrescere  per  quel  valore  di  a-  che  si  considera  ; 
■::!  può  anche  darsi  che  Sy  finisca  per  essere  uguale  a  zero,  0  che  nou 
'.'-'59Ì  mai  di  anmillai-si  o  di  cambiar  segno,  ed  allora  la  funzione,  se  nou 
--■  costautu ,  non  è  nemmeno  crescente  0  decrescente. 

50.  Teorema  m.  Una  funzione  è  o^escenlc  0  decrescente ,  in  un 
Htetxallo,  secondo  che  la  sua  derivata,  supiKista  unica,  si  conserva  X'OSì- 
'  1  ra  0  negativa  nelV  intervallo  stesso. 
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Infatti,  se  si  ha,  per  esempio,  /"('/)> 0,  per  tutti  i  valori  di  x  ap- 
partenenti ad  un  certo  intervallo,  f{pc)  è  crescente  intorno  a  ciascuno  di 
questi  valori,  ed  è  per  conseguenza  crescente  nell' intervallo,  in  virtù  del 
teorema  I. 

CO.  Minimi  e  massimi.  Si  dice  che,  per  or=^a,  f{x)  passa  per  un 
mìnimo,  o  che  f{a)  è  un  minimo  di  f\j'),  quando  nessuno  dei  valori  che 
f{iv)  assume  intorno  ad  a  è  minore  di  f{a).  Similmente  si  dice  che  fift)  è 
un  mmsinio  di  f{jc),  quando,  intorno  ad  a,  nessun  valore  di  t\x)  supei»a 
f{a).  Il  minimo  ed  il  massimo  cosi  definiti  si  chiamano  anche  assoluti,  per 
distinguerli  dal  minimo  e  dal  massimo  valore,  che  una  funzione  può  assu- 
mere in  un  dato  intervallo:  questi  diconsi  7*elativi  i)erchè  dii)eudono  djil- 
r insieme  dei  valori  della  funzione  nell'intervallo  considerato,  mentre  il 
minimo  ed  il  massimo  nel  senso  assoluto  dipendono  soltanto  dai  valoiù 
che  la  funzione  prende  intorno  a  determinati  valori  della  variabile  indi- 
pendente. In  un  intervallo  si  possono  avere  più  minimi  o  massimi  assolu- 
ti, ma  un  solo  è  il  valore  del  minimo  o  del  massimo  relativo:  questi  pos- 
sono variare  insieme  all'intervallo,  ma  i  primi  conservano  il  loro  carat- 
tere in  qualunque  intervallo,  e  si  verificano  sempre  i)er  d(^terminati  valori 
di  X,  invariabili.  Queste  osservazioni  riescono  evidenti  quando  si  fa  uso 
della  rappresentazione  geometrica.  Cosi,  per  esempio,  ricercandoci  alla  fi- 
gura,  vediamo  che  noir intervallo  {a,h)  la  fun- 
zione rappresentata  ha  il  minimo  relativo  nell'e- 
stremo  inferiore  a,  ed  il  massimo  in  un  punto  y, 
nel  quale  si  ha  pure  un  massimo  assoluto;  un  al- 

j tro  massimo  assoluto  si  vede  in  a,  e  due  minimi, 

uno  in  p  e  l'altro,  maggiore  del  precedente  mas- 
simo, in  S.  Quando  si  sposta  a  verso  la  sinistra,  il  minimo  relativo  di- 
minuisce, e  si  verifica  nell'estremo  inferiore  del  nuovo  intervallo.  Quajido 
invece  si  comincia  a  spostare  h  verso  la  destra,  il  massimo  relativo  resta 
invariato,  e  persiste  in  y,  fintantoché  l)  passa  alla  destra  del  punto  c\ 
allora  il  detto  massimo  aumenta,  e  si  trasferisce  bruscamente  nell'estre- 
mo superiore  del  nuovo  intervallo.  Terminiamo  con  due  osservazioni  im- 
portanti: il  minimo  assoluto,  per  x  =  a,  non  è  che  il  minimo  relativo  ad 
im  intervallo  sufficientemente  piccolo  s  preso  intorno  ad  a;  ed  il  minimo 
relativo  ad  un  dato  intervallo,  esclusi  gli  estremi,  è  anche  un  minimo 
assoluto.  Altrettanto  dicasi  del  massimo.  D'ora  innanzi  il  minimo  ed  il 
massimo  si  dovrà  sempre  intenderli  nel  loro  nuovo  significato,  salvo  che 
non  si  dichiari  esplicitamente  il  contrario. 

01.  Teorema  IV,  Quaìulo  una  funzione  a  derivata  unica  passa  per 
un  minimo  oper  un  massimo,  la  derivata  si  ommllfr. 
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Supponiamo,  per  esempio,  che  f\a)  sia  un  minimo,  ed  osserviamo  che, 
per  la  definizione  stessa  del  minimo  assoluto,  la  funzione  non  è  crescente 
a  sinistra  di  a,  non  è  decì^escente  a  destra,  e  però  la  derivata,  supposta 
unica  (§  10),  considerata  come  derivata  sinistra  non  può,  in  virtù  del  teo- 
rèma II,  essere  positiva;  considerata  come  derivata  destra  non  può  essere 
negativa:  essa  è  dunque  nulla.  Non  sussiste  la  proposizione  reciproca, 
giacche  la  derivata  può  benissimo  annullarsi  per  un  valore  di  x^  che  non 
renda  minima  o  massima  la  funzione:  nulla  impedisce,  per  esempio,  che  la 
funzione  sia  (come  avviene  per  y  =  x^)  crescente  tanto  a  sinistra  quanto 
a  destra  del  predetto  valore. 

62.  Teorema  V  (teorema  di  RoUe).  Quando  una  funzione  a  deìHvata 
unica  prende  valori  uguali  negli  estremi  d'un  intervallo  ^  la  derivatasi 
annulla  almeno  una  volta  neW  intervallo  stesso^  esclusi  gli  estì^emi,  pur- 
ché aìwhe  in  questi  la  funzione  sia  continua. 

La  funzione  è  continua  in  tutto  l'intervallo  (a, 2?),  cioè  continua  negli 
estremi  per  l'ipotesi  fatta  esplicitamente,  e  continua  nell'interno  di  (a,&) 
perchè  in  questo  intervallo,  esclusi  al  più  gli  estremi,  si  ammette  l'esi- 
stenza di  f\a:).  Dunque  l'intervallo  stesso  racchiude,  in  virtù  del  secondo 
teorema  di  Weierstrass,  almeno  un  numero  4,  in  cui  f(cc)  raggiunge  il 
minimo  o  il  massimo  valore.  Se  i  valori  della  funzione  fossero  tutti  uguali 
ad  f{a)j  la  derivata  sarebbe  costantemente  nulla.  Supponiamo  dunque  che 
f{x)  prenda,  in  (a,b),  valori  differenti  da  f{a).  Allora  almeno  uno  dei  due 
numeri,  che  rappresentano  il  minimo  ed  il  massimo  valore  della  funzio- 
ne, avrà  un  valore  differente  da  f{a)=f(b),  e  corrisponderà,  per  conse- 
guenza, ad  un  numero  4,  differente  da  a  e  da  &.  Esclusi  così  gli  estremi 
dell'intervallo,  il  minimo  o  massimo  della  funzione  è  tale  (§  60)  anche  nel 
senso  assoluto,  e  però  (§61)  si  ha  necessariamente  f'{^)  =  0. 

63.  Osservazioni:  a)  Circa  le  restrizioni  imi)oste  si  osservi  che  la 
funzione  a*— M»  nulla  negli  estremi  di  (0, 1),  è  in  questo  intervallo,  quando 
si  escludano  gli  estremi,  continua  e  provvista  di  derivata  unica;  ma  que- 
sta (uguale  ad  1)  non  è  mai  nulla  :  ciò  si  deve  alla  discontinuità  che  la  fun- 
zione possiede  a  sinistra  dell'estremo  superiora,  discontinuità  che  le  im- 
pedisce di  raggiungere  il  suo  limita  superiore.  Non  è  tuttavia  impossibile 
che  la  prox)rietà  enunciata  sussista  anche  quando  la  funziono  non  è  con- 
tinua negli  estremi,  come  accade  nell'intervallo  (0,1/17)  per  la  funzione 

sen — ,  discontinua  nell'estremo  inferiore.  Invece ,  soddisfatta  la  condi- 

zione  della  continuità  in  tutto  un  intervallo,  la  proprietà  si  verifica  indi- 
pendentemente dall'esistenza  della  derivata  negli  estremi.  Basti  l'esem- 

p,o  ..,.  r„„.o„e  .»,«„«,  ..a  1.  p.va  .  .e.va.a  per  .=0: .  c«n, 
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intervallo  (0 ,  l/nw)  la  sua  derivata  si  annulla  infinite  volte,  per  valori  di 
a?,  che  sono  inversi  delle  radici  dell'equazione  tg;r  =  a?. 

b)  Il  teorema  di  Rolle  ci  dice,  in  particolare,  che  fra  due  radici  di 
f(x)  cade  sonpre  almeno  una  radice  di  r(x),  purché,  beninteso,  siano 
soddisfatte  le  condizioni  di  continuità  e  di  esistenza  della  derivata  unica, 
imposte  dall'enunciato.  Ne  segue  che,  se  per  ir  =  a  si  annullano  insieme 
f{x)  ed  /^(a*),  si  può  immaginare  che  il  teorema  di  Rolle  sussista  nell'in- 
tervallo nullo  (a ,  à),  nel  senso  che  in  a  si  debbano  considerare  come  so- 
vrapposte due  (o  più)  radici  di  t\x).  Per  questa  ragione  si  suol  dire  che  a 
è  radice  multijjla  di  f{x)y  riservando  il  nome  di  radice  semplice  ad  ogni 
radice  di  r(x)y  che  non  annulla  AìT).  Una  radice  multipla  a  di  f{x)  si 
dice  poi  doppia  quando  è  radice  semplice  di  f'(jc),  quando  cioè  /"(a)  =  0, 
ma  /^'(^J^O;  si  dice  tripla  quando  è  radice  doppia  di  f'{x)^  nel  qual  caso 
si  ha  f(a)  =  Ojf"{fi)  =  0,  ma  r"{a)XO\  e  cosi  via.  In  generale  si  chiama 
radice  di  fife),  dell'orarne  n,  ogni  numero  a,  che  annulla  f(x)  e  le  sue 
derivate  successive,  fino  alla  n""^  esclusa.  Una  tale  radice  si  suole  consi- 
derare come  risultante  dalla  sovrapposizione  di  n  radici  uguali  ad  a. 

01.  Teorema  "VT  (teorema  di  Cauchy).  Se  neW  intervallo  finito  (a ,  b) 
le  funzioìii  9  r?  vp  sono  continue,  e  se,  esclusi  al  pia  Oli  estremi,  le  deri- 
vate uniche  9'  e  ^'  csistmio  e  son  i)rive  di  radici  corauni,  il  detto  inter- 
vallo racchiude  almeno  un  numero  4,  diverso  dagli  estremi,  pei*  cui  si  ha 

9(6) -9(a)^  9^(4) 

Siccome  nell' enunciare  una  proposizione  non  è  possibile  che  si  parli 
di  quantità  prive  di  significato,  l'enunciato  precedente  implica  l'ipotesi 
che  almeno  una  delle  funzioni,  per  esempio  <|/,  abbia  valori  disuguali  negli 
estremi  dell'intervallo.  In  tale  ipotesi  si  può  sempre  determinare  una  co- 
stante h  in  modo  che  la  funzione  <^{ix)  —  h^{(v)  prenda  valori  uguali  negli 
estremi  stessi,  giacché  basta  porre  9(a)  —  h^{a)  =  (^(J))  —  h^(J}),  e,  ricor- 
dando che  ^{a)\^{h),  ricavarne 

4;(6)-^(a)- 

Intanto  la  funzione  considerata,  continua  in  tutto  l'intervallo,  ammette 
la  derivata  unica  (^'{x)  —  h^'{x),  che  deve,  in  virtù  del  teorema  di  Rolle, 
annullarsi  almeno  per  un  valore  4,  preso  ne//' m/erno  di  (a,ò),  dimodo- 
ché si  ha  9'(4)  =  A4''(è)5  ®  siccome  non  è  possibile  che  sia  ^'(4)=0,  al- 
tiimcnti  sarebbe  atiche  9'(4)  =  0,  contrariamente  all'ipotesi  fatta  su  9' 
e  ^\  si  può  sempre  dall'ultima  eguaglianza  (anche  quando  7c  =  0,  nel  qual 
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caso  si  ricade  sul  teorema  di  Rolle)  trarre  ìi=(^'{i)l^\i^).  Eguagliando  fra 
loro  i  due  valori  di  /j  si  ottiene  il  teorema  di  Cauchy.  Si  noti  che  per  l'an- 
nullarsi di  9'  e  vp  negli  estremi  non  cessa  la  validità  del  teorema,  come 
non  cessa  per  l'inesistenza  di  9'  e  ^'  negli  estremi  stessi;  ma  potreìiòe 
cessare  se  in  questi  si  presentasse  una  discontinuità  per  9  0  per  ^. 

65.  Teorema  VH  (teorema  di  Lagrangia).  Per  ogni  funzione  f(x) , 
contintuiin  un  intervallo  finito  (a,b),  nelV interno  del  quale  ammette 
la  deì*ivata  unica»  si  ha 

dove  è  rappresenta  un  numero  di  (a ,  b) ,  diverso  dagli  estremi. 

È  questo  un  corollario  immediato  del  teorema  di  Cauchy  :  basta  fare 
f^x)  =  f{x) ,  <K^)  :=  07 ,  ed  osservare  che  "^{x)  =  1. 

60.  Oorollarii:  a)  Una  funzione  a  derivata  nulla  è  costante.  Infat- 
ti, se  si  ha  f{x)  =  0  per  ogni  numero  x,  preso  in  {a ,  b),  si  può  applicare 
il  teorema  di  Lagrangia  ad  ogni  intervallo  (a^x),  il  cui  estremo  superiore 
non  sia  maggiore  di  b\  e  si  ottiene  f{x)  =  f{a)  =  costatile.  Questa  propo- 
sizione è  un  complemento  necessario  del  teorema  III,  complemento  che 
non  si  potrebbe  in  alcun  modo  dare  all'analogo  teorema  II.  Ben  s'intende 
che  f(x)  ha  il  significato  di  derivata  unica  ;  ed  è  facile  convincersi  che 
la  proposizione  non  sussisterebbe  se  fosse  costantemente  nulla,  per  esem- 
pio, la  sola  derivata  destra,  come  avviene  per  y  =  [x]. 

h)  Due  funzioni»  aventi  la  stessa  deiHvata»  non  possono  differire 
che  per  una  costante.  Infatti,  se  9'  =  4'',  è  nulla  la  derivata  di  9  —  <^ ,  e 
però  si  ha  9  —  ^  =  costante.  Ne  segue  che,  se  di  f{x)  si  conosce  una  fun- 
zìme  ptHmitiva  F(a7),  ossia  una  funzione  che  ammette  f{pc)  per  derivata, 
tutte  le  altre  funzioni  primitive  sono  comprese  nella  formola  F(a*)  +  C, 
in  cui  C  rappresenta  una  costante  arbitraria. 

67.  Osservazioni:  a)  Per  vedere  come  il  teorema  di  Lagrangia 
possa  trovarsi  in  fallo  quando  viene  a  mancare  qualcheduna  delle  con- 
dizioni volute  dall'enunciato,  basta  considerare  la  funzione  definita  da 
/\0)=O  ed  /•(ir)  =  l/a?  per  a?^0.  Applicando  il  teorema  di  Lagrangia  in 
un  intervallo  (a ,  &) ,  con  gli  estremi  non  nulli ,  si  ottiene  4*  =  a& ,  risul- 
tato inammissibile  quando  a  e  &  hanno  segni  opposti,  cioè  quando  l'inter- 
vallo (a ,  h)  racchiude  il  valore  a?  =  0 ,  per  cui  non  esiste  f'{x).  Ed  anche 
8e questo  valore  capita  in  un  estremo,  se  per  esempio  si  considera  l'inter- 
vallo (0,a?),  si  giunge  al  risultato  inammissibile  è^  =  — -a?',  unicamente 
dovuto  alla  discontinuità  della  funzione  nell'estremo  inferiore. 

y  Consideriamo ,  più  generalmente,  una  funzione  f(x)y  che  da  un 
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lato  di  a,  per  esempio  alla  destra,  non  sia  finita,  pur  ammettendo  la  de- 
rivata unica,  vale  a  dire  che  questa  derivata  si  suppone  esistente  in  uà 
intervallo  convenientemente  piccolo  (a, a?),  ma  non  per  x  =  a,  giacché 
nel  tendere  di  a?  ad  a  si  suppone  inoltre  che  la  funzione  non  cessi  di  as- 
sumere valori  arbitrariamente  grandi  nel  senso  assoluto.  Il  teorama  di 
Lagrangia  si  può  dunque  applicare  ad  f{pci)  nell'intervallo  (a,x)y  esclmo 
Vestiremo  inferiore,  ossia  in  un  intervallo  {x',  x),  il  cui  estremo  inferiore, 
maggiore  di  a,  sia  vicino  ad  a  quanto  si  vuole.  Ora,  dato  un  numero  / 
arbitrariamente  grande,  si  può  sempre,  per  ipotesi,  determinare  x'  in 
modo  che  il  valore  assoluto  di  f{x')  sia  grande  quanto  si  vuole,  e  quindi 
che  si  abbia 


\f{x)-f{x)\>{x^a)l  ,     ovvero     (a;-x')|/'(4)|>(x-a)Z>(x-x')^ 

e  finalmente  |  A^)!  >  ^»  ^^^'^  ^»  compreso  fra  x'  ed  a?,  tende  ad  a  quando 
x  tende  ad  a.  Dunque,  se  col  tendere  della  variabile  ad  un  limite  finito 
accade  che  una  funzione  a  derivata  unica  assume  valori  arbitraria- 
mente grandi  'nel  semo  assoluto^  altrettanto  farà  la  derivata, 

e)  In  modo  anche  più  semplice  si  dimostra  che,  se  una  funzione  a 
derivata  unica  temle  ad  un  limite  finito  qiui'ndo  la  variabile  cresce  inde- 
finitamente^ la  derivata  oscilla  o  tende  a  zero.  Infatti ,  fissato  a ,  e  preso 
a?>a^  da  f{x)^f{a)  =  {x  —  a)f{^)  segue  che,  quando  x  cresce  indefi- 
nitamente, (x —  a)f{^)  tende  ad  un  limite  finito,  e  per  conseguenza  si  ha 
lim/"(è)  =  0.  Qui  si  faccia  attenzione  a  non  considerare  il  primo  membro 


.r-=» 


come  se  fosse  lim  Aa?),  giacché,  pur  essendo  vero  che  a  4  possiamo  far 


x=» 


prendere  valori  grandi  quanto  si  vuole ,  attribuendo  ad  a  valori  conve- 
nientemente grandi,  non  è  detto  che  4  debba  assumere  tutti  i  valori  mag- 
giori d'un  dato  numero.  Si  può  dunque  soltanto  affermare  che  ìimf{xy 


x^» 


è  zero,  o  non  esiste.  In  tutti  i  casi  è  certo  che  f'{a^  non  cessa  mai  di  as-j 
sumere,  quando  x  cresce  all'infinito,  valori  piccoli  quanto  si  vuole  nelj 
senso  assoluto.  Queste  conseguenze  del  teorema  di  Lagrangia,  come  il  teo*] 
rema  stesso,  sono  suscettibili  di  facili  interpetrazioni  geometriche  ;  maii 
per  non  cedere  alla  tentazione  di  accordar  valore  dimostrativo  a  tali  ifl-j 
terpetrazioni,  il  lettore  farà  bene  a  rileggere  (§  53,  e)  certe  osservazì0iil| 
precedenti. 

d)  Al  teorema  di  Lagrangia  si  può  dar  la  forma  5///5.^ =/*'(£),  prear 
dendo  l'incremento  6x  a  partire  da  un  valore  qualunque  a?  =  a.  Sino^j 
che  il  teorema  vale  anche  quando  non  esiste  f'((i),  giacche  in  tutte  le  prtKl 
posizioni  precedenti,  per  non  introdurre,  senza  necessità,  condizioni  so^ 
vrabbondanti,  abbiamo  sempre  avuto  cura  di  escludere  gli  estremi  déf  ^ 
l'intervallo,  pur  supponendo  in  essi  continue  le  funzioni.  Quando  poi  f{i 
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esistc,  dal  teorema  di  Lagrangia  segue,  col  far  tendere  Sx  a  zero, 

lim/'(4)  =/'(«); 


xzza 


ma  il  primo  membro  non  è  da  confondersi  con  \ìmf{x),  quantunque  col 

tendere  di  a?  ad  a,  anche  4  tenda  ad  a.  Infatti  è,  pur  rimanendo  com- 
preso fra  a  ed  07,  non  è  obbligato  a  prendere  tutti  ì  vaioli  (c/>\  §  19)  in- 
torno ad  a,  e  però  si  può  soltanto  affermare  *  che,  quando  x  tende  ad  a, 
la  funzione  f'(x)  passa  per  infiniti  valori,  che  differiscono  da  f(à)  tanto 
poco  quanto  si  vuole;  ma  non  si  esclude  con  ciò  che  possa  prenderne  al- 
tri ,  che  le  impediscano  di  tendere  ad  un  limite.  Un  esempio  di  ciò  si  ha 

nella  funzione  continua  a?*sen  —,  per  la  quale  /"(0)=0,  mentre,  nel  ten- 

X 

dere  di  a?  a  zero,  f'{x)=2xsQa cos  —  oscilla  indefinitamente.  Il  teo- 

X  X 

rema  di  Lagrangia  dà 


1.1  1 

X  sen  —  =  2è  son  e cos 


X 


4  ' 


e  dal  fatto  stesso  che  si  deve  avere  lim  cos  -=-  =  0  si  deduce  che  4  è  una 

tal  funzione  discontinua  di  a?,  che  tende  a  zero,  con  a?,  evitando  valori 
ialini tamente  più  numerosi  di  quelli  che  va  assumendo.  Un  altro  esempio 
ci  è  offerto  dalla  funzione  f(x)  =  x^Qi\\o^Xy  per  la  quale  si  ha 

sen  logx  =  (/2  sen(*/v  ^  +  log  4)  1 

sicché,  non  potendo  sen'(V4«+log4)  superare  7»»  vi  sono  sempre  in  (0,70, 
per  quanto  piccolo  sia  ^,  infiniti  intervalli,  costantemente  evitati  da  4*. 
essi  appartengono  alla  successione  {q ,  q^)  ,  {q^ ,  q^)  ,  (<?' ,  g')  ,  . . . ,  dove 

e)  Segue  dalla  precedente  osservazione  che  ogni  funzione,  la  quale 
possa  venir  considerata  come  derivata  unica  di  un'altra,  è  suscettibile  di 
sole  discontinuità  di  seconda  specie.  In  altri  termini,  quando  un  punto  M' 
tende,  lungo  una  curva,  ad  un  punto  fisso  M,  se  sono  ben  determinate  le 
tangenti  alla  curva  in  M  ed  in  M',  la  tangente  mobile  tende  a  confondersi 
conia  tangente  fissa,  o  non  tende  ad  alcuna  posizione  limite.  Natural- 
mente la  derivata  d'una  funzione  può  ben  possedere  discontinuità  ordina- 
rie; ma  là  dove  queste  si  presentano  si  è  sicuri  che  la  derivata  destra  dif- 
ferisce dalla  sinistra.  Di  ciò  si  ha  un  esempio  nella  funzione 

/(x)  =  x[x]~V,([x]  +  [x]«)  , 


*  Vedi  il  Calcolo  di  Geiiocchi  e  Peano;  p.  50. 


che  ha  per  dei-ivatu  la  fuazione  [t];  e  la  [liscuutiiiuità  oi-diuaria  di  que-  [ 
sta,  per  t^nì  valore  iotero  di  x,  rappresenta  appunto  il  passaggio  b 
dalia  derivata  sinistra,  ujjualo  ad  x~l,  alla  derivata  destra,  ugualftj 


brjjmj 


C::oz):»x3lezn.exi.-tl  della  teoxMa  cle±  iixmtl* 

68.  Mercè  gli  ultimi  teoremi  possiamo  prepararci  a  lasciarle  il  campo 
della  para  teoria  per  entrare  in  quello,  non  meno  interessante,  delle  ap- 
plicazioni alla  pratica  del  calcolo;  e  prima  di  tutto  vogliamo  dal  teoremi 
di  Cauchy  dedurre  un  alti-o  importante  teorema,  per  mezzo  del  quale 
ci  sarà  facile  colmare  una  lacuna  (§22)  lasciata  nella  teoria  dei  limiti. 
Questo  teorema  ci  metterà  in  grado  di  calcolare  i  limiti  di  molte  funzio- 
ni, che  per  determinati  valori  della  variabile  indipendente  si  presoutepothi 
bero  sotto  forme  prive  dì  significato,  come 


O/O  ,  w/co  ,  0.« 


.  1'  - 


se  fbsse  lecito  applicare  le  ordinaria  r^ole  del  calcolo  dei  limiti, 
viamo  subito  che  le  forme  precedenti  son  tutte  riducibili  alle  primi 
le  sole  che  siano  atntemplate  nell'enunciato  del  teorema  in  discoi 
fatti,  se  il  pi'odolto  ^i/  di  due  funzioni  tende  a  presentarsi  sotto  la 
0.00,  quando  3)  tende  ad  un  limite,  basta  applicare  il  teorema  : 
quoziente  di  f  por  \lif.  Similmente,  se  la  dilFei-eaza  9  —  +  tende 
mere  la  forma  00  —  00  ,  basta  considerare  il  predetto  di  9  per  1  - 
essere  subito  ricondotti  al  caso  precedente,  purché  i{'/t  tenda  ad  1,  si 
dì  che  quella  differenza  non  potrebbe  rimanere  Qnita.  Al  medesimo  caW; 
si  riduce  anche  la  ricerea  del  limite  di  9*,  sia  quando  9  tende  a  zoFod' 
all'infinito,  mentre  ^  tende  a  zero,  sia  quando  f  tende  all'unità  meatr% 
if  oltrepassa  ogni  limite.  Basta  considerare  il  logaritmo  dell'espressioM^ 
proposta,  cioè  (^logtp,  che  si  pi-esenterebbe  appunto  sotto  la  l'orma  O.ob,' 
se  si  commettesse  l'errore,  del  resto  infecondo,  di  applicare  illecitamente 
la  nota  regola  che  dà  il  limite  del  prodotto  di  più  funzioni,  in  numero  fi- 
nito, quando  queste  tendono  a  limiti  finiti. 

119.  Teorema  Vili  (teorema  di  l' Hospital).  Se  ilui'  funzioni  continue 
tetulono  simultaneamente  a  zero  0  ail' infinito  guantata  variabile  tnt 
l>endente  temide  ad  un  limite  finito  a ,  0  all'  Infinito,  e  se  il  rapporto 
derivate  (supposte  esistenti  fuori  di  a .  ed  uniche)  tende  ad  un  limite,  41 
che  il  rapporto  dette  funzioni  tende  allo  stesso  limite,  purché  te  deri\ 
sian prive  di  radici  comuni  inturno  ad  n,  0  invece,  nel  caso  che  la 
riabile  debba  atidare  crescendo  all'  infinito .  di  radici  comuni  arftìi 
7Hen(e  grandi. 
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a)  Prima  supponiamo  che,  per  x  tendente  ad  a,  9(0?)  e  ^{x)  ten- 
dano a  zero,  e  per  conseguenza  si  abbia,  in  virtù  della  continuità,  9(«)=0 
e  4'(a)  =  0.  Preso  x  suflicientemente  vicino  ad  a  perchè  nessun  numero 
dell'intervallo  {a,x),  diverso  dagli  estremi,  annulli  insieme  9'  e  ^\  il 
teorema  di  Cauchy  dà 

9  W  ^  y  W  --  9  W  _  ìM 

dove  4,  compreso  fra  a  ed- a?,  tende  con  x  ad  a.  Ne  segue 

qìiando  esiste  il  secondo  mernlrro.  Questa  conclusione  regge  ancora  nel!'  i- 
ix)tesi  che  x,  invece  di  tendere  ad  a,  vada  crescendo  oltre  ogni  limite. 
Infatti,  posto  x=llz,  si  può  scrivere 


'(t)   ,;  -^'(1) 


^(X)  »=0        /  1  \  s=0  1  /  1  \  x=M  4/(05) 


x=ao 


Ht)  --^ki) 


Nel  far  ciò  si  suppone  che  le  funzioni  9(1/^)  e  4^(1/'^)»  continue  fintantoché 
-J^O,  siano  continue  anche  per  z  =  0,  vale  a  dire  che  si  conviene  di  at- 
tribuir loro  il  valore  zero  per  z=0.  Inoltre,  per  applicare  con  sicurezza 
il  teorema  di  Cauchy,  è  necessario  ammettere  l'esistenza  d'un  tal  nu- 
mero /,  che  per  x>l  non  si  annullino  mai  simultaneamente  9'(a?)  e  ^X^)- 
Considerazioni  analoghe  si  possono  fare  quando  x  tende  a  —  00 ,  nel  qual 
caso  z  dovrà  tendere  a  zero  dalla  sinistra. 

bj  Ora  supponiamo  che,  per  x  crescente  all'infinito,  9(0?)  e  ^{x)  ol- 
trepassino ogni  limite ,  e  che  il  rapporto  delle  derivate  tenda  al  limite  /. 
Ciò  esige  che,  dato  il  numero  positivo  e,  piccolo  quanto  si  vuole,  si  possa 
trovare  un  numero  a,  tale  che,  per  a?>  a,  sia  sempre 


9M_7 

4/(x) 


<e- 


Posto  che  a  sia  stato  già  preso  abbastanza  grande  perchè  in  (a ,  00)  non 
esistano  radici  comuni  di  9'  e  <|/',  si  ha  identicamente ,  applicando  il  teo- 
rema di  Cauchy , 

9(x)  ^9(^)  — 9W  ^W^9'(^)  ^(x) 

4i(x)       ^{x)  -4(a) '  ^  _  9W       ^Xi)  \       9W  ' 

9(x)  9(x) 

8 
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per  ogni  07 > a,  e  per  uu  conveniente  4>rt,  inferiore  ad  a\  Fissato  a, 
si  faccia  crescere  x  indefinitamente.  Il  primo  fattorie  non  cessa  di  restar 
compreso  fra  ^  — s  ed  ^  +  e,  mentre  il  secondo,  che  tende  all'unità,  finisce 
per  cadere  e  restare  nell'intervallo  (1  —  e,  1  +  e).  Ne  segue  che,  a  partire 
da  un  certo  valore  di  Xy  si  avrà  costantemente 


«  =  '  +  '' 


1  —  - 


1  — 


9(«) 


=  i  +  e'e, 


con  0  e  6'  minori  di  1  in  valore  assoluto.  Dunque 


-?^  =  /4-(0  +  /0'+ee'e)e. 


Ora,  fissato  tj,  positivo  e  piccolo  quanto  si  vuole,  basta  prendere  simul- 
taneamente ,  per  i  ^  0 , 


o  e  = 


ti 


1+t) 


6<M|      ,      6< 


per  /=0,  perchè  risulti 


ti 


l  +  2\l\  ' 


4;(x) 


—  « 


=  ie4.ze'4.ee'6|.e<(i  +  2|z|)e<ti , 


nel  primo  caso,  e 


=  |e  +  eo'e|.6<(i  +  e)6=i^^t)<ia 


nel  secondo.  Dunque ,  in  tutti  i  casi , 

m(x) 

Il  teorema  si  deve  ritenere  come  valido  anche  quando  il  numeratore  si 
conserva  finito,  nel  qual  caso  il  limite  del  rapporto  delle  funzioni  è  zero; 
e  per  far  vedere  che  il  rapporto  delle  derivate  non  può  tendere  ad  un  li- 
mite diverso  da  zero  basta  scrivere 


4,(x)  ^Xx)  ^    "^  4;'(x) 


FinHlmente,  se  x,  invece  di  crescere  all'ionnito.  tende  ad  uà  limite  flaito 
a,  il  teorema  sussìste,  perchè,  posto  x  —  «  =  1/3,  si  può  scrivere 


r 


70,  Osservazioni:  a)  Nella  ricerca  del  limite  di  tfj^,  per  co  ten- 
dente ad  fl ,  i  numeri  if'{a)  e  ^'{a)  possono  non  esistere,  o  entrambi  essere 
nulli  seuza  clie  il  teorema  cada  in  fallo,  poiché  soltanto  intornio  ad  a,  uou 
per  x  =  a,  le  funzioni  sono  obbligate  ad  ammettere  le  derivate ,  e  queste 
)u]  esser  prive  di  radici  comuni.  Se  le  derivate,  oltre  ad  annullarsi  per 
x=a,  sono  continue,  la  ricerca  del  limite  del  loro  rapporto  ci  rimetterà 
in  presenza  del  problema  che  si  voleva  risolvere;  ma,  supponendo  soddis- 
Tatte  anche  le  altre  condizioni,  noi  potremo  nuovamente  applicare  il  teo- 
[Tina  passando  alle  derivate  seconde,  poi,  se  occorre,  alle  terze;  ecc. 

&J  Certe  osservazioni  pracedouti  conducono  a  formulare  un' obltie- 
•  ume,  grave  in  apparenza,  contro  il  teorema  di  l'Hospital,  inquanto  sem- 

I  I  che  il  procedimento  che  ne  deriva  per  calcolare  il  limite  d'un  quo- 
l'iite  debba  riuscir  sempre  illusorio,  sia  nel  caso  che  le  funzioni  vadano 

kiivscendo  all'infinito,  col  tendere  della  variabile  ad  un  limite  fìaito,  sia 
I  quando  tendono  a  zei-o  mentre  la  variabile  oltrepassa  ogni  limite.  Infatti 
f  la  derivate ,  se  non  oscillano  indefinitamente ,  vanno  anch'esse  crescendo 
all'infinito  nel  primo  caso  (§67,  6),  e  nel  secondo  (§07,  e)  tendono  a  zei-o. 
A  ciò  si  risponde  che  l'importanza  del  procedimento  di  calcolo,  indicato 
bl  teorema  dì  l'Hospital,  risiede  principalmente  nella  possibilità  di  ti-as- 
(unnare  un'espi-essione,  che  tende  ad  un  limite,  in  un'altra  che  non  può 
Wiilere  ad  un  limite  diflerente.  a  che  si  presenta  quasi  sempre  sotto  una 
[iiprna  più  semplice,  o  sì  presta  a  semplificazioni  tali  che  ne  riesca  facile 

II  calcolo  diretto  del  limite, 

e)  lì  teorema  dì  l'Hospital  si  può  considerare  come  valido  anche 
«-■l  caso  che  il  rapporto  delle  derivate,  invece  di  tendere  ad  un  lìmite  fi- 
Mio,vada  crescendo  indefinitamente.  Infatti,  per  x  tendente  ad  a,  nel- 
l'iliotesi  che  <t  e  ^  tendano  a  zero,  preso  intorno  ad  a  un  intervallo  in 
mi  ^'1^'  si  conservi  superiore  ad  un  dato  numero  l,  grande  quanto  si 
tuole,  anche  ^;^  si  manterrà  maggiore  di  l  per  gli  stessi  valori  di  so, 
forche  il  valore  dell'ultimo  rapporto,  per  un  dato  valore  di  x,  è  uguale 
■l'I  uno  dei  valori  che  il  primo  prende  in  (0,3;).  Nel  caso  poi  che  904' 
;'iano  crescendo  all'infinito,  ai  consideri  il  rapporto  4'/?-  Questo  tende  a 
■•m,  come  ^'i<f'.  e  siccome  finisce  per  conservar.si  positivo  si  può  asserire 
ciie  ^/ifi  cresce  all'infinito  come  ^'/"V- 
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d)  Se  il  limite  del  rapporto  delle 'derivate  non  esiste ^  non  è  lecito 
dedurne  la  non  esistenza  del  limite  del  rapporto  delle  funzioni.  Per  esem- 
pio si  ha 

senx 

,.     X  —  senx      ,.  X 

lim — ; =lun =  1  , 

«=ao  X -}- senx      x=oo         senx 

X 

mentre  non  tende  ad  alcun  limite  il  rapporto  delle  derivate ,  evidente- 

X 

mente  uguale  a  tg'— -.  Infatti  dalla  dimostrazione  del  teorema  risulta 

che,  quando  esiste  il  limite  del  rapporto  delle  funzioni,  per  x  crescente 
all'infinito  o  tendente  ad  un  limite  finito,  esiste  anche,  non  il  secondo, 
ma  il  primo  dei  seguenti  limiti: 

lun  T/Tir-     ,     lun  4t —  . 

In  sostanza  4  è  una  funzione  di  a?,  che  cresce  all'infinito  con  a?,  o  tende 
con  questa  variabile  ad  un  comune  limite  finito,  ma  che  può  non  assu- 
mere tutti  i  valori  che  va  prendendo  a?,  d'onde  segue  che  dall'esistenza 
del  primo  limite  non  si  può  dedurre  quella  del  secondo.  Invece  l'esistenza 
del  secondo  limite,  ammessa  nell'enunciato  del  teorema,  include  quella 
del  primo,  e  per  conseguenza  anche  quella  del  limite  del  rapporto  delle 
funzioni. 

e)  Delle  restrizioni  concernenti  le  radici  comuni  di  9'  e  t|/'  non  si 
ha  mai  occasione  di  tener  conto  nelle  ordinarie  applicazioni;  ma  è  utile 
essere  avvertiti  della  possibilità  che  il  rapporto  delle  funzioni  oscilli,  mal- 
grado che  tenda  ad  un  limite  il  rapporto  delle  derivate.  Cosi,  per  esempio, 
se  si  prende 

9(x)  =  X  -|-  senx  cosx     ,     ^{a^  =  (x  -{-  senx  co8x)e»*'>^  , 

è  chiaro  che,  crescendo  x  all'infinito,  il  rapporto  delle  funzioni  oscilla 
indefinitamente  fra  e  ed  \\e\  ma  il  rapporto  delle  derivate 

9'(x)  2e"»«°* .  ooBx 


4»'  (x)      X  -f-  (2  -}-  sen  x)  oos  x 


tende  a  zero,  perchè  il  numeratore  resta  finito,  mentre  il  denominatore 
cresce  all'infinito  come  x,  dio  si  deve  al  simultaneo  annullarsi  di  9'(^)  e 
<ìf{pG)  tutte  le  volte  che  x  passa  per  una  delle  radici  di  cosa?,  fra  le  quali, 
come  si  sa,  ve  ne  sono  sempre  maggiori  di  qualunque  numero  assegnato. 


—  CI- 
TI. Esercizii:  a)  Quarò,  per  X  crescente  all' infinito,  il  limite  di  «"e"*?  Evi- 
dentemente il  limite  è  zero  per  n  ^  0.  Se  poi  n  è  positivo ,  sia  v  il  massimo  nu- 
mero non  positivo  fra  i  numeri  n  —  1 ,  n  —  2  , . . .  .  Si  ha,  per  x  infinito, 

limx**c~*  =  lim  —  =  nlim =  n(n  —  l)lim =  . . . 

x* 
—  n{n  —  l)(n  —  2) . . .  (v  +  l)lim  —  =  0  . 

In  altri  termini  e^  cresce  all'  infinito  più  rapidamente  di  qualunque  potenza  di  x. 
Ne  risulta,  cambiando  x  in  logx,  che  questa  funzione  cresce  all'infinito  cosi  len- 
tamente, che  qualunque  sua  potenza,  con  esponente  grande  quanto  ^  vuole,  cresce 
meno  rapidamente  di  x.  Ciò  si  può  constatare  in  modo  diretto,  mediante  il  teore- 
ma di  l'Hospital,  scrivendo 

log"a;                log**~*x                                                             log'j5 
lim =nlim =  .  .  .  =zn(n  —  1) .  .  .  (v  -j-  l)lim =0  . 

XX  '  x 

Il  limite,  per  x  infinito,  di  xr^j  si  può  calcolare  (ricordando  la  continuità  di  Ioga;) 
nel  seguente  modo  : 

1             logx  1  i 

lim  logar^  =  lim =0     ,     loglimjr^  =  0     ,     limar^=l. 

X 

Se  nei  precedenti  risultati  si  cambia  x  in  Ifx ,  si  vede  che  si  ha  pure 

lima;log"x  =  0     ,     limar*  =1  . 

jmO  ar=0 

X 

b)  Dato  a  calcolare  il  limite  di  cosx .  log  sena;  —  log  tg  -—  per  x  tendente 
azero,  si  cominci  dal  porre  l'espressione  proposta  sotto  la  forma  seguente: 

X  X 

log2  .  cosa;  -f-  (1  -}-  cosa) log  cos (1  —  cosa;) log  sen  —  . 

La  prima  parte  tende  a  log 2,  la  seconda  a  0,  e  la  terza,  evidentemente  uguale 
a  —  sen*  —  log  sen'  -— ,  tende  anch'  essa  a  0 ,  per  quanto  si  è  visto  in  fine  del 
precedente  esercizio.  Dunque 


lim  ( cosx .  log  senx  —  log  tg  -— ì  =  log  2  . 

ar=0  \  2  / 


c)  A  titolo  di  verifica  (cfr.  §  29 ,  a)  si  osservi  che,  quando  x  tende  a  zoro. 

senx  cosx  tga;  1 

lim =  iHn =  1     ,  lim =  lim  — —  =2 1  . 

.    X  1  X  co»  « 
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Il  teorema  di  l'Hospital  conduce  inoltre,  sempre  per  x  tendente  a  sero,  ai  se- 
guenti risultati: 

Imi =lim  — =  —  , 


ò  — IV  — x«  Ka*  — 


X 


1        a 


a'-^h*      ,       alloga  —  ò*log6        log(a/6) 

lun -.  =  hm  — —2 2—  =  —      .  <  ; 

e*  —  d*  c*logc  —  d*log<i        log(c/d) 


senaj  —  cccosx        1         senx        1 
T =  -—  lim =  -— 


• 


X  —  senx         1  1 — cosx         1  senx        1 

hm 1 =  —  lim — -  =  —  lim =  —  , 

a'  3  «*  6x6' 

2x — Ssenx-f-xcosx       1         2 — 2co8x — xsenx       1  senx — xcosx        1 

lim =  -—  lim r =  --  lim ; =  —  , 

X»  5  X*  20  x'  60  ' 

4sen  —  +8enx  eoe  — —  — Sxcos  — 
(9+6co8x)x— (14+cosx)senx       2  ,.  2    *  2  2 

lim = =  —-  lim 

x'  7  X» 

3         X  —  senx  1 

"^70  ™      i»      "Tio"  ■ 


d)  Analogamente  si  ottiene 

tgx  — X        1  1— cos'x        1         /tgx\«       1 

lim  -^ — z —  =  —  lim  — r r —  =  -—  hm  (  —  1  =  —  , 

X»  3  x«co8*x  3  \  X  /        3    ' 

o,  in  altro  modo, 

tgx  —  X  senx  —  xcosx  senx  —  xcosx         1 

lim  -^ — z —  =  lim ; =  Hm =  --  . 

x'  x'cosx  x'  3 

1 
Se  per  calcolare  il  limite  di  — ^  —  cot'x  si  comincia  dal  porre  questa  espressione 

X* 

sotto  la  forma 

sen^x  —  x*cos*x       senx  +  xcosx   senx  —  xcosx      x* 


'  .^1^  ■  •  _  •  • 

x*8en*x  X  x'  sen'x 

si  vede  subito  (senza  applicare  il  teorema  di  l' Hospital)  che  il  primo  fattore  tende 
a  2,  e  si  sa  che  gli  altri  tendono  rispettivamente  ai  limiti  ^s  ^  ^»  Dunque 


lim  (  — ;  —  cot'x I  =  -—  • 
ar=o\x*  /  3 


e)  Quando  si  sa  (§  29,  d()  che,  per  x  tendente  a  zero,  (1  -f  ^Y  tende  ad  e, 
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è  naturale  domandarsi  come  si  comporta  la  dififerenza  e  —  (1  4*  ^Ti  e  sì  è  in  tal 
modo  condotti  al  seguente  calcolo: 

X  X*  2  X  2         l-fx       2 

Similmente 

a  +  xf     «-e_  e  2x  +  x'-2(i  +  x)log(l  +  x) 

"^  x«  —  4    '"^  X» 

_  _«_  j.^  X  —  log(l  +  x)  __«_,.  1       _  ^ 

~  6    ™  X*  ~  12  *^  1  +  X  ~  12  ' 

/)  Se  si  vuol  calcolare,  per  x  infinito,  il  limite  di  x  —  J/(x  —  a)  (x  —  6) , 
conviene  porre  x  =  1/z,  per  far  poi  tendere  s  a  zero.  Cosi  l'espressione  proposta 
diventa  uguale  al  quoziente  di  1  —  (/(l  —  <w)  (1  —  bz)  per  «,  e  però  .il  suo  limite 
è  uguale  al  limite  di 

per  2  =  0.  Dunque 

lim(x  —  k'(x  —  a)(x  —  6))  =  V,(a  +  6)  . 

A  questo  risultato  si  giunge  subito ,  senza  far  uso  del  teorema  di  V  Hospital,  se  al- 
1*  espressione  proposta  si  dà  la  forma 

ab 
{a'^b)x  —  ab  x 


g)  Più.  generalmente,  tutte  le  volte  che  per  due  funzioni  9  e  4^,  crescenti 
all'infinito  con  x,  si  può  determinare  una  funzione  /,  tale  che  i  rapporti  di  9  e  4^ 
ad  /  tendano  verso  un  limite  finito  k,  diverso  da  zero,  se  si  conosce  anche  il  li- 
mite l  di  (9'  —  ^)  —- ,  è  facUe  calcolare  il  limite  di  1/9  —  J/iji .  Infatti 

1     ,:^  9  —  + 


lim(t/9  — l/4;)  =  lim      ~,     "^^  = -^  lim  ^^--^  = 


y^'+y^    2»/r     yj     yk 

Per/=9=:x'  e  ^={x  —  a)(x  —  b)  si  ricade  sulP  esercizio  precedente.  In  modo 
ftoalogo  si  tratta  il  caso  delle  radici  n*^,  e  si  trova 

lim(Ì/9-|/+)  =  Ì-lim?^' 
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quando  esiste  il  secondo  membro ,  supponendo  che  i  rapporti  di  9  e  <];  ad  x**,  per 
X  infinito,  tendano  ad  1.  In  particolare 


♦».  n 


lim  (Kx**  +  «x*»-*  -f Vx""  +  6x— *  -J )  = 


tt  —  h 


72.  Fra  le  più  importanti  applicazioni  del  teorema  di  l'Hospital  è  la 
ricerca  dei  minimi  e  dei  massimi  assoluti  (§  00)  delle  funzioni.  Già  si  è  vi- 
sto (§  01)  che,  se  per  ir=a  la  funzione  f\x),  a  derivata  unica  f{po)y  passa 
per  un  minimo  0  per  un  massimo,  è  f(a)=0.  Ora  supponiamo  che  a  an- 
nulli le  successive  derivate  di  f{x),  fino  alla  n"**^  esclusa,  0,  come  si  suol 
dire  (§03,  b),  che  a  sia  una  radice  multipla  di  f{(v)y  dell'ordine  n  —  1. 
Applicando  ripetutamente  il  teorema  di  l'Hospital  si  ottiene,  per  x  ten- 
dente ad  a,  dalla  destra  0  dalla  sinistra, 

/Xf)-V(a)  1     .  Ax)  1  /-^) 

lim  — ; —  =  —  hm ; — j-  =...=  —-  hm ; 

(x  —  a)**  n  (x  —  a)**~*  n!  x  —  a 

e  poiché,  per  la  definizione  stessa  di  f^^'Xa),  si  ha 

Ihn —  =  lim ~ —  =f*'\a)  , 

X  —  a  X  —  a 

si  vede  che 

f{x)^/(a)       f-\a) 


lim 


(x  —  a)**  «! 


Qui  si  noti  che  al  medesimo  insultato  si  giuu<^erebbe  anche  applicando^uua 
volta  di  più  il  teorema  di  THospital;  ma  con  ciò  si  verrebbe  ad  ammet- 
tere l'esistenza  di  /^***(a;)  intoi'iio  ad  a,  montre  a  noi  deve  bastare  che  esista 
r*'\a).  Tornando  al  risultato  ottenuto  si  osservi  che,  quando  x  tende  ad 
a,  f{x) — f(a)  finisce  per  assumere  e  conservare  il  se^uo  di  {x — a)"/****'(^). 
Questo  segno  varia  con  quello  di  x  —  a  se  n  è  dispari,  ma  resta  inva- 
riato e  coincide  col  segno  di  r***(^)  se  n  è  pari.  Ne  segue  che  nel  primo 
caso  non  si  ha  ne  minimo  nò  massimo,  e  nel  secondo  si  ha  certamente  un 
minimo  0  un  massimo.  In  altri  termini:  i  valori  di  x,  die  j^eMono  mini- 
ma  0  ìaassima  mia  funzione  di  x,  sono  le  radici  semplici  della  derivata, 
e  le  radici  multiple  di  ordine  dispari.  Secondo  che  il  valore  di  f^''\a)  è  po- 
sitivo 0  negativo  si  ha  un-  minimo  0  un  massimo  (nel  caso  di  n  pari),  o  si 
può  affermare  che  la  funzione  è  crescente  0  decrescente  (quando  n  è  dis- 
pari). S'intende  che  in  tutto  ciò  si  suppone  unica  questa  derivata  n''*"*,  al- 
trimenti, come  si  vedrà,  può  ben  darsi  che  la  pi^oposizione  enunciata  cada 
in  fallo. 
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78.  E80rCÌBÌÌ  :  a)  Fra  i  rettangoli  cht  hanno  un  cUito  perimetro^  il  quadrato  è  quello 
die  racchiude  Varea  massima.  Infatti,  se  x  è  la  lunghezza  d^un  lato,  e  2a  quella 
del  perìmetro,  l'area  è  misurata  dal  numero  y=zx(a  —  x).  Intanto  la  derìvata 
prima  j/  =  a  —  2x  si  annulla  per  x  =  ^l^aj  e  poiché  la  derivata  seconda  è  nega- 
tiva, si  vede  che  per  x=t^l^a  la  funzione  y  raggiunge  il  valore  massùno  ^/^a*.  Si- 
milmente, fra  tutti  i  rettangoli  che  ra4ichiudono  un'area  a* ,  il  quadrato  è  quello  che  ha 

U  mimmo  perimetro.  Infatti,  se  x  è  la  lunghezza  d*un  lato,  e  2y  quella  del  peri- 

a*  a*  2o* 

metro,  si  ha  y  =  x4 ,y  =  l ,  y"  =  — -  .  La  prima  derìvata  si  annulla 

X  x'  x' 

per  X  =  a  e  per  x  =  —  a;  per  questi  valorì  è  y"  >  0 ,  y"  <  0,  rispettivamente, 
e  però  la  funzione  ammette  un  minimo  2a  ed  un  massimo  —  2a;  ma  soltanto  il 
prìmo  risponde  alla  questione  proposta,  perchè  questa  rìchiede  che  sia  x^  0. 

b)  Con  un  foglio  rettangolare  proponiamoci  di  costruire  una  scatola  di  volume 
massimo,  tagliando  via  dagli  angoli  quattro  quadrati  uguali.  Se  a  e  ò  sono  le  di- 
mensioni del  foglio,  ed  x  l'altezza  ohe  si  vuol  dare  alla  scatola,  il  volume  di  que- 
sta è  misurato  dal  numero 

y  =  x{a  —  2x){h  —  2x)  =  oftx  —  2(a  -f-  ^)a;'  +  ^^'  • 
Ponendo  uguale  a  zero  la  derivata  y  =zaò  —  4(a  -|-  ò)x  -f-  12x',  si  ottiene 

La  derivata  seconda   y"  =  —  4(a  -|-  6)  -f-  24x   diventa  ih  4  J/a'  —  oò  -f-  6*.  Per 

avere  il  massimo  di  //  bisogna  dunque  rìtenere  il  segno  — ,  si  deve  cioè  prendere 

x=  *.^(a  -{-  b  —  y^a*  —  dò  4"  b*),  valore  sempre  compreso  fra  */,a  ed  ^J^b,  Del 

reato  l'altra  soluzione  è  illusoria,  perchè  dà  un  valore  superìore  alla  metà  della 

più  piccola  dimensione  del  foglio. 

i_ 

e)  Se  si  vuol  discutere  la  funzione  y=x*  nell'intervallo  (0 ,  oo),  si  cominci 
dal  notare  che,  quando  x  tende  a  zero,  dalla  destra,  basta  porre  x  =  l/s,  e  far 
poi  crescere  z  all'infinito,  per  trovare  y  =  l/z*  ,  limy  =  0.  Per  x=  1  è  ?/=  1, 
e  per  x  crescente  all'  infinito  la  funzione  tende  a  rìprendere  (§  71 ,  a)  il  valore  1. 
Si  capisce  dunque  che,  quando  x  varia  da  1  all'infinito,  la  funzione  deve  passare 
per  un  minimo  o  per  un  massimo ,  ed  è  facile  prevedere  che  si  ha  un  massimo, 
giacché  y  ^  1  per  x  ^  1.  Per  accertarsene  si  osservi  che  la  derìvata 

y'=a;*     (1  —  logx)  , 

positiva  per  x<^e,  diventa  negativa  per  x^e,  e  però  la  funzione,  prima  cre- 

Kente ,  decresce  poi.  Essa  raggiunge  dunque  per  x  =  e  il  massimo  valore  e^ 
=  1,444667... .  Se  si  vuol  constatare  mediante  l'esame  di  y"  che  la  funzione  passa 
effettivamente  per  un  massimo,  e  non  per  un  minimo,  si  osservi  che 

da     ÌL  =  1ZÌ^         ei  deduce        ^^"-^'V-       ^  "  ^logx 


X*  y»  X» 


9 


ii  ottieae  y  - 


b  basta  per  fMt^^H 

.    ..^ 


ohe  e*  è  il   mauimo  Talare  di  x". 

d)  Proponìamooi  di  trovare  U  Iiokì  dei  tintemi  di  Uìgaritnà,  nei  quoti  può  entlen 
un  logarilmo  ìigaale  al  fmmtro  ajrrùipofulente.  Sin  a  la  buse  incognita,  e  si  cerchi  m 
la  funzione  y;=  x  —  Logx  può  annullarai.  È  mauileato  che,  per  z  positivo  e  Bof- 
flciontomente  piccolo,  come  per  x  abbostania  grande,  ij  è  positivo.  AfBnchè  que- 
sta funzione  poasa  aanuUorsi  occorre  dunque  e  basta  die  il  suo  minimo  valore  sia 

Log. 


negativo  o  nullo.  Questo  minimo  è  determinato  dall'equazione  y 
e  per  cj^nvincersì  che  si  tratta  realmente  d'un  minimo,  e  non  d'v 
riflettere  ohe  per  3;<Loge  la  fu  nei  one  decresce,  per  e 
partire  da  a:  :=  Log  e.  Il  mìnimo  valore  di  y  è  dunque 


=  1- 


poi  a  crescere  t 


Loge  — Log  Log  e  =  Log  (e/Log  e)  . 
Perchè  questo  valore  sia  negativo  o  nullo  è  necessario  che  sì  abbia  e^Loge,i 

l  <  Loge",  e  per  conseguenza  o  ^  e°. 

e)  A   quali  condizioni  debbono  toddìnfare  i  numeri   pei]  u^JuJià  il  (i 
x'-|-pK-["*l  "  annulli  per  Ire  dinlinti  valori  reali  ili  i?  Perchè  la  funzione  prc 
y  poBsa  annullarsi  tre  volte,  quando  x  varia  da  —  or  a  -{-  x ,  è  anzitutto  a 
aario  (§  63,  i)  che  la  derivata  1/  =  Sj;'  -L  p  possa  annullarai  per  due  disi 
lori  reali  di  x:  ciò  esige  che  aia  p  <^0.  Supponendo  soddisfatti  questa  ci 
ne,  si  osservi  che  nel  primo  e  nel  terzo  degli  intervalli 


(- 


-V^^)   ,    (-!'=%?,  f =^7:^)   ,    (!''= 


V.p. 


i  y'^0,  mentre  nell'intervallo  di  meszo  è  y'<^0.  Dunque  y  non  può  1 
larai  che  una  volta  sola  in  ciascuno  di  questi  intervalli,  e  perchè  si  annulli^ 
tivamente  in  uno  di  essi  occorre  e  basta  che  negli  estremi  prenda  segni  o_ 
Siccome  intanto  negli  eatrenti  dell'intervallo  di  mezzo  essa  prende  i  valori 


'UpV-%p  +  i 


'upy-'i,p+'i 


rispettivamente  mcueimo  e  mimmo  nel  senso  assoluto,  è  prima  di  tutto  1 
che  questi  numeri  abbiano  segni  opposti,  cioè  che  sì  abbia 

(-  %py-  ViP  +  iHV^py-  'Up  +  '/)  <  f  ,      ossia     V  +  27g'<a 

Questa  condiziono  è  mt^denle,  perchè,  quando  è  soddisfatta,  è  ;)  <0  nec 
mente,  e  la  funzione,  che  nell'intervallo  di  mezzo  è  decrescente,  prende  i 
-|-  nell'estremo  inferiore,  il  segno  —  nell'estremo  superiore,  e  però  si 
anche  negli  altri  due  int«rvalli. 

f)  Vogliamo  dimostrare  che,  nell'ellisse,  la  distanza  del  centro  od  una  i 
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nuUe  qualunque  non  supera  la  differenza  dei  semi-assi.  A  òV-j-ay =aV,  equasio- 
ne  dell'ellisse,  si  può  soddisfare  ponendo  a  =  acos9  ,y  =  6sen9,  dove  9  varia 
da  0  a  2irr.  Il  coefficiente  angolare  della  tangente  (§  52)  si  ottiene  derivando  Te- 
quasione  della  curva: 

•     .     .     *       ^  /  ^*^  òcoso 

•  ay  asenf 

Dunque  l'equazione  della  normale  è 

aseno  .  . 

y  —  òsenep  = "  (x  —  acoso)  , 

^  ^        6CO89  ^  ^^ 

cioè  aa;8en9  —  6^0039  =  (a'  —  ò*)8en9  CO89;  e  però  la  distanza  di  questa  retta 
al  centro  è 

(o*  —  6*)8en9co8  9 


h  = 


K  a*8en'9  +  ò' 008*9 


Ora  dovremmo  calcolare  la  derivata  di  h  rispetto  a  9  per  porla  uguale  a  zero  ; 
ma  qui  conviene  osservare  che  si  ha 

h       f       cos  9       sen  9 

sicché  la  ricerca  del  massimo  valore  di  h  si  trova  ridotta  alla  ricerca  del  minimo 
valore  di  a'tg*9 -^ò*cot*9,  ossia  della  somma  di  due  quantità  variabili,  il  cui 
prodotto  ha  il  valore  costante  a'ò'.  Dunque,  valendosi  del  risultato  ottenuto  nel 
primo  esercizio,  si  può  subito  affermare  che  il  massimo  di  h  si  presenta  quando 
a'tg'9  e  &*cot'9  diventano  entrambi  uguali  ad  oò,  ossia  per  tg9=db)/&/a,  nel 
qual  caso  sì  ha 

{^LllL\  =a*  +  6*  -f  2a6  =  (a  -f  />)•  ,     d'onde     A=  a  —  6  . 

y)  Si  può  dimostrare  che  la  luce  impiega  il  minor  tempo  possibile  quando  passa 
da  un  punto  ad  un  altro  attraverso  due  mezzi  omogenei,  separati  da  un  piano. 
Siano  infatti  a  e  6  le  distanze  dei  punti,  che  si  considerano  nei  due  mezzi ,  al 
piano  di  separazione;  sia  9  l'angolo  d'incidenza,  ^  l'angolo  di  rifrazione,  ni?  e  v 
le  velocità  della  luce  nei  due  mezzi;  e  si  osservi  che  il  tempo  impiegato  nel  pas- 
saggio da  un  punto  all'  altro  è 


V    \n  cos  9       cos  ^J 


Gli  angoli  90^  sono  fra  loro  vincolati  mediante  la  relazione 

atg9-)*  òtg4' =  cof(anfe  , 


e  si  vede  che  dev'essere  Benf/aeni^^n  alfinobè  t'  si  annulli.  È  questa  appunto 
la  notiaaiiuii  legge  di  rilraaione,  scoperta  da  Cartesio,  e  presentata  da  Fermai  e  da 
Leibniz  come  un  caso  particolare  della  legge  universale  di  riajHiTmio,  che  presiede 
alle  manifestftBÌoni  di  tutti  i  l'enoiiieni  naturali,  anche  di  quelli  che  più  sembrano 
ribelli  alle  investigazioni  matematiche  *. 

fi)  Nelle  quaationì  geometriche  accade  talvolta  che  il  mìoimo  (o  il  massimo) 
di  cui  si  va  in  cerca  sìa  rel/Uiro  (§  60)  ad  un  certo  intervallo,  in  cui  la  variabile 
indipendente  è  obbligata  a  rimanere  per  le  condì/ioni  stesse  deì  problema;  ed  al- 
lora puù  ben  darsi  che  la  derivata  non  si  annullip  e  che,  per  conseguenza,  la  ricer- 
ca riesca  intruttuoso.  Bisogna  pertanto,  ogni  vetta  che  la  variabile  indipendenta  ' 
non  può  uscire  da  un  determiuato  intervallo,  aver  cura  di  scegliere  altrimenti  tale 
variabile,  o  pure  indagare  direttamente  se  per  avventura  nfgìi  attremi  non  ai  veri- 
fichi un  minimo  o  un  massimo,  che  potrt-bbe  rispondere  alla  questione  proposta, 
quantunque  non  sia  minimo  o  massimo  nel  senso  assoluto.  Un  esempio  semplicis- 
simo ci  si  presenta  nella  ricerca  della  minima  o  massima  fra  le  corde  di  un  circO' 
colo,  che  hanno  un  estremo  fisso  A,  ed  un  altro  mobile  M.  È  chiaro  a  priiri  che 
ai  ha  il  minimo  r  =  0  quando  M  coincide  con  A,  ed  il  massimo  r^^Sa  quando 
M  coincide  col  punto  B,  diametralmente  opposto  ad  A  sulla  circonferenza.  Se  si 
prende  AB  come  asse  delle  ascisse,  ed  A  come  origine,  sì  ha  r'^2(ix,  poi  rr'^a, 
e  si  vede  che  r  non  si  annulla  né  in  A  ne  in  B.  Ciò  si  deve  al  fatto  che  la  varia- 
bilità di  :e  è  limitata  all'intervallo  (0,2a),  e  che  il  minimo  ed  il  massimo  cercati 
avvengono  proprio  negli  estremi.  Se  invece  si  prende  come  variabile  indi])end6nte 
l'angolo  6^=MAB,  si  ha  r  =;  2acos6  ,r'=^  —  2asen6,  e  si  trova  il  solo  mas- 
Himo  r^'ia,  corrispondente  a  6^0.  Ciù  si  spiega  osservando  che  6  varia  sol- 
tanto nell'intervallo  ( —  'j^n ,  '/,«),  negli  estremi  del  quale  si  verifica  il  mìnimo 
rr=0,  relativo  all'intervallo  stesso,  mentre  il  massimo  r=2a  avviene  per  tì^O, 
cioè  per  un  valore  che  cade  nelV  interno  del  predetto  intervallo.  Questo  massimo  è 
dunque  tale  anche  nel  senso  a^oluto,  e  però  r'  deve  nnnullarsi.  Sparisce  ogni  dif- 
ficoltà se  il  punto  A  si  sposta,  per  esempio,  verso  B,  arrivando  alla  distanza  h 
dal  centro,  nel  qual  caso  si  ha  r'  —  2'rt-oosfl-^-i'^a';  poi  derivando,  e  ponendo 
/i=0,  si  ottiene  senO^O,  cioè  6=0  ed  r:=a-{-6,  o  6=w  ed  r^a  —  &• 


Uuan 


dà 


±b{a±ih) 


-{a±6)^0, 


e  cosi  si  vede  che  a  -]-  ò  è  il 


*  Leggi.  In  propotito,  l'intu^asante  cartolo  suJla  diretione  iti  movimento  nei  Firitm 
eìfla  di  Speaoer. 
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t}  Sia  f(x)  una  funzione  continua  intomo  ad  a:  =  0,  ma  discontinaa  di 
prima  specie  per  x  =  0:  sia  9( — 0X0,  9(4-0) >  0.  Per  esempio  si  potrebbe 

i.  X 

prendere  9(x)  =  (e*  —  l)/(c*  -f"  1),   osservando  che  9(rp  0)  =  rp  1.  La  funzione 

/(x)=x'9(x)  non  ha,  per  a;=0,  né  minimo  né  massimo,  perchè  intorno  allo  zero 
la  funzione  ^{x),  continua,  ha  il  segno  di  x,  e  però  altrettanto  si  può  dire  di/(x), 
che  per  conseguenza  è  crescente  tanto  a  sinistra  quanto  a  destra  dello  zero.  In- 
tanto 

f(x)  —  f(0) 
/(O)  =  lim -:-i-^! lA-i  =  lima;9(x)  =  0  . 

«=0  X  ar=0 

Analogamente  f\0)  può  non  esistere;  ma,  nel  caso  opposto,  si  ha 

/"(0)  =  lim  ±^^}-IlL^  =  2ìim  •^  =  21im9(x)  =  29(±0)^0  . 

ap=±0  X  x=±fi     X*  x-±0 

In  tutti  i  casi  si  può  ajBPermare  che  non  è  /"(O)  =  0.  Adunque  per  x  =  0  è  nulla 
la  derwcUa  prima  di  f  (x) ,  ma  non  la  derivata  seconda ,  eppure  f  (0)  non  è  né  un  mi- 
nimo né  un  mastimo  di  f (x).  Ciò  si  spiega  osservando  che  la  derivata  seconda  non  è 
unica. 

j)  Discutiamo,  per  finire,  il  modo  di  variare  della  funzione  r(x),  suppo- 
nendo prima  che  x  varii  da  0  alP  infinito.  Dalla  definizione  (§  18,  h)  di  r(a;-f  1) 
=  xr(x)  si  deduce,  prendendo  i  logaritmi  dei  due  membri, 

logr(a;)=  -  log*  +  2  j  *log  (i  +  ^)  -  l«g(l  +  -^)  j  • 

Deriviamo,  riserbandoci  di  legittimare  (c/r.  §  44)  in  seguito  la  derivazione  del  se- 
condo membro,  come  somma  che  consta  di  infinite  parti  : 

1  1  1 

Ora ,  se  per  brevità  si  rappresenta  con  H^  la  somma  dei  primi  n  termini  della 
serie  armonica ,  si  vede  che  V  ultima  somma  è  il  limite,  per  n  infinito,  di 

i  +  Y  +  ¥  +  "-  +  T~^'*«^"  +  ^^  =  °"~^*'^"  +  ^*'^0  +  t)' 

ed  è  per  conseguenza  *  uguale  alla  costante  di  Eulero 

lim(H„  —  logn)  =  O  =  0,677216664 


*  AnaUH  algebrica^  p.  147. 


I 
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Dunque 

£:^+o=i-i+i--i-+i— 1-+.... 

n  secondo  membro  cresce  con  x;  e,  poiché  per  x  =  l  e  per  x=2  prende  i  valori 
0  ^  O  ed  1  ^O,  diventa  uguale  a  C  una  volta  sola:  ciò  avviene  per  un  certo 
valore  x=  4,  compreso  fra  1  e  2,  radice  unica  di  ^(rc).  Siccome  si  ha  P(xXO 
o  V(x)^  0  secondo  che  x  <^^  o  a;>è>  si  vede  che  r(x)  è  prima  decrescente, 
poi  crescente,  sicché  r(4)  ^  ^  minimo  valore  di  V(x)  nell'  intervallo  (0 ,  od).  Alla 
medesima  conclusione  si  perviene  osservando  che 

n  valore  della  radice  4)  gl^  isolata  nell'intervallo  (1 , 2),  si  ottiene  applicando 
un  noto  *  metodo,  che  dà 

è  =1,4616321.....     ,     r(è)  =  0,8866032 

Quando  x  varia  da  4  &11'  infinito,  la  funzione ,  crescendo  sempre ,  oltrepassa  ogni 
limite,  giacché  r(x-j-  1)  ^  [x]!.  Essa  cresce  anche  quando  x  va  invece  decre- 
scendo da  4  verso  zero  ;  e  cresce  indefinitamente,  perchè 

limxr(x)  =  limr(x+l)  =  r(l)  =  l  . 
k)  Per  X  negativo,  i  valori  di  r(x)  dipendono,  mercè  la  relazione 

(-  i)-r(p) 


r(x)= 


(l-p)(2-p)(8-p)...(n-p)    ' 


in  cui  p  =  X  —  [x] ,  e  —  n  =  [x] ,  da  quelli  che  la  funzione  prende  nelP  inter- 
vallo (0,1),  esclusi  gli  estremi.  Ne  segue  che  negli  intervalli  ( — 1,0),  ( — 2 ,  — 1), 
( — 3 ,  — 2) , . . . ,  la  funzione  è  alternativamente  negativa  e  positiva,  e  che  intomo 
a  tutti  gli  estremi  (0 ,  —  1 ,  —  2  ,  —  3  , . . .)  diventa  infinitamente  grande  in  va- 
lore assoluto.  Si  prevede  dunque  che  in  ciascun  intervallo  ( —  n ,  —  ^  -l-  ^)  ®ssa 
deve  raggiimgere,  almeno  una  volta,  un  valore  massimo  o  minimo ,  secondo  che  n 
è  dispari  o  pan.  Un  tal  minimo  o  massimo  si  ha  quando  p  soddisfa  all'  equazione 

ròrt  +  i_p+2-p+-+;nr^-°- 

Ora,  variando  p  da  0  ad  1,  il  primo  membro  va  sempre  crescendo  da  —  od  a 
^  OD,  e  però  diventa  una  volta  sola  uguale  a  zero,  per  un  certo  valore  di  p,  che 
resta  cosi  definito  come  una  funzione  p^  di  n.  Vi  è  dunque  in  ( —  n ,  —  *^  *{*  1)  un 


*  Analisi  algebrica,  p.  420. 


sol  minimo  o  massimo  di  Tix),  che  si  presenta  quando  la  variabile  x  prende  il 
valore  «^  =  —  ^"h  Pn'  Ii^tanto,  essendo 

si  vede  che ,  per  n  crescente  alP  infinito  j  il  primo  membro  deve  (come  il  secondo) 
crescere  indefinitamente.  Dunque  p^  tende  a  zero.  Inoltre,  siccome 


rxx) 

lùnx-— -  =  — 1  , 

jc=0      l  (X) 


si  ha  pure 


(réir.+r^.+-+.-ÈT)='  ■■ 


e  poiché  la  somma  in  parentesi  è  compresa  fra 

^  —  Pn 

ne  risulta  limp^H^=l,  ossia  limp^logn=l.  Ciò  premesso,  essendo 

'^•^'^(i-Pn)P»iog«-(n-i)!' 

siccome ,  nel  secondo  membro ,  il  primo  fattore  tende  ad  1 ,  ed  il  secondo  a  0 ,  si 
ha  limr(aj  =  0.  Ne  segue  che  la  funzione  r(x)  prende  (infinite  volte)  qualun- 
que valore  diverso  da  zero  *.  In  altri  termini  l'equazione  r(x)  =  ik,  priva  di  ra- 
dici per  k  =  0,  ne  ammette  infinite  per  qualunque  altro  valore  di  k. 


*  Veggaii  a  pag.  65  della  monografia  La  fonction  gamma ,  di  M.  Godefroy,  la  linea  rap- 
preMDtatifa  dì  y=r(«). 
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SVILUPPI  IN  SERIE. 


74.  Ora  vogliamo  particolarmente  occuparci  delle  funzioni  definite 
per  mezzo  di  serie.  I  valori  di  x,  per  i  quali  converge  una  data  serie 

«i  +  ^i  +  ^i  +  ---  > 

i  cui  termini  sono  funzioni  di  a?,  possono  costituire  uno  o  più  intervalli, 
nei  quali  viene  così  ad  essere  definita  la  somma  della  serie  come  fun- 
zione di  X.  Se  si  considera  un  intervallo  qualunque  (a ,  V)  in  cui  la  serie 
converge,  anche  il  resto  ^J^x),  cioè  la  somma  della  serie  che  si  ottiene 
sopprimendo  nella  serie  data  i  primi  n  termini,  è  una  funzione  di  x,  de- 
finita nel  detto  intervallo.  Si  sa  *  che,  quando  n  cresce  all'infinito,  il 
resto  tende  a  zero,  vale  a  dire  che,  dato  e  positivo,  e  piccolo  quanto  si 
vuole,  si  può,  per  ogni  valore  di  x  compreso  in  {a, li),  ti»ovare  un  numero 
V,  tale  che  il  valore  assoluto  di  9,^  rimanga  sempre  inferiore  ad  e  quando 
n  supera  v.  Se  si  riesce  a  determinare  v  indipendentemente  6to  x ,  la  se- 
rie si  dice  convergente  unifoì^memente.  In  altre  parole,  se,  in  corrispon- 
denza a  ciascun  valore  di  a?,  immaginiamo  scelto  per  v  (che  supporremo 
intero)  il  più  piccolo  valore  possibile,  si  può  dire  che  v  è  una  funzione  di 
X,  definita  nell'intervallo  («,??).  Se  questa  funzione  è  finita  in  tale  inter- 
vallo, qualunque  sia  e,  essa  vi  ammette  (§  15)  il  limite  superiore  (che  nel 
caso  attuale  è  un  massimo);  ed  è  chiaro  che,  per  n  maggiore  di  questo 
limite,  sarà  sempre  l9n(^)K®>  comunque  si  fissi  x  in  {a,h).  In  questo 
caso  la  convergenza  è  uniforme.  Ma  può  anche  dai*si  che,  per  un  valore 
di  e  convenientemente  piccolo  (ed  n  fortioìn  per  ogni  valore  più  piccolo), 
la  funzione  v  non  sia  finita  nell'intervallo  che  si  considera.  Allora  è  im- 
possibile determinare  un  valore  di  n,  lo  stesso  per  tutti  i  valotH  c^  x  in 
(a,Z/),  a  partire  dal  quale  9^  restì,  in  valore  assoluto,  inferioi'e  ad  e;  e 
però  la  serie  non  converge  uniformemente. 

75.  Teorema  I.  Per  V  uni  forame  convergenza  d'wna  serie  di  fun- 
zioni di  X,  in  un  dato  inteì^allo,  occorre  e  basta  che  il  resto  9jx)  lentìa 


*  Anolùi  eUgeMca^  p.  117. 
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a  zei^  anche  quando  vi  si  fa  arbitrariamente  variare  x  con  n,  nell'in- 
tcì^callo  che  si  considet^a. 

Dalla  definizione  stessa  della  convei-genza  uniforme  risulta  che,  se  la 
serie  convei'ge  uniformemente,  si  ha  sempre  lim9„(A"^)=0,  qualunque  sia 

la  successione  x\  ,  a*, ,  a:, , . . .  di  numeri,  presi  neirintervallo  considerato. 
Reciprocamente,  se  ciò  accade,  la  serie  convei*ge  uniformemente;  e  per 
convincei*sene  basta  far  vedere  che,  quando  la  convergenza  non  è  unifoi^ 
me,  esiste  nel  detto  inten'allo  almeno  una  successione  di  numeri  a^j ,  a?, , 
j\ , . . . ,  tali  che  9„(a/*J  non  tende  a  zero.  Infatti,  nella  detta  ipotesi ,  dato 
un  numero  positivo  e,  convenientemente  piccolo,  la  funziono  v,  definita 
nel  precedente  paragrafo,  non  è  finita.  Ne  segue  che  si  può  trovare  una 
successione  a,p,Yy-  di  valori  di  v,  crescenti  all' inflììito,  in  covrìspon- 
deiiza  a  valori  di  x,  che  si  possono  sempre  rappresentare  con  Xg^yX^,x^,... 
Olii,  comunque  si  scelgano  gli  altri  valoi'i  di  a?„,  ò  chiaro  che  9„(irJ  non 
può  tendei-e  a  zero,  giacché  pei»  n  =  a ,  p  .  y  . . .  •  si  ha  1 9^0rJ  |  >  e. 

76.  Esempii:  aj  La  serie 

(1  ~  X)  +  (X  -  v,x')  +  (V.o:'  -  v,x»)  +  (V,x»  -  v,x^)  + . . .     (1) 

converge  uniformemente  nel!'  intervallo  ( —  1,1),  perche  il  resto  x"/n  si  mantie- 
ne, in  valore  assoluto,  inferiore  ad  e,  quando  n  superali  numero  1/f..  indipen- 
dente  da  x.  Non  avviene  altrettanto  per  la  serie 

(1  -  .r)  +  (x  -  X»)  +  (X»  -  X»)  +  (.r.»  _  x»)  +  .  .  .   ,  (2) 

convellente  nel  medesimo  intervallo,  escluso  l'estremo  inieriore,  giacché  il  resto 
è  x",  se  X  <  1 ,  e  non  si  può  fissare  v  in  modo  che,  per  n>  v,  sia  |  x**Ke  Tper 
ugni  vaJUtrt  di  x.  Infatti ,  se  si  concede  che  x  possa  accostarsi  ad  1  quanto  si  vuo- 
le ,  basta  porre  x  =  I perchè  l' espressione  del  resto  diventi  (1 J  ,  e 

cosi,  per  n  infinito,  non  tenda  a  zero;  ma  ò  chiaro  che  la  serie  converge  unilbr-  ^  ^vO 

■  ^  j 

memento  neir  intervallo  ( — 1,1)?  esclusi  (fli  estremi^  \^  i' '  '    ^'  j 

h)  La  serie  1-f  x  +  ^*  +  --m  convergente  nelP  intervallo  ( —  1,1),  esclusi 
gli  estremi,  converge  uniformemente,  vale  a  dire  che  la  sua  convergenza  è  unifor- 
me in  un  intervallo  ( — a  .a),  il  cui  estremo  superiore,  minore  di  1,  si  può  pen- 
sare vicino  ad  1  quanto  si  vuole.  Infatti,  fissato  ad  arbitrio  il  numero  positivo  e, 
se  si  prende  v  abbastanza  grande  perchè  a*  non  sia  maggiore  di  (1  —  a)t,  è  chiaro 
che,  per  n>  v,  il  resto  x**/\l  —  x)  si  manterrà  inferiore  ad  e  in  valore  assoluto. 
Altrettanto  si  può  dire  della  serie  1  -)-  2x  -j-  ^^c'  -|-  . . . ,  convergente  nel  medesi- 
mo intervallo:  basta  determinare  v  in  modo  che  (v  -|-  l)a*  non  sia  maggiore  di 
il  —  afz.  Queste  due  determinazioni  di  v  sono  possibili ,  perchè  (§  71,  a)  qualun- 
que sia  I»,  e  per  v  crescente  all'infinito,  v^a*  tende  a  zero. 
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e)  La  domma  dei  primi  n  termini  della  serie 

(x  —  xc-'*)  -f  (xc-'"*  —  2.CC-*'*)  -|-  (2xc-***  —  3x6-''*;  ^ (3) 

ex  —  nxc"****,  e  tende  ai  x  per  n  crescente  all'  infinito.  La  serie  converge  dun- 

que,  ma  non  unilbrmemente,  perchè,  posto  x=l/n ,  il  resto  nxc"***'-"*  diventa  e    **, 
e  non  tende  a  zero.  Similmente  la  serie 

XX  X 

'I    TT"; TI — TTTT    r  71 — i    ^\ri     i    «  a.^     ,    o„r  "h  •  •  • 


1  +  x    '   (l4-x)(l-}-2x;    •    (l+x)(14-2x)(14-3x) 

1 


e  conve 


rgente  per  x^O,  perchè  la  somma  dei  primi  n  termini  è  l 


nx 


1 


ed  ha  per  limite  1 ,  quando  n  cresce  all'  infinito;  ma  essa  non  converge  imilbrme- 
mente ,  perchè  il  resto  diventa  uguale  ad  */i  quando  si  attri])ui8ce  ad  x  il  valore 
1/n,  che  appartiene  a  qualunque  intervallo,  il  cui  estremo  inferiore  sia  0.  La  me- 
desima serie  converge  invece  imifonnomente  in  ogni  intervallo,  il  cui  estremo  in- 
feriore a  è  positivo,  perchè,  dato  e  positivo  e  piccolo  quanto  si  vuole,  basta  pren- 
dere n  superiore  ad  (1  —  e)/ae ,  numero  irvlipend^ntt  dn  x ,  por  essere  sicuri  che 
riuscirà  e  rimarrà  inferiore  ad  e  il  resto  n*"*^. 

77.  Teorema  II-  Se  i  valori  assoluti  dei  termini  d'una  serie  di  fun- 
zioni ^  data  in  un  intervallo,  fonìiano  una  serie  unifonnemente  conver- 
gente nel  medesimo  iìite^n^allOj  canrerge  anche  uniformemente  ed  assolu- 
mente  la  serie  ottenuta  mxjltiplicando  i  termini  della  soie  dataj^er  fun- 
zioìii^  i  cui  valori  costituiscano  un  insieme  finito  nell'intervallo  che  si 
considera. 

Sia  i*i  +  Wj  +  ^^3  +  ...-  la  serie  data  iieiriutervallo  (a,/y),  e  siano  r,, 
t\,r,, ...  fuuzioui,  i  cui  valori  assoluti  iu  (a,b)  non  superino  un  certo  iiu- 
mei-o  l.  La  serio  u^t\  +  u^t\  +  Uj,t\  + ...  convei^o^e  assolatameìite ,  per- 
chè i  valori  assoluti  dei  suoi  termini  non  superano  i  corrispondejiti  ter- 
mini della  serie  convei^gente  h^i|  +  h«J  + 1  ^^a  I  +  •  •  • ,  moltli)licati  per  L 
Dato  ad  arbitrio  il  numero  positivo  e,  si  può  semprcì  trovare,  por  ipotesi, 
un  numei*o  v,  indipendente  da  x,  tale  che,  per  n>v,  riesca 

ed  a  fortiori  sia  |  u^,v^^  +  ^t^^v^,  +  w^,r^,  + ...  |  <e.  Dunque  la  serie 
u^v^  +  Wi^\  +  *«3*-j  +  •••  converge  anche  uniformemente. 

78.  Oorollarii:  a)  La  serie  ottenuta  moltiplicando  i  termini,  costan- 
ti^ d'una  serie  assolutamente  conv Cìngente ,  per  funzioni,  i  cui  valori  co- 
stituiscoyio  un  insieme  finito  in  un  dato  intervallo,  e  assolutamente  ed 
uniformwxente  convergente  nell'intervallo  stesso.  Basta  infatti  suppon-e 
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costanti  le  u,  uel  teorema  precedente,  ed  osservare  che  la  convergenza 
d'una  serie  a  termini  costanti  è  necessariamente  uniforme. 

b)  Una  serie  di  funzioni  converge  assolutamente  ed  uniforniemen- 
te,  se  converge  la  serie  formata  dai  limiti  superiori  dei  valori  assoluti 
dei  termini.  Data  la  serie  w^  +  w,  + 1^,  + . . . ,  a  ciascuna  funzione  uj^x) 
si  sostituiscali  limite  superiore  ji^  di  [uj^x)]  nell'intervallo  che  si  consi- 
dera. Se  la  serie  Mi  +  f^i  +  f*s  +  •  •  •  (^  termini  positivi)  converge,  la  con- 
vergenza è  assoluta.  Intanto  la  serie  data  si  può  considerare  come  dedotta 
da  [il,  +  pt,  +  [*s  +  •  •  •  moltiplicando  il  termine  generale  di  questa  per  t',, 
=  uj^^\  e  poiché  hvl^  1>  il  teorema  è  dimostrato. 

79.  Esempi] :  aj  Se  a  è  un  numero  positivo,  minore  di  1,  è  noto  che  la  serie 
1  -|-  a  -|-  a*  -|-  . . .  è  convergente,  e  ciò  basta,  in  virtù  del  secondo  corollario,  per 
arrivare  più  rapidamente  {cfr,  §  76,  li)  alla  conclusione  che  la  serie  14-^4-^'+— 
converge  assolutamente  ed  uniformemente  nell'intervallo  ( —  a  ;  a),  ossia  (giac- 
ché si  può  pensare  a  vicino  ad  1  quanto  si  vuole)  nell'intervallo  ( — 1, 1)  esclusi 
gli  estremi.  Altrettanto  dicasi  della  serie  1 -{- 2a; -{- 3x' -|- •  •  •  •  Infatti  a*^*  ed 
nfli*~*  sono,  per  ciascun  valore  di  n,  i  massimi  valori  assoluti  delle  funzioni  x**"* 
ed  nx*~*  neir  intervallo  ( —  a ,  a). 

h)  Per  V  uno  o  per  l' altro  corollario,  se  Oj  +  ^i  +  ^s  "1"  •••  ^  ^^*  serie  as- 
solutamente convergente,  è  assoluta  ed  uniforme  in  qualunque  intervallo  la  con- 
vergenza della  serie 

a,8en(6jx)  -j-  a,8en(6,x)  -{-  aj8en(63x)  -^ . . .  , 

qualunque  siano  i  numeri  ^^  ^  2), ,  6, , . . .  Per  esempio ,  se  p  supera  1 ,  sono  con- 
vergenti assolutamente  ed  uniformemente  le  serie 

M=oo  n__oo 

^  sennx  ^  cosnx 

n— l  n=l 

Per  |>  =  1  cessa  la  validità  delle  proposizioni  invocate ,  sicché  bisogna  procedere 
allo  studio  diretto  delle  serie  proposte. 

e)  Si  consideri,  un  po'  più  generalmente,  la  serie 

ttj  senx  -|-  rtj  8en2x  -|-  a, sen 3x  -|-  . . .  , 

a  noi  già  nota  *  come  serie  che  converge,  qualunque  sia  x,  quando  i  numeri  a  , 
a^ ,  a, , .  • . ,  pur  costituendo  una  serie  divergente ,  si  seguono  decrescendo,  e  ten- 
dono a  zero,  come  appunto  ac<^ade  per  a^=  1/n.  Siccome  la  serie  resta  inalterata 
quando  x  viene  aumentato  o  diminuito  d'un  multiplo  di  2ir,  possiamo  limitarci 
a  studiarla  nell'intervallo  (0  ,  2ic).  E  noto  *  che 

jJX 

sen  — 

2          /         p  4-  1\ 
Ben  (fi  +  l)x  4"  8en(n  -|-  2)x  -{-••.  -j-  sen(n  -j- 1>)^  = sen  1  n  -j ' —  Jx  . 


sen 
2 


<  Analisi  algebrica,  p.  155. 
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Ne  segue,  fissando  un  numero  positivo  a ,  piccolo  quanto  si  vuole,  e  prendendo  x 

in  {a ,  2ir  —  a) , 

I  sen(n  -^  l)x  -j-  8en(n  -}-  2).r  -[-,..  -J-  sen(n  -j"!^)**^  1  <C  l/s©^  -^  • 

Quindi  *  si  ha  I  9^(a:)  |  <  a^Jaen  — -  ;  sicché,  dato  il  numero  positivo  e.  se  si  prende 

V  abbastanza  grande  perchè  risulti  a^^esen  — ,  sarà  pure  j  9,j(^)  |  <e  per  n  >v. 

Dunque  la  serie  considerata  converge  uniformemente  in  qualunque  intervallo,  da 
cui  siano  esclusi  i  multipli  di  297. 

80.  Teorema  HI.  Se,  per  x  =  a,  /  termini  d' wtui  serie  uni/briéie- 
utente  conver(/ente  ieyidono  a  limiti  finiti,  anche  la  somma  della  serie 
tende  ad  un  limite  finito,  tigimle  alla  somma  dei  limiti  dei  termini. 

a)  Si  cousideriao,  per  fissare  le  idee,  i  limiti  a  destra  di  a,  e  si 
stacchi  uu  intervallo  arbitrariamente  piccolo  {a,a'\'h)  dall' intervallo 
in  cui  la  sei*ie  couvei'ge  uniformemente.  In  forza  di  simile  convergenza, 
<lato  e  positivo  e  piccolo  quanto  si  vuole,  è  sempre  possibile  determinare 

V  in  m(Mlo  che,  per  n>v,  si  abbia 

1 9>')  I  <  'U^  ,  1 9>")  I  <  V^e  .     e  quindi     |  9,(x')  -  9>")  |<  V,  e  , 

per  due  valori  (j'i^aZwn^t^  x'  ed  a/\  appartenenti  all'intervallo  {aya'{'?i). 
Ora,  fissato  n,  si  osservi  che,  quando  x  tende  ad  a,  la  somma  fjix)  dei 
primi  n  termini  della  serie  tende  ad  un  limite  finito,  uguale  alla  somma 
dei  limiti  di  w^ ,  i^, , . . . ,  w„ ,  e  però  si  può  sempre  far  impicciolire  /*  suf- 
ficientemente perchè  si  abbia  |  fj^x)  —  fJix")  |  <  V»  e.  Ne  segue,  chiamando 
f(x)  la  somma  della  serie,  che  si  ha 

l>er  Ogni  coppia  di  valori  di  x'  ed  x"  pi'esiin  (a,a  +  ^0-  Dunque  f{x)  am- 
mette (§23)  per  x  tendente  ad  a,  dalla  destra,  il  limite  A^  +  0)- 

b)  Ciò  premesso,  dimostriamo  che  questo  limite  è  appunto  la  somma 
della  serie  formata  dai  limiti  dei  termini  della  serie  data.  Si  ha 


i  1 

Dato  e  positivo  e  piccolo  ad  arbitrio,  esiste  un  numero  v,  tale  che,  per 
w>  V,  è  sempre  |9n(^)l<V«^  P®*'  ^^^^^^  i  valori  di  x  presi  in  (a,a-|-70-  Ora, 
fissato  w,  si  faccia  tendere  x  ad  a.  Poiché  u^x)  tende  ad  w,(a  +  0),  si 


♦  Analisi  algebrica,  p,  126. 


j 
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ha,  per  h  sufflcientemeate  piccolo, 


2(u,W-ii,(a  +  0))    <V,e, 


e  però,  in  virtù  di  (4), 


i/w-2;^>+o)i<v,e. 


Quindi,  osservando  che  anche  f{x)  —  f{a  +  0)  si  può  rendere,  in  valore 
assoluto,  inferiore  ad  Vs^,  facendo  si  che  rimanga  tale  quando  x  si  acco- 
sta indefinitamente  ad  a, 


n 


|/(«+0)-2«>  +  0)|^|/(a  +  0)-/(x)|  +  |/(x)-2;«X«  +  0)|<e. 

1  i 

Dunque  f{a  +  0)  =  uj^a  +  0)  +  u^a  +  0)  +  u^a  -f  0)  +  . . . 

81.  Teorema  IV.  Se  una  sevie  di  funzioni  continue  converge  uni- 
t  or  ine  niente  s  la  somma  della  serie  è  una  funzione  continua. 
Infatti 

/(«)=]S««('»)     '    /(«±0)=2«.(a±0). 

1  1 

La  seconda  uguaglianza  si  può  affermare  in  virtù  dell'uniformità  e  del  teo- 
rema precedente.  D'altra  parte  si  ha,  per  la  continuità  dei  termini, 

i4^(a)  =  ti^(a  db  0)  ;     quindi    /(a)=/(adtO)  . 

Dunque  f{x)  è  una  funzione  continua. 

,82.  Teorema  V.  Se  le  derivate  dei  termini  d'una  serie  convergente 
di  fazioni  formano  una  serie  unifoì*memente  convergente,  la  somma  di 
questa  serie  è  la  derivata  della  somma  della  prima  serie. 

Limitandoci  a  considerare,  per  esempio,  le  derivate  destre,  osser- 
viamo che,  se  a  appartiene  all'intervallo  in  cui  si  avvera  l'uniforme  con- 
vergenza, e  se  si  prende  h  abbastanza  piccolo  perchè  a-^-h  cada  nel  me- 
desimo intervallo,  si  può  sempre  trovare,  corrispondentemente  a  ciascun 
numero  positivo  s,  un  numero  v,  iMipendente  da  .r,  tale  che  pern>  v 
sìa 

OD 

|2«»|<v,s> 

«H-t 
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per  tutti  i  valori  di  re  presi  in  (a ,  ^  +  fi).  Ne  segue 


n 


V4>1  V<fl  «i-Hl 


Intanto,  dopo  aver  posto,  per  brevità, 


'«=2 


«i(«  +  ^)  — «<(«) 


u\{a)  j  , 


si  osservi  che  si  ha,  applicando  il  teorema  di  Lagrangia  (§05)  alla  somma 
dei  rapporti  incrementali  negli  ultimi  n  —  v  termini, 

n 

«?.. = «y.  +  2  (  <(^)  -  «'*(")  )  ' 

dove  4,  maggiore  di  r/,  ò  minore  di  a  -{-//.  Ora  ,  fìssalo  v  nel  modo  pre- 
cedentemente accennato,  ne  risulta  anzitutto 


2  (u/4) -<(«))    <%t: 


poi,  osservando  che 


^1 


h=0  /i 


si  può  far  impicciolire  /i  sufBcieutemente  perchè  sia  l^vKV»^-  Ne  risulta 
l^*J<s  P®'^  ^^  arbitrariamente  grande  ed  //>0  arbitrariamente  piccolo. 
Ora,  fissati  v  ed  ?iy  se  in  a„  si  fa  crescere  n  all'infinito,  si  ottiene,  in 
virtù  della  convergenza  delle  due  serie  considerate, 


f(a  +  h)-fia) 


—2  "'»(") 


<e  : 


quindi 


hm =  2à^ t ('0  j 

hzzO  h  ^" 

1 


Cioè  rXa)  =  u\{a)  +  ?</,(a)  +  n'^n)  +  . . . 


83.  Osservazioni:  a)  Gli  ultimi  tre  teoremi  provvedono  in  parte 
alle  lacune  lasciate  nei  %%22,  26,  44,  in  quanto  che  ci  segnalano  infiniti 
casi,  nei  quali  le  proposizioni  concernenti  il  Umile  o  la  continuità  o  la  de- 
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rìciUfUUd  d'una  somma  di  funzioui  sussistono  malgrado  che  queste  siano 
in  numero  infinito,  ma  senza  escludere  che  le  proposizioni  stesse  possano 
valere  anche  in  altri  casi. 

h)  Ogni  funzione  continua  è  rappresentabile  mediante  una  serie  uni- 
formemente convei*gente.  Infatti,  costruita  una  successione  qualunque  di 
numeri  a, ,  a, ,  a^ , . . . ,  tendenti  a  zei'O,  se  si  prende  i^^  =  /'(a?  -|-  a^)  ed 
^<„  =  A^  + 0""/t^  + <*n-i)»  lii  somma  dei  primi  n  termini  della  serie 
^^  +  w»  +  «^3  +  •  •  •  è  f^{x)  =  f(x  +  aj ,  e  si  ha  lim  fj^x)  =  ficc).  Dunque 


n=a» 


la  serie  è  convei'gente ,  ed  il  suo  resto  è  9„(it?)=/'(a?)— /(a/'  +  aJ.  Ciò  pre- 
messo, dato  ad  arbitrio  il  numero  positivo  e,  si  può  sempre,  in  virtù  del 
teorema  di  Cantor(§38),  poiché  f(x)  è  continua,  determinare  h  in  modo 
che  la  differenza  f{p(f)  —  f{x")  sia  minore  di  e,  in  valore  assoluto,  tutte 
le  volte  che  \x' — x"\<,h.  Ne  segue,  pi'eudendo  v  suillcientemente  grande 
airinchè  per  w>  v  risulti  e  rimanga  |  a^|<^,  che  si  ha  |  ^S:x)\<^t  per  i 
medesimi  valori  di  n,  maggiori  del  numero  v,  iMipendente  da  x.  La  fun- 
zione continua  f{x)  si  trova  cos'i  rappresentata  come  somma  della  serie 
uniformemente  convergente 

/(«  +  «i)  +  l/(«^+«0~/(^  +  «,)|  +  |/(^  +  «3)-/(^  +  «i){  +  ---  • 

e)  Invece  il  teorema  IV  ci  dice  che  una  funzione  discontinua  non  è 
mai  rappresentabile  mediante  una  serie  uniformemente  convergente  di 
funzioui  contimce.  Cosi,  per  esempio,  la  somma  della  serie  (2)  presenta  una 
discontinuità  ordinaria  a  sinistra  di  0?=  1 ,  e  ciò  basta  per  asserire  che 
la  serie  non  converge  uniformemente;  ma  non  bisogna  credere  che,  inver- 
samente, la  convergenza  non  uniforme  sia  un  sicuro  indizio  di  disconti- 
nuità per  la  somma  della  serie:  basti  l'esempio  della  serie  (3),  che  ha  per 
somma  la  funzione  continua  a?,  mentile  non  converge  uniformemente. 

d)  Analogamente  il  teorema  V  mostra  che  la  convergenza  uniforme 
della  serie  derivata  è  sufficiente  perchè  si  possa  affermare  che  la  derivata 
della  somma  della  serie  primitiva  esiste  ed  è  uguale  alla  somma  delle  de- 
rivate dei  termini;  ma  la  condizione  stessa  non  è  necessaria,  poiché  vi 
sono  *  serie  che  si  possono  derivare  termine  a  termine,  quantunfjue  non 
:>iauo  uniformemente  convergenti  le  relative  serie  delle  derivate.  E  poi  fa- 
cile dare  un  esempio  di  serie,  per  cui  non  è  lecita  la  derivazione  termine 
a  termine.  Così  la  serie  (1)  ha  per  somma  1  ;  e  si  ottiene,  derivando,  la  re- 
lazione 1  =(1 — 0?)  +  (or  —  a;')  -|-  (^'  —  a?')  -h  •  •  •  »  inesatta  per  ^  =  1  :  ciò 
si  deve  appunto  alla  non  unif'onne  convei'genza  dell'  ultima  serie. 


*  Vedi  un  esempio  nel  Résumé  du  Cours  cTAnalyse  di  Mansion;  p.  255. 


IS'v-iX'upX>*  H-tx  «exMe  d±  potexksBO. 


8-1.  Ha  pur  noi  specialii  iiiipui-tiui/ii  la  l'aiiiiiv-si-iitiiziinK;  ilcllu  (unz'u 
mciItuQte  scrii!  ili  potenze: 


.'V) 


-.  +  ",-  +  " 


=  +  u,^'  +  . 


(6) 


I'hi-  tali  serie  è  foiidauieutale  il  segueute  teoi'eiiiii:  h»«  nei-ie  di  potenze 
converge assnluUimeìili' efi nnifbrmeiìipntc  nell' inlcfKallo  ( — «,«),  esclu- 
si al  più  ffli ostreìiil,  Si'pf-r  x=«  i moiloì-inini costituiscono  un  insiemi' 
finito.  Si  osseiTÌ,  iiifatti.  che  la  sei-io  si  può  considerare  come  otteuata 
moltiplicando  |«)r  le  ijuaatitji  a„ ,  a,a  ,  «,«' ....  (supposte  tutta ,  in  valore 
assoluto,  minori  d'nii  certo  uuraei'o)i  tei'miiii  della  sene  1  +  — -1 — ;  +  •■■• 
e  siccome  (§70,«)  rmesta  couvei^o  assolutamente  ed  uniformfmeiite  in 
{ —  »,  a),  esclusi  gli  estremi,  altrettanto (§77)  si  può  affermare  della  se- 
rie proposta.  Evidentemente  la  condizione  enunciata  può  essere  soddisfatta 
quando  la  serie  nou  convei-ge  io  uu  estremo,  giacché,  crescendo  n  all'in- 
finito, può  anche  darsi  che  ajx."  rimanga  finito;  ma  è  certo  che  la  coQdì- 
zione  stessa  è  sempre  soddisfatta  quando  la  sei-ie  convelle  in  un  ostretoo, 
perchè,  in  questa  ipotesi,  essendo  linia„a"  =  0,  ai  può,  datosi  ad  ai'hltrìo 
un  numero  positivo  l',  e  deterniiuato  il  più  piccolo  numero  intei-o  v,  tale 
che  per  )t>v  sia  jr/ „»"[<;',  tr-ovai-e  un  numero  l  abbastanza  gi-aode  per- 
chè si  abbia  |fl,a"|  <  /  per  n  <  v;  ed  è  chiai-o  che  si  avrà  puro  |  o„«"  |  <  / 
qualunque  sia  n ,  giacché  f^|a,«"'|<C'-  Ne  segue  che /a  serie,  se  co»- 
verge  in  uno  degli  estremi  dell' intervallo  ( — a. a),  concetge  anchtì  in 
tutto  l'intervallo,  escluso  al  più  l'altro  estremo,-  ed  è  uniforme  la  sua  cou- 
vergenza  nell'intervallo  s(<'sso,  esclusi  al  più  gli  estremi. 

85.  Raggio  di  convergenza.  Può  darsi  che  uon  esista  un  numero 
positivo  «,  tale  che  la  serio  (5)  sia  convei-gente  per  j:^a.  In  rpiesUi  caso 
risulta  subito  dall'ultimo  teorema  che  la  serie  couvei-ge  solo  iter  j-  =  0 
(ciò  accade  per  la  serie  il  cui  tenniue  generale  è  nlaf).  Può  darsi  invece 
che  i  numeri  come  a  siano  grandi  quanta)  si  vuole,  nel  qual  caso  la  ssrt« 
sari  convei-gente  iter  tutti  i  calori  di  -x  (basii  l'esempio  della  serie  che  hft 
per  termine  generale  j^/n!).  Ma  quando  per  un  valore  di  x  In  serie  uon 
è  convergente,  l'insieme  dei  numeri  positivi  a  è  necessariamente  liulte^ 
e  perù  (§4)  ammette  il  limite  superioi-e  p.  che  può  non  essere  uu  massi- 
mo. Adunque  i  raloridl  \,  die  filano  conrergere  ima  serie  procedente  Si 
conilo  le ixìlenze di  x.  caslìtaiscouo  un  intercallo  ( — p.p).  negli  estren 
del  quale  può  nondimeno  cessare  la  cotiverganza.  mentre  iiell' Infeìvia  nm 
sta  è  sempre  assolala  ed  unifiHnio.  I  due  rasi  ciiiisiderati  in  principio  si 
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poNSoiio  iucluderenel  caso  generale:  essi  corrispoadcao  alle  ipotesi  p=0, 
p  =  oo.  In  tutti  i  casi  il  aumei*o  p  si  chiama  raggio  di  coiicergenza  della 
serie  che  si  considera.  Per  le  serie 


X»*  w^  X*' 


2-»  -2-2^ 

^"  ^"  n  *■  n 

1  1  1 

si  ha  p  =  1,  vale  a  dire  che  l'iatervallo  di  convergenza  è  (—1,1)  per  le 
tre  serie;  ma,  mentre  per  la  prima  bisogna  escludere  entrambi  gli  estre- 
mi, e  per  la  seconda  il  solo  estremo  superiore,  soltanto  la  terza  converge 
in  tutto  l'intervallo.  In  altri  termini,  i  valori  di  w  che  rendono  conver- 
genti le  tre  serie  son  privi  di  minimo  e  di  massimo  nella  prima  serie, 
hanno  soltanto  il  minimo  nella  seconda,  ed  ammettono  minimo  e  massimo 
nella  terza. 

86.  Determinazione  di  p.  Ammessa  l'esistenza  del  numero 


p  =  lim 


il— ce 


«n-1 


«n 


si  dimostra  agevolmente  che  questo,  appunto,  è  il  valore  del  raggio  di  con- 
vergenza Si  consideri  infatti  la  serie  formata  dai  valori  assoluti  u^  dei 
termini  della  serie  (5),  e  si  osservi  che,  per  n  infinito. 


lini  — —  =  lim 


|x| 


È  noto*  che,  se  |a7|<p,  la  serie  delle  u  è  convergente,  e  però,  ricordan- 
do un  teorema  di  Dirichlet  *,  converge  assolutamente  la  serie  (5).  Ne  se- 
gue che  il  raggio  di  convergenza  non  è  minore  di  p  ;  uè  potrebbe  essere 
maggiore y  altrimenti  nell'intervallo  di  convergenza  esisterebbei*o  valori 
di  x'^p,  per  i  quali  la  convergenza  della  (5)  sarebbe  assoluta,  come 
sempre  accade  nelfinteìmo  del  detto  intervallo,  mentile  d'altra  parte,  es- 

sendo  lira — ^>  1,  la  serie  dei  valori  assoluti  dei  termini  sarebbe  diver- 

gente,  contrariamente  al  teorema  di  Dirichlet.  In  modo  analogo  si  dimo- 
stra che,  se  esiste  il  numero 

1 

p  =  lim^^ , 

questo  è  il  valore  del  raggio  di  convei'genza.  Basta  osservare  che,  per  n 
infinito. 


n  n 

lim  vu^  =  lim  V\  a^x^  |  = 


"rm_i!!i, 


|x| 


p 


*  Analisi  algebrica^  pp.  138, 163. 

11 


e  ripetere  le  coiisidm-azioui  pr'ecedenti,  invocaudo  un  uoUi  *  tàoi-oiuii.  Per 
questa  via  si  riesce  auche,  indire tlumeute,  a  coustiitace  l'identità  iieces- 
sarìa  fra  i  due  limiti  coasiderati.  Quaudo  iiuesti  limiti  uuu  esistono,  si 
può  ricorrere  al  teorema  che  segue. 

87.  Teorema  di  Hadamard.  Se  i  nunterl  K[aJ  ,  per  n  =  1 ,  2 , 
3 , . . . ,  costituiscono  un  insteìne  finito,  il  numero  inverso  (tei  loro  limite 
massimo  7nisuì'a  il  i-aygio  di concergenza  delta  serie  a„-l-a,x-fa,x'+,..** 

Infatti,  se  si  rappreseuta  con  1/p  il  detto  liniite,  che  siìuijice  (§  8)  «si- 
ste, è  ngto  (§  11)  che  le  disuguaglianze 

vw\<' .  v\^.\>' .  ('<}<')        'M 

sono  soddisfatte,  la  prima  per  lutti  i  valori  di  n,  supei-lori  ad  uu  csrto  mi- 
merò, la  seconda  per  taluni  valori  di  h,  grandi  tiuauto  si  vuole.  Ora,  se 
uella  serie  data,  il  cui  termine  generale  è  u^^a„a-'^,  si  suppoue  \x\  <p, 
si  può  fra  |d:'|  e  p  inserire  un  numero  ijp;  poi,  preso  /  in  modo  che  sia 
q!=\x\.l,  si  ha  sempre,  a  partii-e  da  un  certo  valore  di  n, 


^'l»,.l  =  l'l•l'l«..I<^<l 


l"..l<»- 


0  però  la  serie  proposta  convei^  assolutamente,  giacche  i  suoi  termini 
finiscono  per  essere  inferiori,  in  valore  assoluto,  ai  corrispondenti  termini 
della  progressione  geometrica  convei'gente  l+f/+  q'-\---.  Se  invece  si 
ha  |a-|>p,  si  può  prendere  l"  in  modo  che  sia  l^sel.l',  e  non  si  ces- 
serà mai  d'incontrare  valori  di  n,  per  i  quali  si  avrà 


|/|u„(  =  |.r|.|>|aj>]      ,      |«„|>1   . 

Ne  segue,  in  questo  caso,  che  la  serie  non  i'  convei-gente ,  perché  lafl 
dizione  liraM„^0.  necessaria  per  la  wjavei^enza,  non  può  essere 
sfatta.  Dunque  p  è  il  limite  superiore  dei  valori  dì  \x\,  per  i  quali  % 
verge  la  serie  considerata.  Si  noti,  per  finire,  che,  per  avei-e  p=oo, 
cessarlo  e  sulHcieote  che  il  limite  massimo  (e  per  conseguenza  aad 

limite  minimo)  di  V\a^\  sia  uullo.  Dunque  in  limici fl„|  =  0  sta  q 

occorre  e  basta  affinchè  la  serie  a,,  -|-  a,x  -\-  a,x*  +  ■  •  ■  *"*  convergente 
tutti  i  valori  di  x. 


*  Analiiì  aigtbriea,  p.  HO. 
**  Il  Sur  le  rayon  dt  conBergtiice  dei  itriei  ordoii; 
riablt  »  oei  CompUt-rtndia  de  11' Accademia  delle  iscieQi< 


di  Parigi,  1888,  p.  ?59. 
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88.  Derivazione.  Passiamo  ora  a  considerare  la  serie  formata  dalle 
derivate  dei  termini  della  serie  (5): 

Il  raggio  di  convergenza  p'  di  questa  serie  non  può  essere  maggiore  del 
raggio  p  della  (5),  perchè,  crescendo  n  all'infinito,  il  termine  generale 
najcf^^  della  serie  (6)  finisce  sempre  per  superare ,  in  valore  assoluto ,  il 
termine  a^o?*  della  serie  (5).  D' altra  parte  si  attribuisca  ad  x  un  valore 
positivo  qualunque  4,  minore  di  p,  ma  vicino  a  p  quanto  si  vuole,  e  si 
prenda  fra  4  e  p  un  numero  a.  Siccome  la  serie  (5)  è  convergente  per  a?=«, 
si  ha  limala**  =  0,  e  però  (§  77)  la  serie  (6)  converge  assolutamente  ed  u- 
niformemente  in  ( — 4,4),  perchè  si  può  considerare  come  ottenuta  mol- 
tiplicando per  le  quantità  a^ ,  a^d ,  ajjf , . . . ,  costituenti  un  insieme  finito, 

ce  oc 

i  termini  della  serie  1  +  2  — f-^— ì4"-'->  1^  ^^  convergenza (§ 79, a)  è, 

per  |a?Ka,  assoluta  ed  uniforme.  Dunque  p'  non  può  essere  minore  di  p. 
Ne  segue  che  la  serie  (6)  ammette  lo  stesso  intervallo  di  convergenza  del- 
la serie  (5),  esclusi  al  più  gli  estremi,  nei  quali  si  capisce  che  la  deriva- 
zione può  far  comparire  la  divergenza  o  l'indeterminazione,  mentre  nel- 
r  interno  persiste  inalterata  la  convergenza  assoluta  ed  uniforme.  In  vir- 
tù di  questa  uniformità  possiamo  affermare  (§  82)  che  g{x)  èia  derivata 
di  f{fc)\  e  siccome  questa  conclusione  vale  per  qualunque  serie  di  poten- 
ze, sarà  lecito  applicarla  alle  serie  che  si  ottengono  derivando  successi- 
vamente, termine  a  termine,  la  serie  (6),  dimodoché  si  ha 

1  fl  s 

Da  queste  relazioni  e  dalla  (5)  si  ricava  subito,  per  a?  =  0, 

/(0)  =  a,  ,  /'(0)  =  a,  ,  r(0)  =  2a,  ,  f"\0)  =  Qa,  ,  ...  , 

e  si  perviene  cosi  all'importante  conclusione:  se  una  funzione  f(x)  è  rap- 
jn^esentabile  mediante  una  serie  di  potenze,  questa  è  necessariamente 

/(x)  =/(0)  +  ^  /(O)  +  ^  r(0)  +  ^-^  /»  +  . . .  .  (7) 

Così  noi  già  possediamo  una  regola  per  isvolgere  in  serie  di  potenze  una 
data  funzione  f{co)\  ma  non  abbiamo  ancora  il  diritto  di  applicarla,  per- 
chè ci  manca  un  criterio  che  ci  assicuri,  volta  per  volta,  della  legittimi- 
tà d'un  tale  sviluppo.  Questa  lacuna  sarà  subito  colmata. 
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89.  Forinole  di  Taylor  e  di  Maolaurin.  Alla  (7)  si  può  dare 
una  forma  più  generale  cambiando  prima  f{x)  in  f{X'\'a),  poi  x  in  x — a. 
In  tal  modo  si  ottiene  lo  sviluppo  di  f{x)  in  serie  che  procede  secondo  le  ' 
potenze  di  x  —  a\ 

fix)  =f{a)  +  ^/'(«)  +  "^^-/»  '+  Y^^V»  +  . .  •  .    (8) 

Per  poter  decidere  della  legittimità  d'un  tale  sviluppo  si  è  sempre  in  di- 
ritto di  porre 

/(x)  =/(«)  +  ^/'(a)  +  ^-^^V»  4  •  •  •  +  ^(^~"|^' /'-"(«) +R»  ,  (9) 

e  di  dare  al  resto  R,^  la  forma 

_  (u:  —  a)\{x) 
■(n_l)!v      • 

in  cui  V  è  un  numero  arbitrario,  positivo,  e  9  è  una  certa  funzione  di  x  , 
che  dipende  anche  da  n  e  da  v.  Ammessa  l'esistenza  della  derivata  n**" 
di  f{x)  in  tutto  un  intervallo,  in  cui  cade  a,  fissiamo  momentaneamente 
in  tale  intervallo  un  altro  numero  b,  e  consideriamo  la  funzione 

In  virtù  di  (9)  si  ha  F{a)  =  r(p),  ed  è  poi  visibile  che  F{b)  =  f{b).  Adun- 
que la  funzione  F(^)  prende  valori  uguali  negli  estremi  di  (a,&),  e  però 
la  sua  derivata  deve  annullarsi  (§  62)  per  qualche  valore  4,  appartenente 
a  tale  intervallo.  Intanto  un  calcolo  facile  dà 

Quindi,  esprimendo  che  questa  funzione  prende  il  valore  0  per  a?=è,  si 
trova  il  valore  di  (0);  e  finalmente  si  ottiene,  dopo  aver  restituito  x  nel 
posto  di  b, 

<p(x) = (X  -  èr-y'-'(4)  ,  K=  ^"^  "^-^i^v^^""*  -^'"'^^^  ' 

dove  4  è  compreso  fra  a  ed  x.  Se  si  pone  4=(1—  6)rt  +  O.»,  con  6  com- 
preso fra  0  ed  1 ,  si  può  anche  scrivere 

(n —  l)!v 


—  85  — 

La  formola  (9),  completata  con  questa  espressione  del  resto,  si  chiama 
formala  di  Taylor.  In  particolare ,  per  ^  =  n  e  v  =  1 ,  si  trovano  le  se- 
guenti espressioni  del  resto,  dovute  rispettivamente  a  Lagrangia  ed  a 
Cauchy : 

II.  ^fl  —  1)1 

La  forma  di  Lagrangia  è  indubbiamente  la  più  semplice,  ma  non  sempre 
permette  di  rendersi  conto  del  modo  di  comportarsi  di  R„  quando  n  cresce 
all'infinito.  Si  ricorre  allora  alla  forma  di  Cauchy;  ma  neppur  questa  è 
sufficiente  in  qualche  caso,  e  si  è  pertanto  obbligati  a  servirsi  della  forma 
generale.  Ad  ogni  modo,  data  una  funzione  f{j'),  e  costruita  Tuna  o  l'al- 
tra espressione  di  R^,  se  si  riconosce  che  questa  tende  a  zero  per  n  infi- 
nito, si  è  in  diritto  di  svolgere  f{x)  in  serie  secondo  la  formola  (8).  In  par- 
ticolare, per  a  =  0,  si  ricade  sullo  sviluppo  (7);  ma  noi  possiamo  ora,  po- 
nendo rt  =  0  in  (9),  scrivere  con  maggior  precisione  e  generalità,  anche 
quando  f{a')  non  è  rappresentabile  mediante  una  serie  di  potenze, 

/(x)  =/(0)  +  ^f{0)  +  ~  /"(O)  +  . . .  +  -  ^_^|- -  /'-i'(0)  4-  R,  ,   (10) 
dove 


a;*  .x" 


E„=  -/^"xe-c) ,      o      B,.  =  ■■ — --  (1  -  e)-y""(ea:) , 

n  !  (n  —  l  )  ! 


o,  più  generalmente, 


X** 


(n  —  1)  !  V 

La  formola  (10),  completata  con  una  di  queste  espressioni  del  resto,  è  la 
fotvìwla  di  Maclaurin.  Ed  ora,  riferendoci  a  quanto  abbiamo  detto  in  fine 
del  precedente  paragrafo,  ci  accorgiamo  di  esser  giunti  a  possedere  nell'e- 
same di  R^,  per  n  infinito,  il  mezzo  di  giudicare,  volta  per  volta,  se  lo 
sviluppo  (7)  è  legittimo. 

00.  Osservazioni:  a)  Non  si  creda  che  basti  la  convergenza  delle 
serie  di  Taylor  o  di  Maclaurin  perchè  i  corrispondenti  sviluppi  siano  le- 
gittimi. Può  ben  darsi,  per  esempio,  che  la  serie  (7)  sia  convergente,  ma 
non  rappresenti  r{x).  Bisogna  infatti  notare  che  R^  non  è  il  resto  della 
serie,  ma  è  semplicemente  la  differenza  tra  f{x)  e  la  somma  dei  primi  n 
termini  della  serie  (7),  e  però  nulla  impedisce  che  tenda,  per  n  infinito, 
ad  un  limite  g{cc),  non  costantemente  uguale  a  zero,  nel  qual  caso  la  serie 
rappresenterebbe,  non  f{x)y  ma  t\cc)-^g{x).  Naturalmente,  siccome  lo 
sviluppo  di  f{x)  —  g{x)  non  può  aver  luogo  se  non  nell'  unico  modo  indi- 
cato dalla  (7),  la  g{x)  non  è  una  funzione  qualunque,  ma  è  tale  che  deve 
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per  00  =  0  annullarsi  insieme  a  tutte  le  sue  derivate;  ed  è  appunto  que- 
st'obbligo  di  soddisfare  ad  infinite  condizioni  che  rende  assai  difficile  l'e- 
sistenza di  siffatte  funzioni  g.  Tuttavia  se  ne  ha  un  esempio  semplice  nella 

funzione  coìitinua  g{£c)  =  e  **,  necessariamente  uguale  a  zero  per  .^=0. 
Prima  si  osservi,  richiamando  un  precedente  risultato  (§  71,  a),  che 

//(0)  =  lim  —  —         ==lima;  'e  •^*  =  lims'c  -  =  0  , 

E  poi  facile  dimostrare  che,  se  per  a;  =  0  è  nulla  la  funzione  ^**\  anche 
^i«+t»  ^  uguale  a  zero.  Infatti  le  successive  derivazioni  di  g,  per  .r^O, 
conducono  a  risultati  della  forma 


{}  però 


xt 


1  ri^-  I 


h)  Un'altra  osservazione  riesce  utile  in  varii  casi,  in  quanto  che 
rende  superfluo  l'esame  diretto  del  modo  di  comportai*si  di  R„  per  n  infi- 
nito. Abbiamo  detto  che  per  esser  sicuri  delia  legittimità  dello  sviluppo 
(7)  è  indispensabile  constatare,  non  che  la  serie  converge,  ma  che  R,^  ten- 
de a  zero.  Orbene,  sempre  che  si  riesce  ad  assicurarsi  che  la  derivata  n"**^, 
pui*  crescendo  n  all'infinito,  si  conserva  finita  nell'intervallo  (0,0?),  quella 
condizione  è  soddisfatta,  e  lo  sviluppo  è  legittimo.  Per  dimostrar  ciò,  poi- 
ché il  valore  assoluto  di  /''**'(0a?)  non  può,  crescendo  n,  superare  un  certo 
numero,  basta  far  vedere  che  a?'V*i!  tende  a  zero;  ed  effettivamente  dal- 
l'eguaglianza 


x^  a;**-*         X 


ni       (n — 1)!     M 

si  deduce  subito  che  il  primo  membro  finisce  per  decrescere  sempre  in  va- 
lore assoluto,  appenachè  n  supera  |^|,  e  però  tende  ad  un  limite  l;  poi 
si  ha,  prendendo  i  limiti  dei  due  membri,  ^  =  /.0  =  0. 

91.  Esercisii:  a)  La  derivata  n'""»  di  /(j;)=c^  è  /'•»Xa;)=c*,  funzione  finita 
in  ogni  intervallo ,  qualunque  sia  n  (giacché  non  dipende  da  n).  È  dunque  inutile 
esaminare  l'espressione  di  B^,  perchè  si  è  sicuri  a  priori ^  in  virtù  dell' ultima 
osservazione,  che  R^  tende  a  zero  quando  n  cresce  all'infinito.  Intanto  si  ha 
f^^\0)  =  1 ,  e  conseguentemente 

X     .       X*      .  x^  x^ 


^       ^"*"   l'^1.2*^1.2.3  '^1.2.3.4''" 


•  •  • 
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qualunque  sia  x.  In  modo  analogo  si  ottengono  gli  sviluppi  seguenti  : 


b)  Per  /(a:)  =  c*<»«<»co8(x8ena)  o  /(x)  =  e««>»«sen(xsena)  è  noto  (§61,  e) 
che  si  ha,  rispettivamente, 

/<'*^(x)  =  c*«o««0O8(na  -{-  xsena)     ,    /***'(x)  =  cJpco»«8en(?ia  +  xsena)  , 

sicché  /***'  (0)  =  cos na  o  /'**^  (0)  =  sen  na  ;  e  però 


c*«>««cos(xseno)  =  1 H cos  a  -1 cos  2a  -4 cos3a  -t- 

^  ^         ^1  ^1.2  ^  1.2.3  ^ 


•  •  » 


X  x'  x' 


gapcosaaen(x8ena)  =  —  sena -4 Ben2a-\ 9en3a  +. . .  . 

^  ^1  ^1.2  ^  1.2.3  ^ 

Quest-e  formolo  includono  le  precedenti  per  a=0  ed  a=*/,W.  Si  trovano  poi  gli 
sviluppi  di  c*cosx  e  di  e^senx  facendo  a=*'^ir,  e  cambiando  x  inxJ/2;  ecc. 
e)  Per  /(x)  =  log(l  4"  x)  sì  ottiene 

A^  —  ^Y'         f''\0)       (—1)'^* 
(1  -f-  x)*'  n  !  n 

Quindi 

log(l  +  x)  =  x~-^  +  ^-...+^-ir-^+R^  , 
dove  , 

n        Vi +  6x7  ^  •*         l  +  Ox     \l  +  6x/ 

Per  x>l ,  come  per  x  ^  —  1 ,  possiamo  dispensarci  dall' esaminare  le  espressioni 
del  resto,  gicu^chè  si  vede  direttamente  che  in  questi  casi  la  serie  non  converge. 
Quando  x  si  suppone  non  maggiore  di  1 ,  ma  positivo,  il  raj)porto  di  x  ad  1  -}-  0  '- 
è  inferiore  ad  x^l,  e  però  la  sua  potenza  n"'"*  si  conserva  tìnita  mentre  1/h 
tende  a  zero.  Ne  segue,  adoperando  la  prima  forma  del  resto,  lim  R^^  =  0.  Invece 
per  X  maggiore  di  —  1 ,  ma  negativo ,  si  deve  ricorrere  alla  seconda  forma  del 
resto,  perchè  la  prima  non  lascia  vedere  come  si  comporta  R^  per  n  infinito.  Ora, 
poiché  i  rapporti  di  1  ed  1  —  6  ad  1  -[-  6x  si  mantengono  inferiori  rispettiva- 
mente ad  1/(1  '•\^  x)  e  ad  1 ,  mentre  x^  tende  a  zero ,  è  chiaro  che ,  anche  iu 
questo  caso,  limR^  =  0.  Adunque  nell'intervallo  ( —  1,1),  escluso  l'estremo  in- 
feriore, 

log(l.  +  *)  =  X  -  V,x'  +  V,x'  -  V»x»  +  .  .  .  . 

d)  Per  sviluppare  in  serie  la  funzione  ^t=arctgx,  rammentiamoci  (§51,  e) 
che  la  derivata  n*^  é  (n  —  1)  !co8**y .  senn(y  -}"  Vs^)*  ^  resto  nella  serie  di  Mac- 
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laurin ,  sotto  la  forma  di  Lagriingia ,  é  il  proilotto  di  x^jn  per  una  quantità  che  si 
conserva  finita  senza  tendere  a  zero ,  e  però  ìi^^  tende  a  zero  solo  nel  caso  che  il 
valore  assoluto  di  x  non  superi  1*  unità.  In  questa  ipotesi ,  osservando  che 

/'•"(0)  =  (n-l)!8en^, 
la  tbrmola  di  Maclaurin  dà 

are  tgx  =  x  —  Vs*'^'  4^  Vs^^  —  Vt^"  -|-  .  .  .  . 

Questa  tbrmola  è  stata  utilizzata  per  calcolare  ^.  Negli  estremi  dell'  intervallo  di 
convergenza  essa  dà 

I      ^ 1  Iti'  I  ! 

ma  cosi  non  può  servire  al  detto  calcolo,  percliè  la  serie  converge  molto  lentamen- 
te :  occorrerebbero  ventimiki  termini  per  avere  qìinttro  decimali  esatte.  Una  tbrmola 
molto  vantaggiosa  è  stata  proposta  da  Machin.  Sia  tga^^^j^  ;  quindi,  successiva' 
mente,  tg2a=*/ij  »  tg4a=  1  -{-  Vus-  Se  si  osserva  che  tg4a  supera  di  poco  l'u- 
nità, si  è  condotti  a  porre  4a=  *'\w  +  Pj  con  P  molto  x)iccolo.  Del  resto 

tg4a— 1  1 


tg4a+l         239 


Dunque ,  essendo  Y4 ^  =  4a  —  P  =  4  are  tg  — are tg  -^x^,  si  ha 

16/  4.4»  4»        ,         \ 

6\         3.100^6.100*       7.100'^       / 

4     /  1  1  1 \ 

"~  239"  V  ~~  3.67121  "*"  6767121*  ""  7 .67121»  +  *  '  7  * 

Servendosi  di  questa  tbrmola  W.  Shanks  ha  potuto  calcolare  it  con  707  cifre  de- 
cimali. Le  prime  trenta  si  possono  agevolmente  ritenere  mediante  i  versi: 

Que  j'aime  à  faire  apprendre  uu  nombre  utile  aux  sages! 
Immortel  Archimede,  artiste  ingéuieur, 
Qui  de  ton  jugement  peut  priser  la  valeurV 
Pour  moi  ton  problème  eut  de  pareils  avantages. 

Se  a  ciascuna  parola  si  sostituisce  il  numero  delle  lettere  che  la  compongono ,  si 

trova 

-re  =  3,141692653589793238462643383279...  . 

Altre  due  cifre  si  possono  scrivere  ricordando  l'osservazione  di  Catalan  ♦,  che  cioè 
un  tal  lavoro  poetico  non  potrebbe  essere  continuato,  perchè  dopo  un  altro  5  si 
l)resenta  uno  zero  ;  ma  ben  più.  utile  è  il  conoscere  qualche  valore  approssimato 
di  -re ,  onde  trarne  i)rofitto  geometricamente.  Cosi ,  limitandosi  allo  prime  quattro 

*  Nauvelle  Carrespondance  mathématt'que ,  t.  V,  p.  44. 
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decimali  in  «*=9,8696044„. ,  si  trova  per  ir  il  valore  0,26.l/l46=8,141691953..., 
la  cui  interpetrazione  geometrica  (fatta  osservando  che  146  =  6* -f- 11*)  fornisce 
nna  rettificazione  della  circonferenza  * ,  assai  soddisfacente  in  quanto  che  si  sbaglie- 
rebbe, adoperandola,  dì  circa  un  millimetro  sopra  una  circonferenza  d*un  chilometro 
di  diametro, 

e)  Proponiamoci,  per  finire,  di  svolgere  (1  +x)"*  in  serie  di  potenze.  La 
derivata  fC"^  di  questa  funzione  è 

J'^\x)  =  m{m  —  l)(w  —  2) . . .  (w  —  n  +  1)(1  -f  x)*»^»»  ; 

quindi  la  (7)  dà 

m           m(m — 1)     .       m(m — l)(m  —  2)    . 
(l+xr=l  +  -x  +  -L-^a,'  +  -i__^i_ /x»  +  ...,     (11) 

tutte  le  volte  che,  supposta  convergente  la  serie  del  secondo  membro ,  si  ha  inol- 
tre limR^  =  0  per  n  infinito.  Presto  vedremo  che  questa  condizione  è  sempre 
soddisfatta  quando  la  serie  converge ,  purché  il  primo  membro  abbia  un  significa- 
to, per  la  qual  cosa  bisogna  escludere  che  sia  m  =  0  ed  in  pari  tempo  x  =  —  1. 
Metteremo  anzi  una  volta  per  sempre  in  disparte  il  caso  ovvio  di  m=0,  giacché 
si  vede  subito  che  la  (11)  sussiste,  in  questo  caso,  qualunque  sia  x^ —  1.  Ciò 
premesso  ^  assumiamo  il  resto  sotto  la  forma  di  Cauchy  : 


K,,=.x(i  +  ex)"«-.(-^-^-J. 


(rn-l)(m^2)...{m-n)    ^^ 
1.2.8...n 


Si  noti  che  R,^j  si  trova  cosi  decomposto. in  tre  fattori,  l'ultimo  dei  quali  è  il 
termine  generale  della  serie  binomiale ,  relativa  all'esponente  m  —  1 ,  serie  con- 
vergente **  per  I  X I  <  1 ,  qualunque  sia  m ,  ed  anche  per  x  =  —  1  ed  w^l, 
come  per  x  =  1  ed  m  >  0.  In  tutti  questi  casi  i  primi  due  fattori  si  serbano  fi- 
lmiti, mentre  il  terzo  tende  a  zero,  come  termine  generale  d' una  serie  convergen- 
te; e  però  limR,^j  =  0.  Ci  resta  dunque  da  esaminare  soltanto  i  casi  nei  quali 
non  è  convergente  la  seconda  serie,  mentre  converge  la  prima;  e  questi  casi  sono 
due,  corrispondenti  alle  ipotesi  x= — 1  con  0<m<l,  ed  x=l  con  — l<wi<0. 
Nel  primo  caso  l' espressione  di  R,^^^  contiene  (1  —  ftj***"*  nel  i)rimo  fattore,  e  non 
8i  può  e»ser  sicuri  che  questo  rimarrà  finito ,  perchè  V  esponente  tn  —  le  nega- 
tivo, e  6 ,  pur  mantenendosi  inferiore  ad  1 ,  potrebbe  indefinitamente  avvicinarsi 
ad  1  quando  n  cresce  all'  infinito.  Neil'  altro  caso  è  il  terzo  fattore  che  non  tende 
più  a  zero ,  giacché  il  suo  valore  assoluto 

(-t)('-?)-(-?)>— ('+7+-+t) 


*  Proposta  da  Spechi  nel  Qiomale  di  Creile,  U  III,  p*  83.  Un'altra  costmzioDe,  che  dà  per  n 

\\  valore  meno  approswmato  4  —  2  J^2  +  V%  V^+  Va  K  6"«=  3 .  14277.. . ,  è  stata  recentemente 
proposta  da  G.  Peirce  nel  Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society^  July,  1901,  p.  427. 
**  AnàUei  algebrica,  p.  276. 
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0 

cresce  all'  infinito  con  n.  In  quest*  ultimo  caso  (x  =  1)  si  provvede  subito  assu- 
mendo B^  sotto  la  forma  di  Lagrangia  : 

m{m  —  1) (m  —  2)  . . .  (wi  —  n  +  1)  , 
^-  = 1.2.3...n —  ^'  +  ^^"'-"  • 

Il  fattore  (1  +  6)"*~*,  comunque  varii  6  con  n,  resta  compreso  fra  0  ed  1,  men- 
tre l'altro  fattore,  termine  generale  della  serie  che  si  considera,  tende  a  zero. 
Dunque  lim  R,^^=0.  Finalmente  nelF altro  caso  (x== —  1)  nessuna  delle  due  forme 
particolari  del  resto  può  servire  a  riconoscere  che  questo  tende  a  zero.  Infatti , 
presa  l' espressione  generale 

si  vede  subito  che  non  si  può  esser  sicuri  che  il  fattore  (1 — 6/'*-*  rosta  finito,  se 
non  quando  è  v^m<^l.  Prendendo  v=m  sparisce  6,  e  si  giunge  alla  conoscenza 
completa  del  resto  : 

h^.  =  -(i-t)(i-t)-G-t)- 

Evidentemente,  giacche  m  è  x)ositivo  e  minore  di  1 ,  si  ha 

e  però  limB^^^j  =  0.  Cosi  non  solo  abbiamo  il  diritto  di  scrivere,  come  caso  par- 
ticolare della  (11)  per  x  =  —  1, 

m         m(m  —  1)        m{m  —  1)  (in  —  2) 

1  ^     1.2  1.2. a       ^  ' 

qualunque  sia  m^  0,  ma  ci  accorgiamo  che  questa  eguaglianza  e  per  cosi  dire  il 
lìmite,  per  n  infinito,  dell'identità 


m       m{m  —  1)  w(m  —  l)...(?n — n  +  1) 

^""T"'        ÌT2  1.2.8...n 


=('-t)('-t)-('-7)- 


92.  Altre  utili  applicazioni  si  possono  fare  della  forinola  di  Taylor 
alla  teoria  delle  serie  numeriche.  Data  la  serie  t«j  -f  ?^,  +  w,  +  •  •  •  ^  ter- 
mini positivi  decrescenti,  immaginiamo  una  funzione  f{w),  che  vada  sem- 
pre decrescendo,  al  crescere  di  a- ,  assumendo  per  a*  =  1 , 2 , 3 ,...  i  valori 
t^^ ,  Wj ,  te, , . . .  ;  e  supponiamo  che  della  f{a))  si  conosca  una  funzione  pri- 
mitiva F{oo).  Questa  va  sempre  crescendo  con  ci\  perchè  (§  50)  la  sua  de- 
rivata è  positiva;  e  però  (§22)  tende,  per  x  infinito,  ad  un  limite  finito  o 
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infinito.  Intanto,  se  con  a  e  p  rappresentiamo  certi  due  numeri  degli  in- 
tervalli (n  —  1 , n)  ed  (n , n  +  1),  si  ha 

F(n)-F(n-l)=/(a)     ,     F(n  + 1)  -  F(n)=/(P)     ,    /(a)>u,>/(ft; 

quindi 

F(n  +  l)-F(l)<u,  +  u,  +  u,  +  ...  +  u^<F(n)-F(0)  . 

Ne  s^ue  che  la  serie  u^  +  u,  +  u,  + . . .  è  convergente  o  divergente,  se- 
concio  che  F(x)  tende,  pe^*  x  infinito,  ad  un  limite  finito  o  all'infinito.  In- 
fatti, nel  primo  caso,  la  somma  dei  suoi  primi  n  termini  si  mantiene, 
crescendo,  inferiore  ad  F(n)  —  F(0),  che  ammette,  per  ipotesi,  un  limite 
finito;  nel  secondo  caso  la  detta  somma,  superiore  ad  F(n  + 1)— F(l),  che 
cresce  indefinitamente  insieme  ad  n,  deve  a  fortiori  oltrepassare  ogni 
limite.  Questo  notevole  critetu'o  di  convergenza  è  dovuto  a  Cauchy 


.      cy^/UcL 


93.  Ora  la  formola  di  Taylor  ci  offte  il  mezzo  di  addentrarci  sempre 
più  nello  studio  della  serie  data,  anche  quando  i  termini  non  si  seguono 
ilecpcscendo.  Prima  di  tutto  vogliamo  dimostrare  il  seguente  teorema  di 
Fniuel  *:  se,  crescendo  x  all'infinito,  la  derivata  di  f(x),  supposta  unica, 
tende  a  zero  conservando  un  ceìHo  segno ,  e  decrescendo  in  valere  cls^u- 
io.  l'espressione       ft  q  PQ.  T^s^FQ d^  -  (^  ^f^o .  O^f^f  -^U^^  -^  «"  A 

«i  +  '**  +  ^3  +  ---  +  t*,^i  +  V."n-5'(n)  (12) 

tende,  per  n  infinito,  ad  un  limite  finito  l.  Infatti  a  questa  espressione  si 
può  sempre  dar  la  forma  i^i  + 1?,  + 1?,  + . . .  +  ^»  ponendo 

«,  =  F(n-l)-F(n)+V,(/(n-l)+/(n))  ; 

e  d'altra  parte,  se  si  applica  la  (9),  adoperando  la  prima  forma  del  resto, 
si  ottiene 

F(« -  V,)  =  F(n  -  1)  +  V,/(n  -  1)  +  V,/'(a)  , 

F(n-V,)  =  F(n)-V./(n)  +  V8/'(P)  i 

do7e  a  e  ^  sono  certi  due  numeri,  presi  rispettivamente  nella  metà  infe- 
riore e  nella  metà  superiore  dell'intervallo  (n  —  l,n).  Ne  segue  subito, 
eguagliando  fra  loro  i  due  precedenti  valori  di  F(n—  7s)> 

Cosi  t>i  + 1?,  -f- 1?,  +  —  ci  si  presenta ,  almeno  da  un  certo  termine  in  poi, 
sotto  la  forma  d'una  serie  a  termini  alternativamente  positivi  e  negativi, 
che  vanno  decrescendo  in  valore  assoluto,  e  tendono  a  zero.  Ne  segue 


*  InUrmidimre  des  mathémoHci^nst  1. 1,  p.  234. 
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che  Vj  +  Vj  +  t*3  +  •••  è  convei'geate ,  e  la  sua  somma  /  rappresenta  ap- 
punto il  limite  dell'espressione  (12).  Ciò  premesso,  se  si  osserva  che  la 
somma  y„+i  +  i',»^,  + . . .  resta  sempre  compresa  fi*u  0  e  —  Vs  A^)>  si  può 
scrivere 

"i  +  H,  +  H,  +  , . .  +  «,^  =  F  (n)  +  V,/(n)  +  ^IJXn)  +  l  ,  (13) 

dove  0  è  compreso  fra  0  ed  1.  Questa  formola  è  molto  utile  per  la  valu- 
tazione approssimata  di  talune  somme;  ma  in  ciascun  caso  converrà  stu- 
diare direttamente  v^^  +  v^^  +  •  •  •  per  ottenere  una  maggiore  approssi- 
mazione. Vedremo  infatti  che,  ponendo  p„  al  posto  di  ^Uf\n)  nella  (13),  si 
può  facilmente  riuscire  a  dedurre,  volta  \yer  volta,  una  più  soddisfacente 
espressione  approssimata  di  p,^  dalla  considerazione  diretta  dell'espres- 
sione equivalente  —  (i'n+i  "^  ^Vi  +  •  •  •)•  l^^l  resto,  nel  caso  generale,  la 
formola  di  Taylor  può  fornire  uguaglianze  analoghe  alla  (13),  sempre  più 
precise;  ed  infatti  basta  prendere  due  soli  termini  di  più,  nella  detta  for- 
mola, per  essere  condotti  a  sostituire  ^-^fin)  con  ViiA^)  — ^i9j/'"(^)»  '" 
(13),  purché  le  ipotesi  già  fatte  per  f  si  trasportino  ad  /"". 

94.  Esampii:  a)  Mediante  il  criterio  di  Cauchy,  dimostrato  nel  §  92,  si  riesce 
a  constatare  in  modo  assai  rapido  la  divergenza  delle  serie,  definite  dai  termini 
generali 

1  1  1 


•   • 


n      '      nlogn      '      nlognloglogn 

Basta  osservare  che,  per  n  infinito,  questo  funzioni  tendono  a  zero  decrescendo, 
e  che  ammettono  le  funzioni  primitive 

logn     ,     log  log  ?i     ,     log  log  log  ?t  ,  ...  , 

indefinitamente  crescenti  con  n.  Poi  dal  teorema  di  Franel  si  possono  avere  altre 
indicazioni  sulle  dette  serie.  Così ,  per  esempio,  si  può  esser  sicuri  che  il  numero 

/11.  1  \ 

1^^  l^  +  ir  +  T"^ 1 ^^g^) 

t»=oo  \  2  4)  n  / 

esiste  ;  ed  infatti  noi  già  sappiamo  (§  73)  che  questo  numero  non  è  che  la  costante 
di  Eulero  0  =  0,677215064901... .  Similmente  esiste  il  numero 

iS  fe  +  3i3iù + -  +  ;n^  - '^^H  ■ 

il  cui  valore  si  riesce  a  calcolare  per  altre  vie,  ed  è  *  0,794678045453.. . 
b)  Mercè  la  (13) ,  presa  sotto  la  forma  più  generale 

t*i  +  w,  +  u,H [-i*,^  =  F(n)  +  V,/(n)  +  p,^  +  Z  ,  (14) 


*  Intermédiaire  des  matkématiciens ,  i.  V,  p.  101 . 
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sì  può  andare  oltre  nella  valutazione  approssimata  del  primo  membro.  Cosi ,  per 
tt^  =  1/n ,  si  ha  /(n)  =  1/n  ,  F(n)  =  logn ,  /  =  O ,  e  ci  resta  da  valutare  la  somma 
p^=  —  (^'«+1  +  ^n+i  +  •••)»  della  quale,  per  ora,  sappiamo  soltanto  che  tende  a 
zero  quando  n  cresce  air  infinito.  Nel  caso  attuale 


«n 


6  poiché 

^^n  — 1  ""^\2n  — l'asci»  — 1)' "^6(211  —  1)»"'        /  ' 

*^*(;r31  +  T)="^(27~l  +(2n  -  1/  +(2^-1)'  +"7  ' 
si  vede  subito  che  si  ha 


quindi 


_     /         1  2  3  \ 

^-  ~\3{2n—Tf  "^  6(2n— 1/  "^  7(2n  —  ij^  "'         /  ' 

4/123  \ 

^  ^  ^'*'  '^  8(2n  — 1)  l (2n  —  1)*  "*"  (2n  —  1)*  "^  (2n  —  1)«  "^        /  ' 


e  finalmente 


^  ^^""^  12n'(n  —  1)*  ""  l2  \(n~  1)*  "^  ^/  * 


Dunque  0  ^  —  p^  <  l/12n*;  e  però,  rappresentando  con  6  un  numero  compreso 
tVa  0  ed  1 ,  si  vede  che  la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  armonica  è 

H  =logn  +  — r  +  O  .  (15) 

^    ^  2n       12n*  ^  ^     ^ 

Cosi,  per  esempio,  se  ci  si  domanda  la  somma  dei  primi  centomila  termini,  ora  sia- 
mo in  grado  di  rispondere,  ponendo  n=  10'  nel  secondo  membro  di  (15),  che  la 
somma  richiesta  è  12,090146... .  Invece  per  n=  10,  nella  quale  ipotesi  il  primo 
membro  si  può  calcolare  direttamente,  se  inoltre  si  prende  6  =  1,  la  (16)  fa  co- 
noscere O  con  cinque  cifre  decimali  esatte. 

e)  Se  t*^  =  logn,  si  può  prendere  F(n)  =  nlogn  —  n,  giac^ìhè  la  derivata 
di  xlogx  —  X  è  Ioga;.  Il  numero 

lim (log(n  !)  —  (n  -f  %)\ogn  -f  n) 

esiste,  in  virtù  del  teorema  di  Franel  ;  ed  in  seguito  ne  troveremo  il  valore  l  ugua- 
le a  log y2it*  Intanto,  per  applicare  la  formola  (14),  osserviamo  che 

•li  1  1 

d'onde 

•^<-*-<T((i;r3ri7+(2;r=rijr+"-)=èC7irr-T)' 
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e  per  conseguenza  0  <  p^  <  1/12  n.  Ora  la  (14)  diventa 

log(n  !)  =  (n  +  V,)  log  n  -  n  +  -^  +  log  J/2Ìi  ,  (16) 

e  se  ne  deduce,  passando  dai  logaritmi  ai  numeri,  1*  importante  formola  cU  Stirling  : 


caioixe  se 

05.  Se  il  rapporto  di  due  funzioni  tende  ad  1  quando  la  variabile  in- 
dipendente cresce  all'inlinito,  o  pure  quando,  nel  tendere  di  questa  ad  un 
limite  finito,  le  funzioni  vanno  crescendo  oltre  ogni  limite,  si  dice  che  una 
(ItiUe  funzioni  è  assintotica  all'altra.  Se,  dopo  aver  trovata  una  funzione 
9^,  assintotica  ad  una  data  /',  si  riesce  a  trovarne  un'altra  9^,  assintotica 
ad  /*— 9o»  P^^  un'altra  9,,  assintotica  ad  /*— 9o  — 9i,  e  cosi  via,  si  ot- 
tiene la  rappresentazione  assintotica  della  funzione  data: 

fW  =  9o('«^)  +  9iW  +  9i(''«)  H • 

Questa  eguaglianza  va  intesa  in  un  senso  convenzionale,  come  quella  che 
compendia  le  seguenti ,  il  cui  senso  preciso  ci  è  noto  : 

9o(^)  9iW  9.W 

Evidentemente  le  funzioni  9©  >  9i  >  9i  »  •  •  •  sono  tali ,  che  il  rapporto  di  cia- 
scuna alla  precedente  ha  per  limite  0,  dimodoché,  se  nel  costruire  suc- 
cessivamente le  funzioni  9  si  perviene  ad  una  costante,  le  funzioni  se- 
guenti hanno  tutte  0  per  limite.  Tutto  ciò  è  applicabile  al  caso  d'una  va- 
riabile crescente  all'infinito  per  valori  mtef^i;  ed  è  anzi  questo  un  caso 
importante,  come  presto  vedremo,  rispetto  al  caso  generale. 

96.  Esempii:  a)  Si  è  visto  (§  73, y)  che,  quando  x  tende  a  zero,  dalla  destra, 
a:r(x)  tende  all'unità:  ciò  si  può  esprimere  dicendo  che,  a  destra  dello  zero,  V(x)  è 
asintotica  ad  1/x.  Se  poi  si  osserva  che 

lim  (r(a:)  -  —)  =  lim  "^(^  +  ^)  ^  ^  =  iv^^)  =  _  Q  , 

1        _ 
si  può  scrivere  1*  eguaglianza  assintotica  r(x)= C;  ma  questa  si  stabilisce 

X 

più.  semplicemente  svolgendo  V(X'\'l)  in  serie  di  potenze,  e  dividendo  poi  tutto 
per  a^ 
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b)  Per  avere  esempii  di  sviluppi  assintotici  di  funzioni  di  variabile  tnUra 
basta  riprendere  le  uguaglianze  (16)  e  (16),  scrivendole  nel  seguente  modo  : 

H„  =  log«  +  0+l_jl,+..., 

log(n !)  =  nlogn  —  n  +  V,logn  +  log  V^tZ  +  — -  H • 

Come  si  vede,  il  rapporto  di  ciascun  termine,  nei  secondi  membri,  al  termine  che 
lo  precede,  tende  a  zero  quando  la  variabile  cresce  indefinitamente.  Gli  sviluppi 
potrebbero  essere  continuati  all'  infinito ,  senza  menomamente  preoccuparsi  della 
loro  convergenza,  giacché  essi  non  sono,  come  gli  ordinarli  sviluppi  in  serie  *,  il 
risultato  d' un  unico  passaggio  al  limite ,  ma  implicano  invece  una  infinità  di  si- 
mili passaggi ,  eseguiti  successivamente. 

e)  Dalla  formola  di  Stirling  è  facile  dedurre  una  proprietà ,  utile  a  ricor- 
dare per  l'uso  che  spesso  ne  faremo:  il  coefficiente  di  x**  nello  sviluppo  di  l/(/l  —  x 
è  assintoiico  ad  1/r  im  .  Infatti  si  ha 

1.3.6...(2n— 1)  1.2.3...2n    _  (2n)!  _  e  **'*    _      1 

2.4.6...2n       ~(2.4.6...2n)«~4>0«~  X^  ^  ^^TO    '^ '  "  ' 

cioè 

1.3.5...(2n  — 1)  ,,-  1 

lim -yn=^ . 

nzK»         2.4.6...2n        ^  ^~ 

d)  Del  precedente  risultato  possiamo  fare  una  prima  applicazione  alla  fun- 
zione r.  Dalla  definizione  (§13,  h)  segue 


r(x+l)r(x-f  — "^zizzlimn'*    * 

^   ^    ^     \    ^  2/       n=«  (2x 


(2.4.6...2n)* 


(2x  +  l)(2x  +  2) . . .  (2x  -f  2n)  ' 
ed  anche  (cambiando  x  ed  n  in  2x  e  2n) 

r(2x-f  l)==4*limn'^ 


n=«       (2x  +  l)(2x  +  2)...(2x  +  2n)   ' 

Ricadi  fi 

r(2x  +  l)  1.8.6...(2n-l),/-         4' 

=  4*  lim y  n=z  — rz"  . 

r(.  +  .)r(.+l)  '■'■'■■■'-  V' 

In  particolare,  per  x  =  0,  si  vede  che  Fi — )=  Yl^.  Siamo  giunti  cosi  alla /or- 
mala di  Legendre 

V^  r(2x) 


^\  '^j)-2'-'  r(x)  ' 


*  Anche  per  questi  un  più  larg^  modo  di  considerarli  è  stato  indicato  da  Peano  negli  Atti 
deW  Accademia  delU  Scienze  di  Torino  (1891). 
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dalla  quale,  per  x  intero,  risulta 

e)  Ad  un'altra  interessante  eguaglianza,  che  fra  breve  utilizzeremo,  si  per- 
viene cercando  di  valutare  assintoticamento  il  numero  totale  dei  divisori  dei  primi 
n  numeri  interi,  ossia,  rappresentando  con  6(n)  il  numero  dei  divisori  di  n,  la  som- 
ma 0(1)  +  6(2)  +  •  •  •  +  0(n).  Partiamo  dalla  seguente  osservazione: 

[7i  1       rn  —  1  "1       I  0  ,  in  generale 
p  S       L     p     i       I  1 ,  quando  p  divide  n. 

Sommando  tutte  queste  espressioni,  in  cui  p  percorre  la  successione  dei  numeri 
interi  fino  a  v=  [K*^]  ^  ^^  ottiene  il  numero  dei  divisori  di  n,  non  superiori  a  |^, 
ossia  7i®W  ingenerale,  ed  Vj®W"f*  V«  ^"^ndo  n  è  un  quadrato  perfetto.  Ne 
segue 

e(i)  +  e(2)+...  +  e(n)=22([-^]-[^])-v. 

Intanto  la  somma  che  comparisce  nel  secondo  membro  si  riduce  fÌEu;ilmente  a 

2[7]-2['-^]=2[f  ]-■/..<.-). 

j»=l  j)=l  1)=! 

Dunque 

pzrV 

e(i)  +  e(2)  +  ..-  +  e(n)  =  22[-]-v', 

e  per  conseguenza 


e(i)+e(2)+...+e(») 


-logn=2(H,-logv)-  -  -  +log--- V  (--  [-1]  )  . 


n 


W  altra  parte  j  siccome  si  ha 


V  Vn  /        ^  P        IP  ^ 


è  chiaro  che,  per  n  infinito, 


n  n  ^\p        L  p  J  J 


Dunque 


lim  /  J.j!JI__LjLZ^ Z_L->'_  lognj  =  2C  —  1  =  0,15443132...  . 
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Siamo  in  tal  modo  giunti  a  stabilire  V  interessante  formola  assintotica  *  di  Di- 
richlet : 

0(1)  +  6(2)  H 1-  e(n)  =  n logn  +  (2C  —  l)n  H . 

97.  Ora  noi  vogliamo  specialmente  occuparci  delle  funzioni  rappre- 
sentabili mediante  serie  di  potenze  in  un  intervallo  finito  {—PjP)*  Già  sap- 
piamo che  queste  funzioni  sono  continue ,  ed  anzi  derivabili  per  |  a?  |  <  p , 
ma  ignoriamo  ancora  ciò  che  accade  per  a?=±p;  ed  è  appunto  dal  modo 
di  comportarsi  d'una  serie  negli  estremi  dell'intervallo  di  convergenza 
che  si  può  spesso  trarre  profitto  per  valutarne  assintoticamente  la  somma 
in  prossimità  degli  estremi  stessi.  D'altra  parte  si  vedrà  che,  in  certe  que- 
stioni ,  la  conoscenza  di  siffatte  espressioni  assintotìche  può  tener  luogo 
di  quella  della  somma  esatta,  quasi  sempre  inaccessibile.  Premettiamo  il 
seguente  teorema  :  se  in  un  estremo  dell'  inteì^allo  di  convergenza  una 
serie  di  potenze  è  divergente^  la  funzione  rappresentata  dalla  serie  cresce 
oltre  ogni  limite  quando  la  variàbile  indipendente  tende  dalV  intemo  del- 
l'inteì^allo  verso  l'estremo  che  si  considera.  Per  fissar  meglio  le  idee,  e 
per  semplificare  le  dimostrazioni,  considereremo  sempre  l' estremo  supe- 
riore p ,  e  supporremo  p  =  1  :  ciò  è  lecito,  perchè  basta  cambiare  a?  in  pò? 
nella  serie  proposta  per  ridurre  ad  1  il  raggio  di  convergenza.  Sia 

cambiando,  se  occorre,  i  segni  di  tutti  i  coefllcienti.  Bisogna  far  vedere  che, 

)    dato  un  numero  l,  arbitrariamente  grande, /(a?)  diventa  e  resta  maggiore 

[    di  /,  appena  co  supera  un  certo  numero,  sufficientemente  vicino  ad  1. 

Preso  t>  If  si  approfitti  della  divergenza  della  serie  «o  +  ^i  +  <^8  +  •  •  • 

per  determinare  v  in  modo  che,  per  n>  v,  la  somma  «o  +  ^i  +  •  •  •  +  ^n 

sia  maggiore  di  /'  ;  e  si  osservi  che,  per  (c  compreso  fra  0  ed  1 , 

l' 
K+«iH h»,fi)-H«o+«iH h«»+,)^-H«o+«iH l-av+,)a;*+  -  >  :; —  , 

ossia 

Intanto  il  primo  membro,  moltiplicato  per  a7**'S  non  differisce  dà 

(«o  +  «iH h^vK"*"*  — K  +  «i«H |-aìrc'')+/(x)  . 

Dunque 

f(^) >  «0(1 — «'"*'*) + «i(^ — aj"^*)  H 1-  %{^'' — «"**•*)  +  ^'^'■*'*  . 

Oi^,  fissato  V,  se  si  fa  tendere  ^  ad  1,  il  secondo  membro  tende  ad  /',  e 
però  finisce  per  mantenersi  superiore  al  dato  numero  /  <  /';  eàa  fortioì^i 

si  avrà /"(a?)  > /.  Dunque  lim/*(^)  =  oo. 

-     «=1 

*  Journal  de  Liouville,  1856,  p.  359.  Vedi  anche  una  comunicazione  di  Stieltjes  all*Accade- 
ia  delle  Scienze  di  Parigi ,  Comptet-rendus,  t.  XCVI,  p.  764. 
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98.  Teorema.  Se  due  serie  di  potenze^  a  coefficienti  positivi,  som 
diveì*genti  per  uno  stesso  valore  x=p,  estremo  del  comuìie  intervallo  di 
convergenza,  e  se,  crescendo  n  indefinitamente,  il  rapporto  dei  coeffi- 
cienti di  x**  tende  ad  un  limite,  anche  il  rapporto  delle  funzioìii  rappre- 
sentate dalle  due  seyne  tende  allo  stesso  limite  quando  x  tende  a  p. 

È  questo  il  teorema  su  cui  si  fonda  la  determinazione  assiutotica 
delie  serie  di  potenze.  Ridotto  ad  1  il  ra^'gio  di  convergenza,  se  si  ossena 
che  le  funzioni 


9(a;)=a^  +  ttjX  +  a,x*-| ,     ^(x)  =  h^  +  b^x  -|-^,x'  + 


•  •  « 


debbono,  in  virtù  del  teorema  precedente,  diventai*e  infinite  quando  a: 
tende  ad  1,  si  vede  che  la  proposizione  enunciata  è,  per  cosi  dire,  il  teo- 
rema di  l'Hospital  (§  (59,  h)  delle  serie  di  potenze.  Dei  resto  si  noti  che,  nel 
caso  attuale,  l'applicazione  del  teorema  di  l'Hospital  non  condurrebbe  a 
nulla,  perchè  le  derivate  delle  funzioni  9  e  ^  si  presentano  nuovaraeute 
sotto  la  forma  di  serie  di  potenze,  divergenti  per  ;^'=1.  Ciò  pi*emesso,  sup- 
poniamo che,  almeno  a  partire  da  un  certo  valore  di  n,  i  coetllcienti  a^ 
e  &„  siano  positivi,  ed  ammettiamo  l'esistenza,  per  n  infinito,  del  limite 
/  del  loro  rapporto,  dimodoché,  dato  arbitrariamente  il  numero  positivo  e, 
si  possa  trovare  un  numero  v,  tale  che  per  n>  v  sia  sempre 


K 


<e, 


cioè  a^  compreso  fra  (^  — s)&'n  ^^  (t-\'Z)b^.  Ne  segue  anche  (per  a?>0) 


—  l 


<e 


D'altra  parte,  fissato  v,  poiché  ^{or)  e  ^{x)  oltrepassano  ogni  limite  quan- 
do a?  tende  ad  1 ,  il  rapporto 

1 (^0  +  ^«-c  H h  K^"*) 


9(x) 

tende  ad  1.  Dunque,  per  ogni  numero  positivo  e,  si  potrà  trovare,  alla  si- 
nistra di  1,  un  intervallo  sufl[lcientemente  piccolo  p^u-chè  si  abbia 

(i^e)(l-e')<-^<r/  +  e)(l  +  6') 

per  tutti  i  valori  di  x  presi  nel  detto  intervallo.  Ne  segue  che,  se  si  di 
arbitr:iriamente  il  numero  positivo  ti,  si  può,  porgli  stossi  valori  di  ìP 


—  99  — 
avere 


9i^)  _j 


<tl  ,         sicché         lim  --—-=/  , 


prendendo ,  per  esempio ,  e  =  /  e'  =  Vs  ''Q  <  ^• 

99.  Ora  siamo  in  grado  di  completare  ciò  che  si  è  detto  circa  la  conti- 
nuità delie  serie  di  potenze  nell'intervallo  di  convergenza,  giacché  pos- 
siamo aggiungere  che  anche  negli  estremi,  se  in  essi  converge,  la  serie 
rappresenta  una  funzione  continua.  In  altri  termini:  se  in  un  estremo 
dell'  intervallo  di  cmivergenza  una  serie  di  potenze  ha  la  somma  l ,  la 
funzione  rappresentata  dalla  seyHe  tende  ad  l  quando  la  variàbile  indi- 
pendente tende  dall'interno  dell'intervallo  verso  Vestreìno  che  si  conside- 
ra. Questo  importante  teorema,  dovuto  ad  Abel,  si  trova  già  completato 
dal  teorema  del  §  97.  Sia 

e  si  supponga  Z>0:  ciò  è  sempre  lecito,  giacché  nel  caso  opposto  si  po- 
trebbe aumentare  convenientemente  a^.  Ora  si  consideri  la  serie 

e  prima  di  tutto  si  noti  che  il  suo  raggio  di  convergenza  (§8C)  é  1;  ma 
che  per  a?  =  1  essa  è  divergente,  perchè  il  suo  termine  generale  tende  ad 
/>0.  Poiché  i  coefllcienti,  almeno  a  partii*e  da  un  certo  termine,  son  tutti 
positivi,  si  può  applicare  il  teorema  del  precedente  paragrafo  alla  fun- 
zione 9  ed  all'altra:  4^  =  1  +  ^  + ^'  +  "--  Si  ottiene 

lim(l  —  x)9(x)=liin(aQ-|"^i  "}"S  "f"  •• '"{"O  >         ^^^^         liin/(x)=Z  . 

xrrl  n=ao  x=.i 

100.  Osservazione.  Non  si  tenga  per  evidente  il  teorema  di  Abel. 
Si  noti,  infatti,  che  in  esso  si  afferma  l'eguaglianza  fra  i  valori  di  due 
quantità,  sostanzialmente  diverse  nel  significato: 

lim (a^,  +  a^x 4- a, I ' -] )    ,    lim(a^4-aj -}- ...  ^-aj  . 

Inoltre  il  detto  teorema  ci  dà  come  sicura  l'esistenza  del  primo  di  questi 
limiti  quando  esiste  il  secondo;  ma  può  ben  darsi  che  questo  non  esista 
quando  esiste  il  primo.  Eccone  un  esempio  semplicissimo: 

lim(l  —  x-^-x^ ••)  =  —     7     liin(l  —  l-|-...itl)     non  esiste. 

Del  resto  per  altre  serie  il  teorema  non  regge,  giacché  i  numeri 

lim  {u^x)  +  uj,x)  +  u,(x)  +  . . .)     ,     lim  [ula)  +  u^{a)  -}-..•-{-  u») 


—  100  — 
possono  esistere  entrambi ,  senza  essere  uguali.  Per  esempio 

lim((a;  — x*)+(x«  — x»)4-(a;'  — x*)-{ )  =  1     ,     lim(0-f  0-{ 1-0)  =  0. 


x=.i  nzj» 


101.  Esercizii:  a)  Col  teorema  di  Abel  abbiamo  acquistato  quanto  ancora  ci 
mancava  per  arrivare  j  in  modo  assai  pia  rapido,  alla  conoscenza  completa  di  certi 
sviluppi  in  serie,  evitando  l'uso,  spesso  incomodo,  della  formola  di  Maclaurin. 
Cosi,  per  isvolgere  in  serie  di  potenze  log(l  4-  ^)  o^i  ^.rc  tgx,  basta  osservare  che 
le  derivate  di  queste  funzioni  sono 


=  1  —  X  -{-  a' .     ,     — I — ^  =  1  —  X*  -j-  X*  — 


1+x  ^  '     1+x* 


. . .  , 


e  che  le  funzioni  stesse  si  annullano  per  x  =  0,  per  potere  scrivere,  in  base  alle 
sole  indicazioni  del  §  88, 

log(l+x)=x  — Vjx'  +  VjX» ,     arctgx  =  x  — VjX'+Vjìc' , 

in  ogni  intervallo  ( —  ff  ,  a),  con  a  vicino  quanto  si  vuole  (ma  inferiore)  ad  1.  Ora 
il  teorema  di  Abel  ci  autorizza  ad  estendere  gli  ultimi  risultati  anche  al  caso  di 
a=l,  subordinatamente  alla  sola  condizione  che  le  serie  restino  convergenti:  ciò 
accade  per  x  =  1  nella  prima  serie,  e  per  x  =  ±  1  nella  seconda.  Dunque 

iog2=i-v.  +  v, ,   v»«=i-V,+  V. 

b)  In  modo  analogo  si  può  determinare  la  somma  della  serie  binomiale 

/(.) = 1 + ^  X + !:ì^;---ì)  X'  +  "'("'  y;^)  (-  -  ^^' + •  •  • 

per  tutti  i  valori  di  x  e  di  771,  per  i  quali  la  serie  stessa  converge,  purché  non 
siano  ad  un  tempo  x  =  —  1 ,  m  =  0.  Infatti  si  ha 

/V^          /i_l'"-1           (m-l)(m-2)     ,  .   (w-l)(m-2)(«i -3),  .      \ 
/(x)  =  ™|l  +  -^x+ — x'+ j-^- X+...J; 

poi ,  moltiplicando  i  due  membri  per  1  -f-  x,  ed  osservando  che 

(m — l)(w— 2)...  (m — n-|-l)      (ni — l)(m — 2)...  (m — n)      w(w— 1) ...  (w — n-|-l) 


+ 


(n— 1)!  •  n!  ni 

si  ottiene  (1  +  ^)/'(^)  =  ^f{^)ì  ossia  fXx)lf(x)  =  7w/(l  -f-  x).  Il  primo  membro  è 
visibilmente  la  derivata  di  log/(x),  il  secondo  è  la  derivata  di  fnlog(l  +  x),  e 
però  (§  66 ,  b)  queste  funzioni  possono  differire  solo  per  una  costante,  la  quale,  del 
resto,  è  nulla,  perchè  tali  sono,  per  x==0,  le  due  funzioni.  Dunque /(x)==(l+x)"*. 
e)  Ora  vogliamo  utilizzare  il  teorema  del  §  98  per  valutare  assintotica- 
mente  la  somma  /(x)  della  serie  x-f-x*+x'-f-...,  manifestamente  divergente 
per  x=l,  ma  convergente  a  sinistra  di  1.  Prima  consideriamo  la  funzione 

9(a:)=  [j/r]x  +  [l/2]x*  +  [Vs]x*^ [-  [|/n]x"  +  . . .  , 


—  101  — 

legata  ad  f{x)  dalla  relazione  evidente  (1  —  x)9(x)=/(x);  e  paragoniamola  al- 
l' altra 

-T  .8       .    3.5    ,  ,   3.6.7    ,   , 

^  ^  ^  2     ^  2.4      ^2.4.6      ^         ' 

in  cui  il  coefficiente  di  x**  è  (§  96 ,  e) 

3.6.7...(2n+l)^  ^•«•^•••(^''-^)(2n  +  l)=""-ti+...=2Ì^+...  ■ 
2.4.6...2n  2.4.6...2n       ^     ^   ^        J/~    ^  J/ìr 

11  limite  del  rapporto  dei  coefficienti  di  x^  nelle  due  serie  ha  dunque  il  valore 

n=oo     J/„ 

Ne  segue ,  in  virtù  del  teorema  invocato, 

i.  Jl  — . 

lim(l  —  x)* 9(x)  =  lim(l  -  xff{x)  =  */,  Vi:  , 

orzi  «=1 

e  però  si  può  scrivere  1*  eguaglianza 


+  «»  +  x»  +  ...=  V,j/j^, 


assintoticamente  vera  a  sinistra  di  1.  Proseguendo  il  calcolo  si  può  giungere  ad 
ottenere  nel  secondo  membro,  senza  gravi  difficoltà,  l'espressione  più.  approssimata 


v,^/J^-v,-v.^■1t(^-«)+•••  • 

Al  medesimo  risultato  si  perviene  direttamente  quando  si  conosce  una  certa  pro- 
prietà* di  f{x)j  che  noi  qui  proponiamo  come  esercizio  al  lettore,  quantunque 
non  si  sappia  stabilire  con  mezzi  elementari ,  quali  son  quelli  di  cui  attualmente 
disponiamo  : 

(V,  4-  «  +  «»  +  «•  +  ...)(iog  i-V  =  (V,  +  «'  +  «''+  *''+  "')(^oe  ^y  • 

I  nameri  x  ed  x' ,  presi  fra  0  ed  1 ,  si  suppongono  vincolati  dalla  relazione 
log  — .  log  •--;-  =  ir'.  In  virtù  di  questa  x'  tende  a  zero  quando  x  tende  ad  1 , 

X  X 

nella  quale  ipotesi  si  ottiene  subito 


lm(«+x»+«•+..o^^:=^v,lim(J^yKl-x=v,^^«liml/i^ 


[ 


*  Canchj,  Mémain  sur  la  thé&rie  des  nambrei^  1830 ,  p.  614. 
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d)  La  serie  f{x)  =  x  —  x*  +  ^'  — ^^^  converge  per  a;  =s  1 ,  ma  ciò 

non  toglie  che  la  sua  somma  possa  tendere  ad  un  limite  quando  x  tende  ad  1  cre- 
scendo. Per  trovare  questo  limite  si  osservi  che  nella  serie 

I^=x  +  X*  +  a:'  +  x*  +  a:*«  -^ h  a;"  +  re»  +  x"  4.  . . . 

1  ^  X 

il  coefficiente  di  x*  è  a  =  1  o  a  =0,  secondo  che  il  massimo  intero  contenuto 
in  yn ,  ossia  v  =  [k'wj ,  è  dispari  o  parL  Un  calcolo  facile  dà 

«!  +  «,  + «3+ •••  +  ««= 1 ^(n  +  l)+'-2^v(v+l); 

poi ,  osservando  che  0  ^  n  —  v'  ^  2v ,  sì  ottiene 

n+1  '"  2n  '* 

Ciò  premesso,  basta  paragonare  la  serie 

9(x)  =  a^x  4-  (a,  +  a,)x*  +  (a^  +  a,  +  a,)x«  +  . . . 
con 

=  1  +  2x  4-  3x*  4-  4x»  +  . . .  , 

(1  — x)*  ^       ^        ^        ^         ' 

per  vedere  ohe  si  ha  lim(l — x)*9(x)=7f  1^©1  resto  (1 — x)'9(x)=/(x).  Dunque 

lim(x  —  x^  +  X*  —  x*«  +  . . .)  =  V,  . 


*=i 


e)  Data  a  valutare  la  funzione  /(x)  ==  ac  +  Vt^^^"  Vs^'  +  •  •  •  >  conviene 
considerare  le  serie 

fix)  1  1 

1 X  1 X  1 X 

nelle  quali  i  coefficienti  di  x^  sono  Hy  ed  H^ ,  continuando  a  rappresentare  con 
V  il  massimo  intero  contenuto  in  Yn.  11  limite  del  rapporto  di  questi  coefficienti 

è  lim(logv/logn)=Y«»  ®  P®^^  /W  ^  asaintotica  ad  Vi^^g  i •  ^^"^  andare  più 

n=w  1  — —  X 

oltre  si  consideri  la  funzione 

f{^)  —  Vi^^g  1 =  ^1^  +  ^«^*  +  ^s^*  +  •  •  •  > 

1  —  X 

in  cui 

«.  +  «.  +  .--  +  «„  =  H,-V,H„=V.C+log-^+...  , 

e  conseguentemente  «|  +  *i  +  ^j  +  •  •  •  =  Vt  ^  J  quindi ,  in  virtù  del  teorema  di 
Abel, 

lun(/(x)-V.logj^^)=V.O. 
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Al  primo  membro  si  può  dare  un'altra  forma  osservando  che,  per  x  tendente  ad  1, 


log  —  log  — 


limlog 


^  X  ^  X  [  1  1\ 

=loglim  =  0     ,     cioè    limi  log  log Y^og )  =  ^  • 

1  —  X  1— se  \  X  1—  x/ 


Possiamo  dunque  scrivere,  a  sinistra  delP  unità,  Teguaglianza  assintotica  * 

»  +  V.**  +  •/,*•  +  •••  =  -  V.iogiog^  +  V.o  • 

X 

f)  La  funzione  /(x)  =  l^'^'x  +  2**"*  x'  +  3''^*x'  +  •  •  •  P®'  x  =  1  prende 
il  valore  finito  1**~*  -f-  2*^*  +  3*^*  +  •  •  •  quando  f&  è  negativo ,  ed  invece  cresce 
indefinitamente  a  sinistra  di  1  nel  caso  opposto,  cioè  per  pi  i^  0.  Siccome  si  sa 
che  /(x)=  —  log(l  —  x)  per  pi  =  0,  ci  resta  da  esaminare  ciò  che  avviene  nel 
C4ÌSO  di  pi  positivo,  per  la  qual  cosa  basta  paragonare  f(x)  con 

^  ~1^1.2  ^  1.2.3  ^         ' 

richiamando  (§  13,  h)  la  definizione  della /unzione  gamma: 


r(x+l)  =  lim 


n=oo(x  -f-  1) (35  +  2)  .  .  .  (x  -j-  w) 

Si  vede  subito  che  il  rapporto  dei  coefficienti  di  x*^  tende  appunto  a  r(f&j,  quando 
n  cresce  all'infinito,  e  però  **    ' 

lim(ll^*x  +  2^'x*  4-  3i^-ix'  H )(1  —  xf  =  rffi)  . 

x=:l 

Questa  formola  conduce  ad  un  altro  modo  di  considerare  la  funzione  F.  Air  espres- 
sione che  comparisce  nel  primo  membro  si  può  dar  la  forma  a^x  -j-  a^x'  -f~  •••  po- 
nendo 


•••  • 


Invocando  poi  il  teorema  di  Abel  possiamo  esprimere  T(p,)  come  somma  della  se- 
rie <»|+  <*i  +  <*j  +  •  •  •  J  ©  siccome  si  ha 

a, + a,  + ...  +  a,= «>-«  _  ?i:pl  (n  -  If -«  +  ^iÌ:iÌI|:iÌ\„  _  2)1'-' -  . . .  , 

3i  vede  che  si  può  ***  anche  scrivere ,  dopo  aver  cambiato  pi  in  x  -f- 1  » 

r(a:+l)  =  nm(«»_-Ì(n-ir  +  '"-^^^\n-2)* V 


*  Sodio,  Sur  les poli/nóme*  de  Bernoulli,  Giornale  di  Creile,  t.  116,  p.  147. 
*♦  Appetì,  Sur  certaines  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puwances  croissantes  d'une 
tariabU,  Comptes-rendus  de  l^Acadéraie  des  Sciencee  de  Paris,  1878. 
Intermédiaire  dea  mathématìciens ^  t,  VI,  p.  148. 


g)  Per  finire  applichiamo  la  forinola  di  Dirichlet,  dimostrata  nel  §  96,  alla 
valutasione  assintotica  della  serie  di  Lambert 

Già  sappiamo  *  che  questa  serie  si  può  trasformare  in  x6(l)+«'0(2)+*''(SH--' 
D'altra  parte  la  formola  citata  ci  suggerisce  di  studiare  la  funsione 

oc 

/(x)  -  -J-  log  -l_  =  2(e(«)  -  HOx- 

1 

per  X  tendente  ad  1 ,  dalla  sinistra.  La  somma  dei  primi  n  coefficienti  è 
0(1)  +  6(2)  ^ 1-  6(n)  —  (n  +  1)H^  +  n  =  On  -| , 

e  però  la  funzione  stessa,  divìsa  per  C(l  — x),  è  assintotica  ad  x-f'2J5*+3x'-f-"» 
ossia  ad  a:/(l  —  x)*.  Dunque 

1                 1             Ox 
/W  =  :; log  . h  :; 1 • 

1 X  1  X  1  — X 

Questa  espressione,  per  un*  osservazione  fatta  a  proposito  della  serie  di  Sonin,  si 

trasforma  facilmente  in 

_  1 

C  —  log  log  — 

/(«)= £ h  •  •  •  • 

log  — 

X 

Si  trova  cosi  la  parte  infinitamente  grande  d*un  notevole  sviluppo  **,  ed  essa  basta 
per  rendersi  conto  del  modo  di  comportarsi  della  serie  di  Lambert  a  sinistra  del- 
l' unità  ;  ma  se  si  vuol  calòolare  la  somma  della  serie  con  una  certa  approssimazio- 
ne, bisogna  conoscere  lo  sviluppo  completo: 


O  — log  log— .  log—         (log  —  ) 

X  1  X  \         x/ 

!       i  '"T  iii  86400 

log  — 

X 


102.  CJostpuire  una  funzioue  »/=/'(ir),  tale  che  ai  valori  0?^ , a?, , rr,,  ... 
della  variabile  iadipeudeate  conispondauo  dati  valori  2/| ,  !/, ,  y, , ...  della 
funzione,  tale  cioè  che  si  abbia  f{.i\)  =  j/j ,  /'(a*,)  =  y, ,  f{ir^)  =  y, , ...  :  que- 


*  Analisi  algebrica^  p.  181. 
**  SchlOmilch,  Giornale  di  lÀouville.  1863,  p.  99. 


sto  è  il  problema  deìV  Interpolazione y  problema  uaturalmente  indetermi- 
nato, in  generale.  Nondimeno,  se  si  vuole  che  y  sia  una  funzione  intera, 
di  grado  inferiore  ad  n,  basterà  prescrivei'e  n  coppie  di  valori  corrispon- 
denti perchè  la  funzione  sia  pienamente  determinata.  È  inflitti  nota  fin 
dagli  elementi  l'identità  necessaria  fra  du(ì  polinomii,  uguali  per  valori 
della  variabile,  in  numero  superiore  al  grado  dei  polinomii  stessi.  Del  i*e- 
sto  questo  particolare  problema  d'interpolazione  si  riduce,  se  si  vuole,  a 
ricavare  dal  sistema  di  equazioni 


0    i 


+  «i«<*"'  +  «A""'  H 1-  «*-ì«»  +  ««-1  =  yi  )         (»  =  1 ,  2  ,  3 , ... ,  n) 


i  valori  dei  coefficienti  incogniti  a^  >  ^i  >  ^i  »  •  •  •  >  ^«-i  J  ^  poiché  il  determi- 
nante del  sistema  è  diverso  da  zero,  si  vede  subito  che  la  soluzione  è  uni- 
ca. Similmente,  quando  limir^  =  0,  il  problema  è  determinato  se  si  vuole 

che  la  funzione  sia  sviluppabile  in  serie  di  potenze;  ma  può  anche  darsi 
che  in  questa  forma  non  ammetta  soluzione.  Infatti,  supposte  esistenti  due 
siffatte  funzioni ,  la  loro  differenza  a^  -\-  a^a-  +  <^i^'*  +  •  •  •  <ieve  annullarsi 
per  infiniti  valori  di  x^  tendenti  a  zero,  e  per  conseguenza,  in  virtù  della 
continuità,  deve  annullarsi  per  ;r  =  0.  Ne  segue  «0  =  ^»  ^^  osservando 
che  anche  a^  -}-  a^  -}-  a^"^  -}-...  è  annullata  dai  medesimi  valori  di  x , 
si  trova  analogamente  «^=0,  poi  a,=0,  ecc.,  vale  a  dire  che  le  due  fun- 
zioni coincidono.  È  poi  evidente  che ,  se  i  numeri  l/i ,  l/, ,  l/j , . . .  sono  dati 
a  caso,  è  ben  difficile  che  la  funzione  cercata  esista,  giacché  occorre,  pri- 
ma di  tutto,  che,  nel  crescere  di  n  all'infinito,  i  predetti  numeri  tendano 
ad  un  limite  finito. 

103.  Viinzioni  interpolar!  '^.  L'espressione 


/(«i  »  «j)  = 


X,— X, 


si  chiama  pHma  funzione  interpolare  di  f(x)y  ed  è  come  il  rapporto  in- 
crementale {cfr,  §  40)  relativo  ad  un  dato  intervallo  (j?^  ,  a?j).  La  seco^ida 
funzione  interpolare  di  f(x)  è 

f(x    X    a,)-/hi<llz/tLL^ 

^i  —  -^3 

vale  a  dire  che,  fissato  x^,  essa  rappresenta,  per  l' intervallo  (a;, ,  x^),  la 
prima  funzione  interpolare  della  funzione  /Xx\ ,  x).  Così  proseguendo  si 


*  Vedi  gli  AtH  deW Accademia  delle  Scienze  di  Torino  (1881-82-83).  Nel  volume  del 
1S78  troTasi  una  prima  Memoria  di  Genocchi  intorno  alle  funzioni  interpolari^  con  molte 
u  soU«  rìcorche  anteriori. 

14 
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arriva  alla  (n  —  2)"*"'  fuuzioue  /{oTi  ,a\f...,  ^n-i) »  ®  ^^  definisce  la 
(n  —  1)*^  come  prima  fuazioue  interpolare  di  /"(^^ ,  cr^ , ... ,  ^^, ,  x)  per 
l'intervallo  (^„_|,.0»  ossia 


/( 


»l— 1  fi 


Tutte  queste  l'unzioni  si  possono  esprimere  direttamente  mediante  i  nu- 
meri dati  i/i ,  2/, ,  2/j ,  —  Infatti  si  ha 

^1  ^1  ^t ^1  ^l  ^3  ^8 ""^l 

poi,  sottraendo  e  dividendo  per  a;,  —  ir,, 

/(Xj  ,  Xj  ,  X,)  =  , r-. r  +  . r-. :  + 


(^1  —  ^ù  (^1  —  ^3)        (J^i  —  ^i)  {^i  —  «5)        (a?,  —  ^,)  (aJ,  —  ^j) 

E  facile  intuire  il  risultato  generale 

T  (X.    •   Xj  a    •••   I  X_)^^^  —T—  •••  "T~     ■  f 

(^l— ^1)  (^1—^3)  -  (-^l— ^»)  K— ^1)  (•'n— -^s)  -  (^n—^n-l) 

che  si  verifica  col  solito  procedimento.  Questa  formola,  dovuta  ad  Ampè- 
l'e,  mostra  che  ogni  funzione  inierpolaì*e  di  f(x)  è  simmetrica  rispello  ai 
valori  di  X,  da  cui  dipefute. 

104.  B*orxnola  di  M'e'wtoii.  Dalla  definizione  della  prima  funzione 
interpolare  di  /t^)>  relativa  ad  un  intervallo  qualunque  {x,a\),  si  trae 

/W =/(^i)  +  (a?  —  ^i)fi^i  1  ^)  ; 

e  siccome,  analogamente,  si  ha 

/(Xj ,  x)  =/(x^ ,  X,)  +  (x  —  x,)/(x, ,  X,  ,  x)  , 

si  vede  che 

/(x)  =/(Xj)  -f  (x  —  X^)/(Xj  ,  X,)  +  (x  —  Xj)(x  —  x,)/(x,  ,  x, ,  x)  . 

Cosi  proseguendo  è  chiaro  che  si  peiTiene  alla  seguente  formola 

+  (x  —  Xj)  (x  —  X,) ...  (x  —  a;^_j)/(i»i ,  ^, , . . . ,  j:,,_,  ,  a-)  .  (17) 

Ora,  se  si  vuole  che  f{x)  sia  un  polinomio  di  grado  n  —  1  (0,  eventual- 
mente, di  grado  inferiore),  si  osservi  che,  in  questa  ipotesi,  f{,r)  —  /*(./?,) 
è  divisibile  per  i^'  — J?^,  sicché  fix^^x)  risulta  un  polinomio  del  grado 
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n  —  2.  Ne  segue  che  la  funzione  f{w^ ,  cc^ ,  a?),  considerata  come  prima  fun- 
zione interpolare  di  f{ir^jCr)y  è  un  polinomio  di  grado  n— 3;  e  così  via, 
fino  ad  1\x^ ,  a?, , . . . ,  o?^, ,  x),  che  deve  ridursi  ad  una  costante.  Adunque 

poi,  sostituendo  in  (17), 

Jlx)  =/(x,)  +  (x  —  a;,)/(Xj ,  a:^  +  (•»  —  «i)  («  —  «i)/(^i  »  a;, ,  x,)  H 

4-  (jc  —  a;j)(x  —  x^  . . .  («  —  x„_i)/(x, ,  x, ,  x, , . . . ,  xj  .  (18) 

Questa  è  la  forinola  diNcìcton,  mediante  la  quale  si  può  sempre  costruire 
l'unico  polinomio,  di  grado  inferiore  ad  n,  che  prende  i  valori  prescritti 
Vi  »  !/i .  •  •  • ,  !/n'  i"^  corrispondenza  dei  valori  a?j ,  a?, , . . . ,  a?^  di  x.  Il  grado 
del  polinomio,  generalmente  uguale  ad  n —  1,  può  riuscire  più  basso,  ed 
^  effettivamente  ciò  avviene  tutte  le  volte  che  i  numeri  y  sono  dati  in  modo 
che  f{x^ ,  a?, , . . . ,  it?J  risulta  uguale  a  zero. 

105.  Scorinola  di  Ijagrangia.  Per  far  comparire  esplicitamente , 
nel  secondo  membro  di  (18),  i  numeri  l/^ ,  l/, , . . . ,  !/n»  basta  fare  uso  della 
forinola  di  Ampère,  dimostrata  nel  §  103.  Prima  si  osservi  che,  essendo 
ogni  funzione  interpolare  esprimibile  in  forma  lineare  ed  omogenea  delle 
y,  anche  f\x)  ha  questa  forma,  vale  a  dire  che  si  può  scrivere 


/(^) = yj,{^)  +  vM^)  +  yJM  +  •  •  •  +  yJn{^)  •         (i») 

io  premesso,  la  funzione  fjx)  si  determina  subito,  mercè  la  formola  di 
Ampère,  dopo  avere  osservato  che  soltanto  l'ultimo  termine  di  (18)  con- 
tiene y^.  Basterà  poi  cambiare  x^  in  qualunque  x^  per  ottenere,  in  virtù 
della  simmetria ,  V  espressione  di  f^{x)  : 

/  f^\  (^  —  ^i)  (x  —  X,)  ...  (x  —  x,_,)  .  {x  ~  X  ■^^)  . . .  (x  —  X J 

f.{x)  =  — — — -  -  - .        (20) 

\^i       ^0  \Pi       •''^i  '  •  •  •  v^f       '"^i-xì  •  \^i       ^i^O  '  '  '\p^i  —  x^; 

La  formola  (19),  in  cui  le  /J  hanno  il  significato  (20),  è  la  formola  di  La- 
{p*angia.  Questa  si  può,  del  resto,  stabilire  direttamente,  osservando  che, 
se  si  vuol  tentare  la  risoluzione  del  problema  con  un'espressione  della  for- 
nia  (19),  occorre  che  /J(a?)  sia  un  polinomio  di  grado  inferiore  ad  n,  che 
diventi  uguale  ad  1  per  a?  =  ir^,  ed  invece  si  annulli  per  c^ni  x  =  Xj'^x^. 
A  tali  condizioni  si  soddisfa  evidentemente  attribuendo  ad  /\{x)  l'espres- 
sione (20).  Trovata  cosi  una  funzione  intera  f{x) ,  che  risponde  alla  que- 
8ti(Hie,  già  sappiamo  che  non  può  esisterne  un'altra,  salvo  che  il  suo 
grado  non  raggiunga  o  superi  n. 
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100.  Il  secondo  membro  di  (18)  rappresenta  una  funzione  che  prende 
i  valori  prescritti  yi  =  f{x^),y^^^f{cc^,,,,,y^  =  f{x^)  quando  ad  x  si 
attribuiscono  i  valori  a;, ,  .r, , . . . ,  a\ .  La  differenza  fra  il  primo  ed  il  se- 
condo membro  ò  una  funzione  11^(^0»  ^^^  ^i  riduce  identicamente  a  zero 
sol  quando  f  sia  quella  particolare  funzione  intera,  di  grado  inferiore  ad 
n,  che  viene  individuata  dalle  precedenti  condizioni;  ma,  in  generale,  di 
R„(i:r;)  si  può  dire  soltanto  che  ammette  le  radici  a?, ,  ^, , . . . ,  a?^.  Suppo- 
niamo questi  numeri  già  disposti  in  ordine  crescente,  ed  osserviamo  che 
la  derivata  ^Jicc)  deve  annullarsi  (§02)  per  n  —  1  valori  di  a;,  presi  ri- 
spettivamente negli  intervalli  (a?, ,  cc^ ,  {x^ ,  x^ , ... ,  (a?^_j ,  A'J.  Similmente 
R",X^)  si  annulla  per  n  —  2  valori  di  a\  certamente  compresi  fra  j?,  ed 

(n-l) 

^„;  ecc.  Finalmente  R„     {x)  deve  annullarsi  per  un  numero  è,  appar- 
tenente all'intervallo  (x^  ,xj.  Intanto  si  ha 


Dunque 


K  '\x)=/*-»'(x)  -  (n  -  l)!/(x, ,  X, , . . . ,  xj  . 


Questo  teorema  è  assai  utile  in  certe  questioni  geometriche.  Si  noti  che, 
se  Xi,x, ,...,x„  tendono  slmiiltaneamente  ad  a,  anche  è  tende  ad  a; 
quindi,  ammessa  la  continuità  di  P'^^\x)  per  a?  =  a, 

lmi/(a;, ,  x, , . . . ,  .r^)=  — _  .  (22) 

Tornando  ad  R„,  osserviamo  che  dalla  (17),  dopo  aver  cambiato  n  in  n-f-1, 
risulta 

R,=  {x  —  x^){x  —  jc,) ...  (a:  —  xjf{x^ ,  ^i  ?  •  •  •  ?  a;„ ,  ac)  : 

quindi ,  indicando  con  è  un  numero  tnedio  fra  x, ,  x^ , . . . ,  x„  ed  x , 

R  =  (a;  -  x,){x  ^x^)..,{x-xj  i—f^  .  (2S) 

Così  la  formola  di  Newton,  in  cui  si  aggiunga  questa  espressione  di  R^  al 
secondo  membro,  ci  si  presenta  come  un'estensione  della  formola  di  Tay- 
lor (§  89)  completata  col  resto  di  Lagrangia,  ed  in  virtù  di  (22)  si  riduce 
effettivamente  a  quest'  ultima  formola  quando  a?, ,  x^ , ... ,  x^  si  fanno  ten- 
dere simultaneamente  verso  un  limite  a. 

107.  Applicazioni  :  a)  La  proprietà  (22)  ci  mette  in  grado  di  rispondere  ad 
una  questione  accennata  in  fine  del  §  102,  ci  permette  cioè  di  trovare  quella  fun- 
zione f{x)^  sviluppabile  in  serie  di  potenze,  che  prende  valori  assegnati  a  priori 
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corrispondentemente  ai  valori  x^JX^fX^,...  di  x,  tendenti  a  zero.  Siano  n\  n\ 
n"', . . .  numeri  qualunque,  differenti  tra  loro  e  maggiori  di  n.  Se  i  numeri 

lim/(ajj  =  a^,     ,     lim/(x^  ,  x^.)  =  a,     ,     lim/(x^  ,  ac^, ,  a;^«)  =  a,  ,  ... 

«=00  n=ae  n=* 

eristono ,  la  funzione  cercata  è  /(x)  =za^-\-  a^x  -|-  a,J5'  +  . . .  . 

b)  n  calcolo  del  logaritmo  volgare  (cioè  in  base  10)  d' un  numero  qualun- 
que si  può  sempre  ridurre  al  calcolo  del  logaritmo  d*  un  numero  grande  quanto  si 
vuole,  moltiplicando,  se  occorre,  il  dato  numero  per  una  potenza  di  10.  Vogliamo 
far  vedere  che,  quando  le  tavole  di  cui  si  dispone  sono  a  v  decimali ,  basta  rendere 

[-1 
il  numero  x  (di  cui  si  vuol  calcolare  il  logaritmo)  maggiore  di  10  '  ,  per  poter 

fare  uso  della  nota  regola 

n  +  l 


Logx  =  Logn  "{-  {x  —  n)  Log 


n 


in  cui  n  rappresenta  il  massimo  intero  contenuto  in  x.  Infatti,  se  si  applica  la 
formola  di  Newton,  completata  col  resto  (28),  alla  funzione  Logx,  prendendo 
x^  =  n ,x^  =  n-\'  1,  si  ottiene  appunto  la  precedente  uguaglianza,  col  secondo 

membro  aumentato  di 

M 

R=(x  — n)(n+l  — x)-^  . 

Ora  osserviamo  che  (x  —  n)  (n  -|-  1  —  «),  prodotto  di  due  fattori,  la  cui  somma 
è  1,  non  può  (§  73,  a)  superare  Y47  ©  ricordiamoci  (§  29,  e)  che  M  <  */»•  ^®  segue 
sabito  che,  entro  i  limiti  di  approssimazione,  fra  i  quali  sono  stati  eseguiti  i  cal- 
coli, B  è  trascurabile,  perchè 

1     ^  1  ^   1 

16.10^*^ 

e)  Se  le  X  e  le  corrispondenti  y  si  considerano  come  coordinate  di  punti 
d'una  curva,  la  prima  funzione  interpolare  rappresenta  il  coefficiente  angolare  di 
una  corda  M^M,.  Immaginiamo  presi  M^  ed  M,  in  prossimità  del  punto  M,  cor- 
rispondente all'ascissa  a,  e  facciamoli  tendere  ad  M.  Se  la  derivata  y'  è  conti- 
nua per  X  =  a ,  V  eguaglianza  (22)  dà  * 

Xj  Xj 

6  ci  dice  che  la  tangente  in  ìi.  è  la  posizione  limite  di  tutte  le  secanti  M^M^ ,  mentre 
la  definizione  della  tangente  non  ci  permette  di  affermar  ciò  se  non  quando  un 
estremo  della  corda  si  trova  già  fissato  in  M. 


*  Qoetta  eguaglianza  li  potrebbe  assumere  come  definixione  della  derirata ,  e  con  ciò 
ii  tfrebboro  oerU  vantaggi,  indicati  da  Peano  in  Mathesis,  1892,  p.  12. 


d)  Anche  la  seconda  l'unzione  interpolare  ha  u 
geometrico.  Si  sa  infaitti  dalln  Geonielrin  analitica  che  1' 
nell'ipotesi  che  i  vertici  siano  incontrati  in  (|ueal' ordine  steaao  da 
percorre  il  perimetro  loBCìando  il  triangolo  alla  sua  sinistra 


semplicisaimo  aignifirata 
del  triangolo  M.U  U.f 


'.)('. 


-'.)(', 


',)/(■■, 


Ora ,  data  la  curva  y=/(^x),  supponiamo  continua  e  diversa  da  zei 
la  derivata  seconda  /"(x),  e  determiniamo  (§  32)  intorno  ad  a  un  intervallo, 
quale  /"(i)  conservi  il  segno  di  /"(a).  Agli  estremi  d' un  taJe  intervallo  corrìoptn^ 
dono  sulla  curva  due  punti  P  e  Q;  el  in  virtù  di  (31),  per  tre  punti  qualunque 
M,,M,,M,,  presi  sull'arco  PQ,  è  chiaro  che  /(j,,x,,x,)  ha  il  segno  di  /"(a). 
Ciò  premesso,  dopo  aver  fissato  M,,  ai  prenda  M,  alla  deatra  di  M,,  in  modo 
cioè  che  sia  J^,>i|,  e  si  scelga  M,  in  guisa  che  un  punto  mobile,  arrivato  da  M, 
in  M,,  debha  voltare  a  sinistra  se  vuol  proseguire  per  M,.  In  queste  condizioni 
a  sarà  positivo,  e  però  (i,  —  ■f|)(^, — ^i)  avrà  il  segno  di 
/"(a),  d'onde  segue  che  /"{")  ^  positivo  o  negativo  secondo 
fuori  o  dentro  l' intervallo  (I^ ,  x,).  Intanto  è  facile 
che  il  punto  Mj  deve  star  fuori  dell'arco  M,Mj, 
o  deve  invece  cadere  nell'  intemo  di  tale  arco,  secondo  che 
questo  è  conve»io  o  conciwo  verso  la  parte  inferiore  della  fi- 
gura. Ne  segue  che  /"{a)  è  potitivo  nel  primo  caso,  nci/itlieo  nel  secondo.  A  tale 
conclusione  si  perviene  più  semplicemente  prendendo  sulla  curva  un  punta  qua- 
lunque M  fra  M^  ed  M,,  e  considerando  sulla  corda  M^M,  il  punto  M',  che  ha 
la  medesima  ascissa  x.  L' equazione  della  retta  1{,M,  è 


e  però  la  differenza  fra  l'ordinata  di  M  e  quella  di  M'  è,  par  le  formole  (17)  e 


I 


dove  ^.  come  x,  è  compreso  fra  x^  ed  x,.  La  differenza  suddetta  ha  dunqi 
segno  opposto  a  quello  di  /"(5},  ossia  di  /"(a),  sicché  i  punti  M  si  trovano  («Wi 
al  disotto  della  corda  MjMj,  o  tulli  al  disopra,  secondo  che  /"{a)  &  positivo  o  ne- 
gativo; e  ciò  vale  per  qualunque  arco  compreso  in  M,M,,  e  la  corrispondente  cor- 
da. Cosi  il  segno  ili  /"{x)  può  servire  a  riconoscere,  lungo  la  curva  y=f{x),  quali 
archi  (convenientemente  piccoli  l  volgono  in  su  la  loro  concavità  (/"  >  0) ,  quali 
invece  la  volgono  in  giù  (/"<0). 

e)  Quando,  nelle  circostause  indicate  precedentemente,  i  punti  M, ,  U, ,  If, 
tendono  simultaneamente  a  confondersi  col  punto  fìsso  M(x^a),  anche  il  circolo 
circoscritto  al  triangolo  M  ,M,M,  tende  a  confondersi  con  un  circolo  fisso ,  che  si 
chiama  eircvlo  o»culat.n-t  alla  curva,  in  M ,  per  ragioni  che  appariranno  in  seguito. 
Per  dimostrare  l' esistenza  d'  un  tal  circolo  limite  basta  far  vedere  che  il  centro 
del  circolo  M|M,\f,   tende  n  collocarsi  sopra  una  rfltta  fissa,  e  che  il  raggio 
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ad  un  limite  p.  lutauto  è  noto  dagli  elementi  della  Geometria  che  la  lunghezza 
di  questo  raggio  si  ottiene  dividendo  per  49  il  prodotto  IJ^f^  delle  lunghezze  dei 
lati  del  triangolo  M^M^M,.  D'altra  parte,  se  con  9i  ^  9|  ;  ^^  si  rappresentano  le 
inolinazioni  dei  lati  stessi  sull'asse  delle  Xy  si  ha 

±(-^i  "  ^j)^  —  ^i)(-^i'—  ^i)  =  ^^i^cos9jCos9,oo89,  . 

Ne  segue ,  osservando  che  questi  tre  angoli  tendono  all'  analogo  angolo  9 ,  rela- 
tivo al  punto  fisso  M,  e  ricordando  la  proprietà  (22), 

ifc  —  =  21im/(a;j ,  a;, ,  Xj)  cos  f ,  cosf  ^  cos  9,  =f"(a)  cos'9  . 
P 

dove  tg9=/'(o).  Dunque 

Questa  lunghezza,  molto  importante  per  lo  studio  delle  curve,  si  chiama  raggio  di 
cufxcUura,  Si  noti,  })er  finire,  che  il  centro  del  circolo  M^M^M,  si  trova  costante- 
mente sulla  perpendicolare  elevata  ad  M^M^  nel  punto  di  mezzo;  e  poiché,  nel 
tendere  di  M^  ed  M,  ad  M,  la  retta  M^'M,  tende  alla  tangente  in  M,  è  chiaro 
che  la  suddetta  perpendicolare  tende  invece  a  confondersi  con  la  normale ,  d' onde 
segue  che  il  circolo  osculatore  in  qualunque  punto  d'  una  curva  sta  fra  i  circoli 
che  toccano  la  curva  nel  punto  che  si  considera. 


0±s±oz]Le  cl.eXle  jru.z]L95±ox&±  srctas^oziLCtUL 


108.  Abbiamo  detto  (§  13,  a)  che  uua  iuuzioue  raziouale  si  può  sempre 
esprimere  come  quoziente  f{x)lg{o:)  di  due  l'uuzioui  iutere;  ed  è  poi  evi- 
dente che  queste  si  possono  sempre  supporre  prime  fra  loro.  Inoltre,  im- 
maginando già  estratta  la  pai'te  intera  del  quoziente  predetto,  è  lecito 
supporre  il  grado  di  /'inferiore  a  quello  di  g.  Data 

om radici  tutte  semplici y  si  rappresenti  f  mediante  la  formola  d'interpo- 
lazione di  Lagrangia.  Prima  si  osservi  che  nell'espressione  (20)  il  nume- 
ititoi-e  ed  il  denominatore  valgono  rispettivamente 

A  e  segue 

y^tw = :;: — r  •  i^tts = z »   ^^^^   "»=  t-:  ^  o  ;     (24j 
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quiadi ,  sostituendo  in  (10), 

^  =  -^  +  -^+-.+  -^.  (25) 

g{x)         X  —  x^        X  —  Xj  X  —  x^ 

Cosi  Ih  fuuziooe  data  si  trova  decompo.sta  iu  una  somma  di  frazioni  sem- 
plici. Si  vedrà  nella  terza  parte  del  corso  quale  sia  V  utilità  di  questa  de- 
composizione. 

109.  Poniamoci  ora  nel  caso  generale:  sia 
dimodoché  9(a)^0.  Identicamente 

f{^) ^r_ .  /W  — «.yW 

tj(x)       {x  —  af        (x  — af9(x) 

qualunque  sia  a^;  ma  questo  numero  si  può  fissare  in  modo  che  f —  «^9 
riesca  divisibile  per  x — a,  per  la  qual  cosa  occorre  che  f(a) — </,,9(a)  sia  0, 
cioè 

Allora,  chiamati  fi  e  g^  i  quozienti  di  f^a;^  e  di  //  per  j;  — a,  si  ha 

g{x)       {x  —  ay'^ff,(x)' 

e  si  è  condotti  a  decompori»e  la  frazione  fjffi,  più  semplice  di  flg  perchè 
l'ordine  di  a,  come  radice  del  denominatore,  si  trova  abbassato  ad  r  —  1. 
Immaginando  ripetute  le  considerazioni  precedenti  si  può  senz'alti*o  scri- 
vere 

fj,(x)      (x-^ar^'^  g,{x)' 

dove 


■•"'       9(«)  9(«)  ^r'^V^"'      r  +  iy'(a) 

e  così  di  seguito,  fiuchè  si  giunge  a 

dove  jf^ (.■>•).  ossia  9(ìp),  uon  ha  più  la  radice  a.  Passando  ora  a  couside- 
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rai-e  la  radice  p,  poi  le  altre,  successivamente,  si  vede  che  si  perverrà  fi- 
nalmente alla  formola 

f(x)  "i         .  «*  ** 

g(x)       X  —  a  "*"  (x  —  a)*  {x  —  ay 

che  include  (25)  per  r  =  s  = . . .  =  1 ,  come  la  legge  (24)  per  la  formazione 
dei  coeflacienti  è  inclusa  in  (26).  Gli  altri  co(;fncieiiti ,  nel  caso  generale , 
sono  dati  da  formolo  sempre  più  complicate  *;  ma  di  queste,  come  della 
(26),  si  fa  raramente  uso  nella  pratica  del  calcolo,  dove,  una  volta  che  si 
è  riusciti  a  constatare  la  possibilità  di  porre  la  frazione  sotto  la  forma 
precedentemente  ottenuta,  si  ricorredi  preferenza  al  metodo  dei  coeffi- 
cienti indeteì^minatL 

110.  Oiniinariamente  la  frazione  data  ha  i  coefficienti  reali;  ed  è  con- 
veniente, per  ragioni  che  potremo  intendere  in  seguito,  decomporla  in  fi'a- 
zioni  semplici,  che  siano  anch'esse  a  coelllcienti  reali.  Con  questo  scoi)0 
i  fattori  lineari  di  g,  corrispondenti  a  duo  radici  immaginario  conjugate 
a±ip,  si  lasciano  accoppiati  nel  prodotto  x^  +px  -\-q,  che  si  considei*a 
come  denominatore  d' una  frazione  semplice.  Per  calcolarne  il  numera- 
tope  applichiamo  la  formola  (24)  ricordandoci  **  che  i  numeri  ottenuti  so- 
stituendo in /"/^  una  volta  .r=a  +  2p,  ed  un'altra  x  =  a  —  i^y  sono  con- 
iugati. Se  li  rappresentiamo  con  X-f /p.  e  X  — ?>,  le  radici  considerate 
daranno  luogo,  nella  formola  (25),  alla  somma 

X  -|-  i[JL  X  —  i|i  ax-\'  b 


X  —  (a  +  »P)      X  —  (a  —  »p)      x*  -j-  |)x  -j-  ^ 

iucui  a  e  b  sono,  cornei?  e  q,  numeri  reali.  Se,  per  esempio,  g  ammette 
soltanto  radici  immaginarie  semplici,  si  potrà  scrivere,  invece  di  (25), 

f(x)  ^        a,x  +  b^ a^x  +  b^ ^n^  +  K 


g(r)         x'  +  i^^x  +  ^y,         x^  +  p,x  +  q^     ,  -k' +  i'n^  +  (?«   ' 

supponendo  g(w)  =  (a?*  +  p^x  +  q^)(x^  +  p^x  +  q^) ...  0?;'  +  p^x  +  q„).  Ora, 
passando  al  caso  delle  radici  multiple,  supponiamo  g{x)={x^-\-pX'\'qYf^x), 
ed  osserviamo  che  neir  identità 

/(x) ox  -{-  6  /(x)  —  (ox  +  b)<p{x) 

+  7~t" 


g{x)         (x*  +  l>x  +  qY  (x*  +  jjx  -f-  qyfp{x) 


*  AnaiiH  algébriea^  p.  495. 
^  AnoUH  a/p«6rioa,  p.  306. 
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si  può  disporre  delle  costanti  a  e  ft  in  guisa  che  f—{ax-\-b)^  riesca  divi- 
sibile per  .i^'-j-;'a:+9'  basta  mettere  X-f-jt  — - —  al  postii  dì  aj'-^-h,  i]opo 

P 
nvei'  calcolato  X±i(i^/'(a±^P}/^f«±:(P).  Pi-ost*gHendo  in  tal  tno<lo,  come 
uel  piiragi-afi)  precedente,  si  vede  die  ogni  coppia  di  radici  iinmagiuar 
coniugate,  multiple  delfuinliiie  r,  dà  luogo,  nella  deconi|KJ8Ìzione 
ia  (l'azioni  semplici,  ad  una  somma  di  questa  forma: 


x'-\-pX^q  <X'  .L.px-{.q)'  "  "^   {x}  '+ JIX -\-  q)- 


I 


lU.  Varie  iinpoi'ifuiti  funzioni  iiou  si  sanno  svolg(>re  iu  serio  di  po- 
tenze mediante  la  formola  (10),  o  formola  di  Maclaurìn,  per  l'impossibi- 
lità di  trovare  l'espreasioiie  generale  della  denvata  »'™,  D'altronde,  se 
si  riflette  che  in  detta  Ibrniola  non  compariscono  proprio  le  derivate  suc- 
cessive dalla  Tunzione,  ma  aoUiinto  i  loro  valori  per  af^O,  si  capisce  che 
il  calcolare  la  dei-ivata  n'""  di  f{x)  è  fare  assai  più  di  quanto  sti-ettameute 
occorre  per  lo  sviluppo  di  f(x)  in  serie  di  potenze,  e  che  per  conseguenza 
aUi"e  vie  debbono  pur  presoutai-si  per  giungere  alla  semplice  conoscenza 
d'un  tale  sTiluppo.  Per  questo  scopo  riescono  utilissime  certe  speciali  suc- 
cessioni di  numeri ,  delle  cui  proprietà  vigliamo  iu  primo  luogo  occuparci, 
avvertendo  che  il  loi-o  uso  l'requentementa  conduce  a  serie  non  concet'- 
i;enti;  le  quali  sono  nonpertanto  utilizzabili  in  quanto  che  la  somma  dei 
ppìnii  n  termini  si  approssima  rapidamente  ad  una  quantità  determina- 
ta, da  cui  si  allontana  poi,  crescendo  n,  in  modo  da  rendere  manifesta  la 
divergenza  o  l'indeterminazione.  Per  questa  pi-oprietà  siffatte  serie  si  di- 
cono pseudo-convergenti. 

112.  La  teoria  dalle  predette  successioni  di  numeri  é  l'ondata  sulli 
guoute  ossenazione:  CiàenUtà 

velia  quale  i  due  meiubri  si  suppongono  sviluppati  secondo  tu  /hmiola  di 
Taylor,  sussiste  quando  alte  jxiltiise  della  tartahite  x  si  sostituiscono  nu- 
iiiert  arhitrarii.  Applicando  inliitti  la  Tormola  di  Taylor  allo  sviluppo  di 
f{a ■\- h -\- J")  si  può  scrivei*e,  in  due  diversi  modi, 

/(,.  +  »)  +  x)  =/,„  +  ;,)  +  -i/,«  + 1.)  +  -^/"(,.  +  »)  +  . 
/(a  +  (.  +  ,,)  =/M  +  '4-'/v,i  +  ^'/"W  +  . . .  . 


«idi-  I 

% 
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Oca,  se  nella  seconda  sjrie  raccogliamo  tutti  i  termini  che  contengono  o^* 
dobbiamo  necessariamente  (§  88)  ritrovare  lo  stesso  coefQciente  che  ^**  ha 
nella  prima  serie.  Ne  risulta  che  le  duo  ospnìssioni  considerate  restano 
fra  loro  identiche  anche  quando  alla  successione  1 ,  a: ,  ^' ,  a;* , . . .  si  so- 
stituisce una  successione  qualunque  «o  *  ^i  »  ^t  '  ^.i  »  —  ^^^'  P^^  esempio, 
sviluppando  (a  -f  7/  +  a?)*,  si  ha  identicamente 

a*  +  2a(A  +  x)  +  (A*  +  2hx  +  x^)  =  {a  +  hf  +  2(a  -{-  h)x  +  x'  ; 

ma  si  può  anche  scrivere 

a^ot,  +  2a{ha,  +  a,)  +  (A^  +  2/»a,  +  a,ì  =  (a  +  /*)*«,  +  2(a  4.  /i)«,  +  a,  , 
qualunque  siano  i  numeri  a^ya^.a^.  L'espressione 


•  •  • 


si  suole  rappresentare  simbolicamente  con  f{x  +  ah),  È  particolarmente 
notevole  la  funzione  simÌK)lica  e^ ,  ossia 


•     •    •       • 


che  dicesi  funzione  geìieratrice  della  successione  a^,»!,», , Qui  è 

bene  ossen^are  che  la  regola  di  moltiplicazione  *  delle  serie  si  traduce 
neir^uaglianza  simbolica 

<?'»'.  e^  =  e»«-^P»'  ,  (28) 

che  spesso  adopreremo  in  seguito. 

113.  ITameri  di  Bernoulli.  Chiamansi  muneri  di  Beniouili  i  nu- 
meri definiti  dall'eguaglianza  simbolica 

(B+iy  —  BPz=zp  ,  (20) 

in  cui  2?  deve  successivamente  assumere  i  valori  1,2,3,...:  si  suppone 
inoltre  B^  =  l.  Cosi,  per  p  =  '2,  si  trova 

2B,  +  1  =  2     ,     trondo  91  trae     B,  =  —  : 
li  '  ^2 

poi,  per  l?  =  3, 

8B,  +  8Bj  +  1  =  3     ,     d'onde  si  trae     B,  =  —  ; 


*  ànàlUi  aìgthriea^  p.  164. 


pi 
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e  COSI  via  si  ottiene 

B,  =  0     ,     B,r=-L    ,     1J,  =  0    ,     B.=  l     ,     B,=0    ,     B,=  -i, 

3617  43867 

Ciò  premesso,  si  ha  ideuticaniente 

f{x  +  (B  +  \)h)  -f{x  +  B;.)  =  2{(B  +  1)"  -  BK) 

,.=1 

ed  il  secondo  menibiv)  si  riduce,  in  virtù  di  (29),  u 

ì'fV)  +  y /'(^)  +  yV""(-"  +  •  •  •  =  ''/(-•  +  /"  • 

Per  conseguenza,  se  si  tien  conto  dell'identità  (27),  si  può  scrivere 

/((*  +  h)  +  B/.)  —  /(>  +  B;.  ;  =  hf{x  +  7. 1  .  (30) 

E  questa  la  formola  fondamentale  nella  teoria  dei  numeri  bernoulliani. 
Ponendo  .r  =  —  //,  poi  cambiando  h  in  »r,  si  ottiene 

/(Bx)  - /(Bx  -  .r)  ==  .r/'(0)  .  (31) 

111.  I numeri  di  Bernoulli,  con  ìndice  dispari,  soììo  nulli,  tranni; 
Hj  =  V,.  Intatti  per  f{x)  =  x^'  la  formola  (:U)  dà 

Bi'  — (B  — l)i'  =  0  ,  (32) 

purché  non  sia  /?=  1,  nel  qual  caso  il  secondo  membro  è  1.  Dunque  per 
^/>  1  si  ha  (B+  1)^  — (H—  1)''==/?,  ossia,  dopo  aver  cambiato  p  in  2py 

B,^-i  +  V.(2i>  -  l)(2i>  -  2)B,^,_3  +  . . .  +  \,(:2p  -  1)(22,  -  2)B,  =  0  . 

Poneiulo  successivamente  ;;  =  'i ,  ;^J ,  1 , . . . ,  si  vede  che  B, ,  I^, ,  Hy , . . .  sou 
tutti  nulli. 

115.  Per  f{o;)  =  e^  la  l'ormola  (21)  Tornisce  la  funzione  generatì^ice 
dei  numeri  heì*iixoulUani,  Infatti,  osservando  la  (28),  si  può  scrivere,  suc- 
cessivamente. 


C«-l  ' 
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ossia 


X  aC  •*/ 


•  •  •  • 


Per  altre  forme  di  f(x)  la  forinola  (31)  somministra  altri  interessanti  svi- 
luppi in  serie.  Per  esempio,  se  /'(iz?)  =  cosa7,  si  ha 

cosBos  — cosBx.  eoa X  —  senBx.  seno;  =  0  . 

lutanto  si  osservi  che ,  essendo  B,  =  B,  =  B^  = . . .  =  0,  è  pure 

B,x*  B-x*  X 

sen  Bx  =  B.x \-  - — -— - — : — -  —  ...  =  —.. 

*         J[. 2. 3^1.  2. a. 4. 6  2 

Dunque,  cambiando  a?  in  2u:', 

X8en2x 

eos2Bx  = =  xcot jt  . 

1  —  co9  2jr 

In  altri  termini 

^       4B,x«  .       4'B,x^  4'B,x« 

1 .  2     "^  1  .  2 .  3 .  4        1  .  2  .  3  .  4  .  5  .  <j 

I)ii  questo  sviluppo  si  deducono  poi  subito  quelli  di  ^/seno? ,  tga?,  ecc.,  os 
senando  che 

X  1 

cot  —  —  cotx= ,     cotx  —  2cot2x  =  tgx  , 

2  senx 

«ce.  Si  ottiene  cosi 

x«        x^        2x«  X* 


xcotx=  1 


3        45        945  ^     4725 


lenx~     "'' "(T  "^  "36(5"^  15120  "^604800"^"*  ' 

,    x«   ,    2x»        17x^   ,    62x'    . 
^5x  =  x  +  ^  +  — +  _  +  ^^+.... 

116.  Nvinarl  di  Bolero.  Diconsi  numeri  di  Eulero  i  numeri  defi- 
niti dalla  relazione  simbolica 

(E  +  1)*  +  (E  — 1)''  =  0  , 

dove  a  />  si  attribuiscono  successivamente  i  valori  1 , 2 , 3 , ...  :  si  suppone 
inoltre  Et=  1.  Si  ottiene  cosi  la  successione 

1,0,— 1,0,6,0,—  61,  0,  1385  ,  0  ,  —  50521  ,  0  ,  2702766  ,  ... 
I   u,  ■ 

S  conseguenza  evidente  della  definizione  che  i  numeri  di  Eulero,  con  in- 
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dice  dispari,  son  tutti  miHi,  latanto  si  ha  identicamente,  in  virtù  (fella 
definizione  stessa, 

f{x  +  (E  +  l)h)  +f{x  +  (E  -  l)h)  =  ^f{x)  ; 

quindi,  ricordando  l'identità  (27), 

/((«  +  *)  +  EA)  +/((aj  -  A)  +  EA)  =  2/(x)  . 

È  questa  la  fbrmola  fbndamentale  nella  teoria  dei  numeri  euleriani.  Fa- 
cendo ir  =  0,  poi  cambiando  h  in  x,  si  ottiene 

/(Ex  +  x)  -f-/(Ea;  —  a:)  =  2/(0)  . 

In  particolare  per  /'{x)  =  e^  si  trova,  osservando  la  (28), 

c^.e^  +  c'^.c-'rsa     ,     c^= — - — . 

In  altri  termini  la  fìinzione  geìieratrice  dei  numeri  euleriani  è 

2        _  X»       6x*       £Lc*       277x« 

"o"  "•"    0.4     "^    70*\       •" 


•  •  •    • 


c^-f-c-*  2    '    24         720    •    8064 

Altri  interessanti  sviluppi  si  ottengono  per  altre  forme  di  f(x).  Per  esem- 
pio, per  /*(aO  =  cosa?  si  trova  cosELp=:sec^,  cioè 

,    X*   ,   5x*   ,    61x*  ,   277x»  . 
~  2  ^  24  ~  720  ~  80(i4  ~ 

117. 1  numeri  di  Eulero  godono  di  varie  interessanti  pi'oprietà.  Così , 
per  esempio,  se  si  considerano  i  soli  numeri  non  nulli,  escluso  E^,  è  fa- 
cile accorgersi  che  son  tutti  della  forma  O/i— 1,  e  che  quelli  di  posto  pari 
terminano  con  5,  gli  altri  con  1;  ecc.  Orbene  queste  pi'oprietà  sono  con- 
tenute nel  seguente  teorema  di  Sylvester  *,  che  ci  limitiamo  ad  enuncia- 
re :  se  « ,  p ,  Y , . . .  sono  i  divisori  di  p  —  p',  la  differeìiza  E,^  —  E,^  è  di- 
visibile pei*  quelli,  fra  i  numeri  2«  -{- 1 , 2;3  4- 1 ,  ^Tf  -f  1 ,  ..• ,  che  sofi primi. 
In  ciò  che  segue  ci  occuperemo  esclusivamente  dei  numeri  bemoulliani  ; 
ma  prima  vogliai^o  far  notare  che  questi  son  legati  agli  euleriani  in  modo 
assai  semplice.  Infatti  si  ha 

,(4B-1)«  _  ,  (4B-S)ar  _  J^  (,..  _  ^.i.)  =  _  f f_  =  2xeK*  , 


*  CompiM-rendus  de  l'Académie  des  Sdence*  de  Pari»,  U  52,  p.  212.  La  dinoslra- 
ilone,  doTuiR  a  Stero,  trovasi  nel  Giornale  di  Creile,  t.  79,  p.  67. 
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ed  il  paragone  fra  i  coefflcienti  di  a^^  porge  subito  T  eguaglianza  simbolica 

(4B  ^  1)'  -^  (4B  -  8)^ 

^^-^ = 2ir • 

Inversamente  dall'identità 

c»^  __  1        e**  —  1        e'  +  C-* 

si  trae 

i'        2'(2^— 1) 

118.  Forinola  sommatoria  di  Bolero.  Per  giustificare  gli  svi- 
luppi precedentemente  ottenuti  è  necessaiùo  conoscere  Tensore  che  si 
commette  fermandosi  ad  un  termine  qualun(|ue,  e  dimostrare  poi  che  qu(i- 
sto  errore  tende  a  zei'o  quando  cresce  indelinitamente  il  numei*o  dei  ter- 
mini adopei^ati.  Se  scriviamo  la  formola  fondamentale  (:30)  prendendo  sol- 
tanto n  +  1  termini  nello  sviluppo  di  ciascuna  parte  del  primo  membro, 
e  rappresentando  il  ì^esto  con  R„,  ti'oviamo  la  fbìvnola  soynmatoìna  di  Eif- 
lero  * 

h/'ix  +  A)  =  5/(.r)  +  ^-^'  5/V)  +  ^-^'l  V"(x)  +  •  •  • 

1   .  2  .  O  .  .  .  fi 

in  cui  abbiamo  ancora  da  cei*care  i  limiti  fi*a  i  (inali  può  variare  R^.  Tale 
«leterminazioue  è  stata  fatta  da  Malmstén  **,  che  ha  trovato,  per  n  pari, 
queste  due  espressioni  : 

*  (11  +  2)!       "^        V    -r     /     »       n      (n  +  2)!      2"+»  ^        v; 

Siccome  la  dimostrazione  di  queste  formole  richiede  la  conoscenza  del 
Calcolo  integrale  ***,  qui  ci  contentei*emo  d'una  espressione  meno  soddi- 
sfacente, ma  che  basta  per  le  onlinarie  applicazioni,  e  si  può  stabilire 
in  noiodo  semplicissimo.  Alla  funzione 

F(.)  =/(«)+  — r^/w  + .  •  •  + ?— ^/"•x^) 

1  ti  ; 

»i  applichi  il  teorema  di  Lagrangia 

^ F(x  +  A)  —  F(x)  =  AF'(x  -{-  ih)  .  (34) 

*  InsUtuiiones  eakuli  tUfflgreniiaiù,  cap.  V. 

**  OiamaU  di  Creile^  1847,  p.  55.  Uq*  altra  forma  di  R   è  stata  proposta  da  Sodìd  nelle 
untala  de  FÉooie  normaie  nrpérieure,  1889,  p.  257. 

***  Tanoery:  Fmadione  d^uns  varMU,  p.  %8.  Darboux:  Sur  le»  d^veioppemente  mi  aérie, 
Oioraale  di  LkwTÌlle,  tene  S^,  t.  li. 


I 
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Poi  si  osservi  che 

F(x)  =/(x)  +  ^/Xx)  +  ^fXx)  +  .  . .  +  ^/'-X^)  f 

X  1 . £  ni 

mentre,  in  virtù  di  (32),  si  ha 

F(x  +  h)=f{x  +  h)  +  ^/'{x  +  A)  f  ^/>  +  *)  +  -.. 

e  però,  sostituendo  in  (:il),  e  tenendo  pi'esente  la  forinola  (33), 

R^  =:=  —  hV\.c  +  ih)  . 

Intanto  è  facile  vedere  ohe 

(.c  —  z  +  Bh)'* 

^  n!  ' 

Dunque 

ih  —  6»" 

Per  iMjter  impiegare  questa  forniola  è  anzitutto  necessario  conosceinì  i  li- 
miti, fra  i  quali  varia  Tespressione  simlK)lica  (B — 0)**  quando  6  varia du 
0  ad  1;  e  si  vedrà  che  bisogna  anche  sapere  come  varia  B^  quando  n  ol- 
trepassa ogni  limite.  Alla  fine  di  questo  capitolo  saremo  in  grado  ili  ri- 
spondere a  tali  (questioni,  e  imtremo  allora  convincerci  della  legittimiti 
degli  sviluppi  di  oce^i{e'  —  1) ,  xjsQwx ,  a?cota' ,  tgiP,  ecc.,  ed  indagare  con 
({uale  approssimazione  si  possano  adoperare  altri  importanti  sviluppi  nm 
convergenti,  che  fi*a  bi*eve  incontreremo. 

ILO.  Scorinola  sommatoria  di  Maolaurin.  Se^  si  cambia  x  in 
x-\-h,a' -{-211,...  nella  formola (30) ,  si  ottiene ,  sommando , 

h{f\x  +  h)  +  f'{x  -{'2h)-\ 1-  f'{x  +  nh))  =f{x  +  nA  +  B*)  —  f{x  f  BA)  . 

In  particolare,  per  a?  =  0  ed  A  =  l, 

fXl)  +  /'(2)  +  /Y3)  +  . .  .  +  /(n)  =/(n  +  B)  -  /(B)  .  (35) 

E  questa  la  fonìiola  soìmnatoria  di  Maclaxtrin,  Si  osservi  che  il  secoudo 
membro  non  è  che  la  rappresentazione  simbolica  di 

dove  l  è  una  costante  da  determinare  in  ciascun  caso.  Cosi  la  formula  (35) 
spiega  e  completa  certi  i*isultati  ottenuti  con  maggior  rigore  nel  §  08;  ma 
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si  sottintende  che  la  formola  stessa  non  si  può  adoperare  con  sicurezza  se 
non  dopo  aA'ers'i  ìnti'odotto  l'espressione  del  vesto. 

120.  AppUcanoni  :  a)  Somma  deUe  poterne  simiU  dei  primi  n  numeri  interi.  Per 
fix)  =  x^^  la  forinola  (36)  dà  subito 

l'  +  l 

cioè 

Per  esempio 


n*  ,    n^  .    n 


l=+2«+3'-(-...+n'=      +  -r-  +  -g-  =  V,»(n+l)(2n+l)  , 


n»  .    n'       n* 


l'+2'+3'+...+»»=_  +  -  +  _=V,n'(«4-l)'  , 
.'+-2'+3»+...+n'=l*+  ^  +  ^' _^=7^,„(„+l)(2n4-l)(8»'+3»_l)  , 
l»+2'+3'+...-l-n'=^'+  j  +  ^-^=7..«'(«+l)*(2««+2»-l)  , 
lH2'+3'+...-h.'=^'  +  ^'  +  ^_|  +  £.  =  V„«(„+l)(2«4-l)(3n'+6«'-3«+l)  , 
l'+2'+3'4  -  -H«'=  J  +  j  +  ^  -  ^'  +  ^='/««'(»+l)'(3»'+6»'-«'-4»+2)  , 


b)  Serie  armonica  (cfr.  §  94,  b).  Per  /(x)  =  logx  la  forinola  (35)  dà 

■ 

l  +  -^-f-J-  +  --  +  ^  =  log(«  +  B)-logB  =  0  +  logn  +  log(l  +  ^ì  , 
fioè,  in  serie  pseudo-convergente, 

H  =O4-l0ffn+  — —A 1 i ' U 

-r  ^    T  2^       12n*  ^  120n*       252n«  ^  240n''       132»'''  ^ 


•  •  •  • 


9  Formoia  di  Stirling  (c£r.  §  94 ,  e).  Similmente ,  per  f{x)  =  x logx  —  x ,  si 
ottiene 


nf 


I K  gint  ft^f    '^"^  '*^'   ilCOnS   ICSOnT   1188n> 


Dia  non  bisogna  dimenticare  che  la  serie  contenuta  in  esponente  non  converge.  Co- 
me etercisio  potrà  il  lettore  trasformare  la  precedente  espressione  in 

.,=Ks(i)/..+.+l+ji,.+...r^ 
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Trascurando  i  termiui  in  1/n,  sotto  il  radicale,  si  trova  la  Ibrmola  proposta  *  da 
l'orayth  per  il  calcolo  di  n! 

121.  Polinomii  di  BemouUi.  Si  chiamauo  cosi  i  poliQomli 

^  i>  + 1 

che  per  x  luterò  rappresentano,  come  si  è  visto,  le  somme  1^  +  2**  +  •  •  • 
+  (,'r  — 1)^  Evidentemente  9^X1)  =  0,  e  si  vede  anche ,  ossei^ando  (32), 

elle  9^.(0)  =  0.  Qua!' è  il  valore  di  9,.(~)?  Si  ha 


c*— 1  i  c«— 1  ' 

e*— 1 

e  se  ne  deduce,  uguagliando  ira  loix)  i  coelflcienti  di  x**lp\  nei  due  membi'i, 

\  2/  2*         *  \         2^V    ^' 

Dunque 

No  segue  che,  se  i>  è  pari,  9^(7^  =  0.  Del  resto  ò  tacile  dai*e  airespi*es- 
sione  di  9^,(^0  ^"^^  forma  che  ne  i)orti  in  evidenza  le  radici  0,1, 7,.  Se  il 
'  siicondo  membix)  di  (30),  dopo  avere  scritto  (a/'  — Vi)  +  (1^ — Vi)  «^^  lH>stodi 
;r  —  1  +  B,  si  sviluppa  secondo  le  potenze  di  x  —  Vi»  si  ottiene  per  9,, 0*0 
r  espressione 

p  +  1  24^  "-^      +  6760  ^  "^ 

in  cui  l'ultimo  termine  è 


^v^^ 


(p  + 1)2'' 


"       -{'-^i^r^-'i')^ 


secondo  che  j)  è  dispaia  0  pari.  Qui  si  osservi  che,  siccome  u'  —  \,  non  la 
che  cambiar  segno  quando  si  cambia  x  in  1  —  *r,  si  ha 

Nel  caso  di  p  dispari  lo  sviluppo  precedente  si  può  onlinare  secondo  le 
potenze  di  A'(.r  — 1)  osservando  che  (a;  — V,)*  =  a,'0/— 1)  +  7^.  Altret- 

*  Nei  Reparti  della  British  AssoeiaUon  (Rep.  of  the  53*^  meeting,  1884;,  p.  407). 
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tanto  si  può  fare  nell'altro  caso,  dopo  aver  messo  x—  */,  in  evidenza.  In 
tal  modo  si  giunge,  distinguendo  il  caso  dell' indice  dispari  da  quello  del- 
l' indice  pari ,  alle  seguenti  notevoli  espi'«ssioni  : 


2)'9.p-.(*)  =  '*(•«  - 1)*  !  '^^^  -  IV-'  -  ---\:    '^-  ^^\^ 


f-^r.  —  1 V-» 


Vf- 


122.  Ora  vogliamo  dimostrare  che  ueir  intervallo  (0, 1)  i polinomii  di 
Iknìoulli,  con  indice  ìmri,  si  annullano  solo  negli  estremi  e  nel  punto 
medio,  dove  cambiano  segno;  e  che  i politiomii  con  indice  dispaiH  si  an- 
mlhnio  solo  negli  estremi,  e  rag0uì\gono  il  massimo  valore  assoluto  nel 
pnato  iitedio  dell'  inferrano.  Già  sappiamo  che  9,^,0'^)  si  annulla  per  ^^^=0, 
'  j.  1 ,  e  che,  in  virtù  della  (38),  cambia  segno  quando  iV  passa  da  un  lato 
air:ilti*o  di  7j-  Ci  resta  dunque  soltanto  da  far  vedere  che  9,^(.r)  non  si 
imnullii  fra  0  ed  7»»  uè  fra  Vj  ^«^  !•  Ammesso  che  ciò  sia  vero  per  9,^,(.^•)' 
«  che  per  conseguenza  questa  fujizione  conservi  un  certo  segno  fra  0  ed 
'/i,  ed  il  segno  opposto  fi*a  7t  ^^l  ^  »  si  applichi  la  nota  (§  106)  formola  d'in- 
terpolazione 

f(x)  =f(x,)  +  {x-  x,)/{x, ,  X,)  +  7,(a:  -  x,)(x  -  a:,)/"(è) 

alla  funzione  f=  9,^ ,  prendendo  a?i  =  0 ,  a?,  =  7i .  ed  osservando  che 

9;  (*)  =  M^  -  1  +  ^y-'  =  2i>(2i>  -  1)9.^,W  . 
Si  ottiene         *" 

Jove  è  è  compreso,  come  x,  fra  0  ed  7i-  Questa  formola  mette  bene  in 
evidenza,  non  solo  che  ^ip(x)  non  può  annullarsi  nell'intervallo  (0,1), 
fuori  degli  estremi  e  del  punto  medio,  ma  che  il  suo  segno  è  costantemente 
opposto  a  quello  di  9,p_,0>:^).  Siccome  poi  si  ve<ìo  direttamente  che  la  fun- 
wone  9,0^?),  ossia  ^Ux{a*  —  l)(2,i*—  1),  e  positiva  a  sinistra,  negativa  a 
destra  di  7t»  ^  lecito  affermare  i)er  qualunque  valore  di  p  la  proposizione 
enunciata,  aggiungendo  che  ^^j^cc)  ha  il  segno  di  (—  1)»=+*  a  sinistra  di  7<  * 
ed  il  s(^o  opposto  a  destra.  Inoltre  9*^^/./')?  ^'^  ^ui  dei*ivata  è 

9V1 W  =  (^  -  1  +  ^y^''  =  (2i>  - 1)9,,-, (^;  , 

è  crescente  o  decrescente  fra  0  ed  7i>  *^*1  invece  decrescente  0  crescente 
fra  7,  ed  1,  secondo  che  p  ò  pari  o  dispari.  Essa  conserva  dunque  nel- 
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l'inturao  di  (0, 1)  il  seyuo  {li  (—  1)'',  e  nisrgìunga  jier  :r  =  '/',  il  massimo 
valore  assoluto. 

123.  Le  pixjprielà  precedeuti  huiiiio  coiisegueuze  importanti  per  gli 
stassi  numeri  di  Bernoulli.  Infatti  nel  §  114  abbiamo  beusi  dimostrato  che 
i  numeri  B,,B, ,.. .  son  tutti  nulli,  ma  ci  è  rìmusto  il  dubbio  che  vi  pos- 
sano essere  numeri  nulli  anche  nella  successione  [1, ,  B, , . . . .  La  (34)  ci 
toglie  subito  tale  dubbio,  ed  inoltre  ci  dice  che  il  segno  di  B,,,  è  opposto» 
quello  di  9,p,i('/i)'  ^"^  «  pei"  conseguenza  il  seguo  di  ( —  !)►+'.  Adunqoe  t 
numei-i  di  Benwulti.  con  indice  pari,  sono  a  segiit  alternati.  AltrettaOtO 
ai  può  aflermare  dei  numeri  di  Eulero.  Infatti  la  (3.'t)  dà 

(l'onde  segue  (§  117),  tenendo  presente  la  (35). 

E.,  =  2*»^'  (9.,(V,)  ^  9./'/»))  =  -  4"-"T.,i  VJ  •    

Dunque  E,^  ha  il  seguo  di  ( —  1)''. 

124.  Seyiue  altresì  dalle  cose  dette  nel  §  122  che,  se  tì 
ri ,  sì  ha 

nell'intervallo  (0,  I).  In  altri  termini 

|(B-e)--B-|<2(l_l)|BJ  , 

per  qualunque  valore  di  tì,  compreso  fra  0  ed  1.  Siccome  poi  9„_ 
seiTR  nel  detto  intervallo  il  segno  opposto  a  quello  dì  B„,  si  ha 


I  (B  —  6)"  —  B"  I  : 


=('-^i^>^ 


e  per  conseguenza 


-i  +  -7rr^- 


Ojsì  vediamo  che  il  valore  assoluto  di  (B  —  6)"  non  supera  mai  quella 
B„,  e  però  l'espressione  del  resto  H^,,  trovata  nel  §  118,  non  supera,  ia 
valore  assoluto,  la  prima  delle  espressioni  di  R„,  date  da  Maimstéu.  Ciò 
prova  che  le  due  espressioni  sono  ugualmente  vantaggiose  allorché  trai-  li 
tasi  di  dimostrare  che,  per  «  infinito,  il  resto  teude  a  zero;  ma  non  ai  può 
dire  altrettanto  quando  si  cerca  dì  limitare  |  R,  |  nelle  serie  pstn 
veruna  che  fornisce  il  calcolo  simbolico. 
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125.  Le  proprietà  dei  poliaomii  di  Beraoulli ,  dimostrate  nel  §  122,  tro- 
Tano  una  facile  ed  interessante  spiegazione  nella  possibilità  di  rappresen- 
tare i  polinomii  stessi  mediante  Tuna  o  l'altra  delle  serie 

2*"  sonni  ^C09»w 

n=l  n=l 

secondo  che  il  loro  indice  è  pari  o  dispari;  ma  prima  è  necessario  valu- 
tare la  somma  della  serie 

/(x)  =  9enx  4"  7i  ^^ 2^  "t"  Vs ^^  Sfic  -f-  . . .  ,  (40) 

dimostrando  una  formola  importante,  già  invocata  in  due  occasioni  (§§  13, 
g\  31 ,  />  Se  si  osserva  che 

28en  —  costila;  ==  sen  Im  A \x  —  sen  Ini J  r  , 

2  \     ^  2/  \  2/     ' 

si  trova  facilmente  che  la  derivata  della  somma  dei  primi  n  termini  del- 
la serie  considerata  è 

cosx  -\-  cob2x  -|-  cosSx  -|-  •  •  •  -|-  cosimc  = 1 . 


Ne  segue  che  la  funzione 


28en  — 
2 


C09  I  IH IX 

X 

P(x)  =  aenx  -|-  7t  8eu2x  -[-  •  •  •  +  ^l^aennx  -| {- 


("+i) 


2  ^  X    ' 

{2n  +  l)Ben  — 

definita  in  qualunque  intervallo,  da  cui  siano  esclusi  i  multipli  di  2ir,  ha 

la  derivata 

C09  — .  C09  I  n  -4 I X 

2  \  2  / 

F'(»)= = ^ ^  ; 

«  si  vede  che  limF'(i«?)  =  0.  Ciò  pi'emesso,  se  k  è  il  massimo  intero  conte- 


nuto in  xj2ft,  il  teorema  di  Lagraugia  (§  66)  si  può  applicare  alla  funzione 
%)  per  qualunque  coppia  di  valori  (per  esempio  a*  e  w-f  2/jit)  presi  nel- 
Tintervallo  (2/wr,2ir4-2/:7c),  gli  estremi  esclusi.  In  tal  modo  si  ottiene  , 
chiamando  è  un  numero  compreso  fra  a;  e  ir  -{-  2/^ir, 

aenx  -\-  */, sen  2x  -|-  . . .  -i-  ^l^aennx 


("+4) 


C08 1  n  H I X 

1t— X  \  2/ 

=  — h^ ^ —+{^  —  ir  —  2Jtir)F(è) 

(2n  +  l)9en|- 
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quindi,  per  n  infinito, 

/(.-)=-^-t[^]»:.  (41) 

126.  Ora  siamo  in  ^'rado  di  valutare  la  soniina  ♦^(a?)  della  prima  o 
della  seconda  serie  (i^O),  secondo  che  jj  è  dispari  o  pari.  È  noto  (§  70,  b,  e) 
che  la  convergenza  delie  serie  (:i9),  per  i>>  l.  e  uniforme  in  qualumiue 
intervallo,  e  che  altrettanto  si  può  dire  per  i?=l,  ossia  per  la  serie  {}i7), 
purché  si  escludano  i  valori  di  x.  multipli  di  2«.  Si  può  dunque  (S  82)  al- 
fermai*e  che  si  ha 

♦;(a.)  =  (^l)-**^,(,c.  .  (42) 

(Uà  conosciamo  ♦,(a;)  =  /Xit*),  data  dalla  (11),  che  conviene  ora  scrivei*e 
♦j(.r)  =  r:(ìì  —  p) ,  ponendo 

Siccome  «(H  —  p)  è  la  «ierivata  di  —  w*(H  —  p)*,  si  ha  (§00, 7/) 

♦,Cr)  =  «VB-p)H«  , 

«love  a  è  una  costante,  almeno  in  ciascun  intervallo  (2A'w,2«  -}-2/i'it),  j^li 
estremi  esclusi.  Del  resto  a  non  dipende  da  /;,  perchè  ♦,  e  (B  — p)'  non 
variano  quando  si  fa  variare  iv  per  un  multiplo  di  2ir.  Per  conoscei'e  il 
valore  di  a,  si  noti  che 

Ili  I 

ossia  ♦jX^)  ==  ^  (^  ^  "^ij^jiOO'  P®^  qualunque  valoi*e  pari  dip;e  si  ri- 
chiami l'eguaglianza  (K  —  —  1  "^""{^  ""  ó7-t)'V'  <li»nostrata  nel  J5  121. 
P<iP;>  =  2 

♦/ir)  =  ir'|B-.^^" 
4^1  anche 


♦/ir)  =  ir'(B-ly+«=-^i^  +  a  , 


♦,(^^=-1<I)j'0j=     -— B,-   -^  . 

Dunque  «  =  ().  Ora  per  determinare  ♦,00  si  ha 

♦',  (x)  =:rz  ♦/.t-)  =  ir'(T^  —  p^-  : 

2 

e  siccome  7r*(D  — p)*  è  la  derivata  di  — ?j-«\I^»  — p)%  si  può  scrivere 

♦^fx)  =  —  ^  ft'(  B  —  p^'  +  p  . 

«L» 
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dove  hi  costante  p  si  deteriuiiia  2!»ubito  osservaudo  che,  in  virtù  delia  con- 
tinuità (§81)  di  ♦,(«?),  il  secondo  membro  deve  tendei'e  a  ^,{2ki:)  =  i) 
quando  p  tende  a  zero.  Ne  segue  p  =  0.  Per  determinare  ♦v(*^*)»  '^à  ha 


*\  w  =  -  ♦,(«)  =  y  i^(«  —  p)'  ; 


(luindi 


ir* 


**(.«^)  =  --3-(B-p/  +  Y? 


e  [)er  calcolare  y  basta  osseivare  che  si  ha 


V 

! 

I 


e<l  aiiche 


♦.(«)=-(.-i)*,(o)=?(i-^)B.-(.-i)r, 


sicché  Y  =  0.  Cosi  pi*osegueudo  si  prevede  che  in  generale  ♦  =-X^.(li— pK- 
Per  determinare  X^,,  la  (42)  ci  dà 

1   =\ /     ^^-rX       ==L_1 rait'ìJ'-*  ir 

^-      j,      --^Vi-     2.8. ..p     ^^""^      •''• 

Dunque 

♦^X^)  -  (-  ^i^^  ''^'"  S'  (^  ~  P>'  •  ^^•*^'' 

Questi!  formola  ci  dice  in  (^uale  relazione  si  ti*ovano  le  somme  ♦j,  con  i  po- 
liuomii  di  Bernoulli.  Servendosi  infatti  delle  uguaglianze  (86)  e  (38)  si 
giunge,  per  a-  compreso  fi'a  0  ed  1,  alla  Ibrmola 

clie  mette  in  piena  evidenza  le  pi'oprietà  dimostrate  nel  §  122. 

127.  AppliCdiiOIli  :  a)  Una  delle  più  interessanti  applicazioni  della  Ibrmolu 
43]  consiste  nel  calcolo  delle  somme 

1,1,1. 

J*r  tutti  i  valori  pari  di  j».  Se  in  (43)  si  cambia  jf  in  2|>,  si  ottiene 

cosx       co82x       cosUj;  ,  ,      .    .  ir**' 

IV    ^     2*^»     ^    3*^       *  ^  (2|)V-  ^         *^^ 

el  in  particolare I  per  «  =  0, 

Il  '  1  '  I  '  I    -(-^)^"-^'^'».>"'^       fv;,.^.^o 

^  2»^  ^  8'*  ^  4«'  ^  1 .  2  .  3  . . .  2/> 


..  ^ 
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Per  eBempio 


«'  ir*  IT*  «• 


***    '  ^  •  "l    ^^^  "  •  '•-i  ^-^~     ~^^^~^  «  o 


i  fi  »  *  OA         »  «  IIAB.  ?         "8 OIKn     » 


90     '      •        946      '      '       9450 


•  • 


Quando  p  cresce  all'  infinito ,  il  primo  membro  tende  ad  1 ,  e  perciò ,  ricordando 
la  formola  di  Stirllng  (§  94,  c\  si  ha,  per  rispondere  ad  una  questione  posta  in  fine 
del  §118, 


^^\K\'(j)    =4«»-'-     ri/A^ifóf/n 


Finora  non  si  è  riusciti  ad  esprimere  la  somma  9  per  i  valori  dispari  di  p.  Si  co- 
noscono soltanto  delle  trasformazioni  in  serie  più.  convergenti,  che  consentono  un 
calcolo  numerico  rapido.  Cosi ,  per  esempio ,  si  è  trovato 

1  +  4  +  -4  +  4h =  1,20205690316959428540... 

2  3  4 

adoperando  pochi  termini  di  un'  altra  serie  *. 

b)  Similmente,  se  si  cambia  p  in  2|>  -|~  ^  7  ^^  (^^)  ^^  ^^ 

senx    .   sen2x      senSo:  ,        .       it'^'      ,^         ,.  ^. 

l«iH.i  ^  2*i^*  ^  3*^*  ^  ^      ^  (2p  4-  1)!  ^         ^^ 


Ora  per  x  =  7»^ »  si  ha  p  =  */*  j  e  >i©l  §  123  si  è  visto  ohe 

1  \*^^      2jp  +  1 

Dunque 


( 


^~j)      ="iiS^^«i'- 


j L_4.  _L L_4.     ^     (-  iyE„«'^'*' 

Per  esempio 

1-^4-^  -'^  1        ^4-1  -^ 

Intanto,  mentre  si  conoscono  le  somme  1 1 ...  per  tutti  i  valori  dis- 

jxirt  di  p,  non  si  sa  esprimere,  nel  caso  di  p  pari,  neppure  la  più.  semplice  di 

tali  somme ,  ossia 

_  11         1 

^ —  ^       8*""'5^       7T  +  '"» 

sulla  quale  si  lia  **  un  lungo  studio  di  Catalan. 


*  Questa  è 


'(^l)««-«.l».23.3»...(n-l)^/        l  5 N 

2é  1.2.3...(3n-2)  \(2n  — !)•      Ì2n(3n  — l)j 

1 

Vedi  una  comunicazione  dì  A.  Markoff  all' Accademia  di  Parigi  {Comp'ea-rendus ,  15  Déc«*mbre, 
1889).  Fino  a  p=a70  le  somme  #p  sono  sUle  calcolate  con  trentadue  decimali  da  Stieltjes  {Ada 
Mathematica,  1887). 

'^^  Memorie  delFAccad.  dì  Pietroburgo,  7»  serie,  t.  XXXI.  Nei  Camiìtes-renduM  (L  LXIV, 
p.  1139)  Bretse  ha  trorato  O:«0.915986594177«I9(»W357  ... 


FUNZIONI  DI  PIÙ  VARIABILI. 


138.  linmu>|ìoì:iiDo  n  viiriiibili  j:,y,z indipeìidenlttr'ò.\iìvo,c\Qh 

che  il  valore  attrit)UÌU)  ad  una  uou  menomi  ìq  alcun  modo  la  libertà 

m porre  ikd  uu' altra  qualsiasi  quel  valore  che  più  ci  piace.  L'insieme 

&  sistemi  di  valori  che  ad  esse  possono  attribuirsi  costituisce  un  campo 

i  dimensioni,  dì  cui  è  caso  particolare,  per  n=  1,  ciò  che  abbiamo 

identemente  chiamato  Interrano.  Se  ad  ogni  sistema  di  valori  delle  n 

viabili,  appartenente  ad  un  certo  campo,  si  la,  cou  un  criterio  qualua- 

!,  corrispondere  un  numero,  l'insieme  di  questi  numeri  costituisce  una 

izione  delle  n  variabili,  deQnìta  in  quel  campo,  o  si  rappresenta  cou 

f^SB ,  ]/ ,  z , ...).  Si  suole  anche  dire  che  la  funzione  è  definita  per  fygoipunto 

del  campo,  intendendo  per  punto  niente  altro  che  un  sistema  di  n  valori 

particolari  qualunque,  attribuiti  alle  variabili  indipendentL  Le  proprietà 

mostrate  per  le  (linzioni  d'una  variabile  possono  senza  dillìcoltà  esten- 

rsi  alle  funwoni  di  più  variabili  *;  ma  noi,  qui,  siamo  obbligati  a  lirai- 

121).  ContÌnnit&.  Quando  alla  variabili  indipendenti  si  attribuiscono 
kiuci-emeuti  S.;'.8(/ ,,., ,  ne  risulta  per  la  funziono  l'inci-emento 


8/-/(^  +  8a;,:/-f5y, ...)-/(,. 


..)  . 


1  dico,  che  la  Ainzioue  ò  continua  se,  cui  far  tendere  simultaueameute  a 

■no  gli  incrementi  8.r,S.v, ,  senza  porre  tra  loi-o  alcun  legame,  8/ 

l'alide  sempi'e  a  zero.  Fissati  i  valori  di  «  —  1  variabili,  f  può  riguar- 
iiai-si  come  funzione  della  rimanente  variabile,  ed  ò  chiaro  che,  quando  è 
ciintinua  rispetto  al  sistema  delle  variabili,  la  funzione  è  continua  rispet- 
iii  a  ciascnu»  di  esse;  ma  non  bisogna  credere  che  la  reciproca  sia  vera, 
;ile  a  dire  che  la  continuità  di  /Xa:,y,..,)  consista  semplicemente  nella 
■1111  tinnita  rispetto  ad  x,j/,:..,  variabili  separatamente.  Per  convincersi 
the  una  funzione  jn'ó  psse>-e  discontinua,  malgrado  che  sia  continua  ri- 
Mtoa  ciastniiìu  delle  variai/ili cbt  cui  dipende,  basta  considerare,  per 
[apio,  una  Ignizione  delle  coordinate  cartesiane  d'un  punto,  la  quale 


•  y*4\ .  |.ti 


W!IU1>1C 


il  Ctì/ru/o  ili  a^nucchi  o  l*f; 


•.129. 
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abbiti  il  valore  1  sugli  assi,  e  sia  nulla  iu  o^^nii  altro  punto.  Una  simile 
funzione  è  manifestaniente  discontinua  nelT origine,  sebbene  sia  continua 
rispetto  a  ciascuna  variabile,  (quando  l'altra  si  pone  uguale  a  zero.  Basta 
il  semplice  cambiamento  del  valore  1  in  0,  JielT origine,  perchè  in  questo 
punto  la  funzione  perda  la  continuità  rispetto  alle  variabili  considerate 
separatamente;  eppure  si  può  dire,  malgrado  ciò,  che  la  nuova  funzione 
è  infinitamente  meno  discontinua  dell'antica. 

130.  Derivate  parziali.  Quando  la  f  si  considera  come  funzione 
della  sola  Xy  o  della  sola  //,  e  così  via,  le  sue  derivate  successive  si  di- 
cono deriììaie  parziali  rispetto  ad  a?,  ad  y ,  e  si  rapprv^sentano  con 

f  ^f  ìf    1  /""  »  /"  »  •  •  •  I^^i'  esempio,  nel  caso  di  due  variabili  indip3nd8n- 

X       y       jcx       xy       yx 

ti,  si  ha,  dopo  aver  fissati  arbitrariamente  x  ed  y, 

f(x,y)  =  hm ,     /(x,y)  =  Iim ; 

*  fc=o  n  V  fc-o  h 

poi  da  /*'  si  deducono  analogamente  r    ^^1  /'"  -,  (*ome  da  /*'  si  deducono 

^  '  X  ^  ,rx  j-.v  y 

f    ed  /'"  ;  ecc.  Perchè  esistano  le  d^vìxaiQ  naì-ziali  occorre,  naturalmen- 

ux  '  yy 

te,  che  la  funzione  sia  continua  rispetto  a  ciascuna  variabile,  ma  non  è 
necessaria  la  coniinuìià  nel  senso  complessivo,  dichiarato  nel  precedente 
paragrafo.  Ora  vogliamo  dimostrare  che,  nella  ricerca  delle  derivate  par- 
ziali successive,  l'ordine  in  cui  si  eseguono  le  derivazioni  9ion  influisce 
sul  risultato,  jmrc/ic  le  funzioni  die  succcssivauumte  si  ottengono  siano 
continue.  Possiamo  evidentemente  limitarci  al  caso  di  due  sole  deriva- 
zioni, e  fai*  vedere  che  la  derivata  di  f  rispetto  ad  y  non  differisce  dalla 

derivata  di  f  rispetto  ad  x,  tutte  le  volte  che  le  lunzioni  fornite  dalla 

derivazione,  ossia  r   «<^  /"'  -  s^"<^  continue.  Attribuiti  ad  x  e  ad  y  gli 

xy  iix  "    *^ 

incrementi  dx  =  // ,dy=zk,  si  consideri  V espressione 
Scritta  nel  seguente  modo 

p  =  { /(x  +  A  ,  y  +  Aj  -  /(x  +  // ,  y) {  -  I /(a: ,  y  +  k)  —  J\x  ,  y) j   , 

essa  rappresenta  l'incremento  che  subisce  la  lunzicme  /{x,y+/iy^/Xa\y)^ 
([uando,  lasciando  costanti  y  e  /{,  si  iKissa  dal  valore  .r  al  valore  x  +  Id 
e  però,  se  si  applica  il  teorema  di  Lagrangia  (§  05)  alla  predotta  PmzionC 
di  X,  si  ottiene 

p  =  k\rXx  +  U,y  +  k)-f\x-\  6//,.v)|  , 

per  un  conveniente  numero  6, 'compreso  fra  0  ed  1.  Oraci  troviamo  in 
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presenza  (leiriiicremento  che  subisce  f"(x-{-6/i,y)  quaudo,  fissato  a;-f6/<, 

si  attribuisce  ad  y  T incremento  k.  Ne  segue,  in  virtù  del  medesimo  teo- 
rema, applicato,  questa  volta,  ad  una  funzione  della  sola  2/, 

dove  0'  è  compreso  fra  0  ed  1.  Dunque,  se  la  funzione  r.   è  continua  nel 

punto  {x^y),  il  suo  valore  in  questo  punto  rappresenta,  per  h  e  /:  ten- 
denti a  zero,  il  limite  del  quoziente  pjhh.  Prendendo  invece  p  sotto  la 
forma 

si  riesce  a  dimostrare  che  il  d3tt()  limite  è  uj^uale  al  valore  di  /*"   nel 

luiiìto  clivi  si  considera,  [)urchè  -^  nel  pnnto  stesso  questa  funzione  sia  con- 
tinua. Dunque  /"  =/"  . 

l:U  Funzioni  composte.  Se  in  y  =  /'{u ,  r ,u\...)  le  variabili  ti , 
r,to,...  non  sono  indipendenti,  ma  sono  invece  funzioni  d'una  stessa  va- 
riabile indipendente  a?,  anche  y  è  funzione  della  sola  oCy  quantunque  ap- 
parisca funzione  di  più  variabili.  In  tal  caso  si  dice  che  y  è  una  fimzione 
mnposlay  ed  t« ,  r ,  ir , . . .  sono  le  funzioni  componenti.  Dimostriamo  che, 
se  le  derivate  parziali  prime  di  f  sono  continue,  e  se  esistono  le  derivate 
prime  delle  funzioni  componenti,  la  derivata  della  funzione  è  ugnale  alla 
sonuna  delle  derivaCe  parziali ,  ottenute  applicando  la  regola  per  la  de^H- 
nazione  delle  funzioni  di  funzioni.  S'intende  che  le  derivate  parziali  di  f 
rispetto  alle  variabili  k,  v.'ir, ...  si  calcolano  trattando  queste  come  in- 
dipendenti. Possiamo,  per  semplicità,  limitarci  a  dimostrare  il  teorema 
nel  caso  di  due  sole  funzioni  componenti.  Corrispondentemente  all' incre- 
mento 5j?  siano  h  e  K  ^W  incrementi  delle  funzioni  tt,  e  v.  L'incremento 
di  y  è  5y  =  f{u -\-h,v  -^k)  —  f{u , t?).  Intanto  si  ha ,  in  virtù  del  teore- 
ma di  Lagrangia , 

Ne  segue,  sommando  e  dividendo  per  ^x, 

poi,  passando  ai  limiti,  e  tenendo  presenti  le  ipotesi  fatte, 

*  Qui,  Teramente,  8Ì  suppone  troppo.  Le  condizioni  per  poter  affermare  Teguaglianza  f'^=-f' 
SODO  gtate  ridotte  al  minimo  da  Peano  in  Mathesìs,  1890,  p.  153  '^    ^" 
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133.  Osservazioni:  a)  Il  teorema  evidentemente  sussiste  anche 
quando  una  sola  delle  derivate  parziali  è  continua,  purché  l'altra  sia  con- 
tinua l'ispatto  alla  corrispondente  variabile. 

b)  La  regola  (1)  include  come  casi  particolari  tutte  le  regole  di  de- 
rivazione precedentemente  dimostrate  (§  44,  ecc).  Se,  per  esempio,  si  ha 
y  =  U'\-v ,uc y ìijv ,  ecc. ,  si  ha  pure ,  rispettivamente , 

/^=l  ,  V  ,  ---  ,  ...    ;    /^=1  ,  tt  ,——,...  , 

e  la  (1)  dà 

y  =  u  +v     ,    vu  +  UV     , j-  ,  . . .  . 


c)  Inoltre  la  regola  (1)  permette  di  ottenere  direttamente  le  deii- 
vate  di  certe  funzioni;  per  le  quali  si  è  dovuto  precedentemente  (§  51 ,  d) 
ricorrere  a  particolari  artificii.  Così ,  per  calcolare  la  derivata  di  y  =  j'', 
basta  considerare  successivamente  come  sola  variabile  la  ^  base  o  la  x 
espoìiente,  derivare,  e  sommare  i  risultati,  dimodoché  si  ha  subito 

y'=  X .  ic*~*  -\-  af^logx  =  0:^(1  -f-  logos)  . 

Più  generalmente,  se  u  e  v  sono  funzioni  di  ic,  la  derivata  di  y  =  ìC  è 

yz=z  ru^~* .  u'  -|-  uV  log  u  =  M**  (  t? \-v  log  tt  I  . 

133.  Omogeneità.  La  funzione  r(x,y,z, . . .)  si  dice  omogenea,  di 
grado  m,  se  si  ha  identicamente 

f{tx,ty,tz,.,,)=:i^f{xjyjZf...)  .  (2) 

Tali  sono,  per  esempio,  le  forme  algebriche  considerate  in  Algebra,  ed 
in  particolare  le  quadriche,  le  quali  sono  funzioni  omogenee  del  secondo 
grado.  Similmente  sono  omogenee,  dei  gradi  0,  7»  >  —  1>  rispettivamente, 
le  funzioni 

z  X         y  \        X  + 1/  -f-  «        / 

ecc.  Si  noti  clie  le  derivate  parziali priìne  d'una  funzio^ie  omogenea,  di 
graffo  m,  sono  ftmzioni  omogenee  di  grado  m — 1.  Infatti,  derivando  la 
(2)  rispf^tto  ad  .r,  poi  dividendo  per  f,  viene  appunto  T eguaglianza 

/'(tx,  fy,  /r,  ...)  =  r"-'/'(.r,  i/,s,  ...^  , 

che  differisce  dalla  (2)  solo  per  il  cambiamento  di  fin  fj,  e  di  />/  in  m — 1. 
131.  Le  funzioni  omog«3nee  sono  caì'alierizzale  ihxWii  seguente  notevo- 
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le  proprietà,  segnalata  da  Eulero:  la  somma  (Ielle  dericate  parziali  prime 
d'una  fUnziotìe  omogenea  di  grado  in,  moltiplicate  per  le  rispettive  va- 
riabili»  è  identicamente  uguale  alla  finizione  stessa,  moltiplicata  per  ni. 
Infatti,  posta  la  (2)  sotto  la  fornì  a 


—  /(^T^V,'2r  •••)=/('.!/,=,..•)  . 


(ii) 


se  ne  deduce,  derivandola  rispetto  a  /,  do|)0  aver  fìssati  arbitrariamente 

li  ,  II» 

quindi,  per  <=1,    * 

Questo  è  il  teorema  di  Eulero.  Ora  osserviamo  che,  sostituendo  ad  x  .y  y 
2,...,  nell'ultima  eguaglianza,  rispettivamente  tx^ty^tz,..,,  e  divi- 
dendo tutto  per  <*^^  si  ricostituisce  l'eguaglianza  (i),  la  quale  ci  dice 
chela  derivata  del  primo  membro  di  (3),  rispetto  a  /,  è  uguale  a  zero, 
cioè  che  questo  primo  membro  è  indipendente  da  <,  edè  perciò  sempre 
uguale  al  valore  che  si  ottiene  facendo  ^  =  1.  Si  ricade  cosi  sulla  (2),  vale 
adire  sulla  definizione  stessa  dell'omogeneità. 

135.  Derivazione  dei  determinanti.  Come  applicazione  della 
regola  (1)  consideriamo  il  primo  dei  determinanti 


y  = 


«*i    ^i    ^1 


u,     r,     w^ 


^*s     ^*8     ^i 


«1     ^1     ^i 
a,     ft,     e, 

S      h      ^3 


supponendo  che  l'altro  sia  il  reciproco  di  y.  La  derivata  parziale  di  y  ri- 
spetto ad  un  suo  elemento  è  uguale  al  corrispondente  complemento  alge- 
f    brico.  Infatti  si  ha,  per  esempio,  y  =  a^u^  +  «i^i  +  «a^s»  ^^  il  solo  ter- 
I    mine  che  contenga  t€^  è  a,.t«^.  Inoltre  a^  è  indipendente  da  t^^.  Dunque 
y\  =a^.  Se  poi  tutti  gli  elementi  sono  funzioni  d'una  stessa  variabile  a?, 
il  determinante  y  rappresenta  una  funzione  di  a?,  la  cui  derivata  è,  in 
virtù  di  (1) , 

Oltre  l'ipotesi  che  gli  elementi  del  determinante  siano  funzioni  derivabili, 
non  ne  occorrono  altre,  giacché  le  derivate  parziali  di  y  sono  continue , 


->  -•  i 


come  somme  di  prodotti  di  fiiozioni 
dar  la  forma  se^nieute: 


(Juesta  è  In  regola  par  la  derivazione  d'una  Aiuzioue  di  x,  data  sotto  top- 
ina di  determinante:  essa  vale,  evidentemente,  per  determinanti  di  qua- 
lunque ordine. 

136.  Determinanti  wronskianl.  Sono  particolarmente  importan- 
ti, iu  certe  applicazioni,  i  determiminti  wronskiaui,  i  quali  lianuo  la  pri- 
ma verticale  costituita  da  funzioni  qualunque  d' una  variabile  x,  mentre 
le  verticali  seguenti  sono  formate  dalle  successive  derivate  delle  medesi- 
me funzioni.  Il  calcolo  delle  derivate  di  tali  determinanti  si  pui'i  eseguir- 
assai  rapidamente  mercè  la  regfda  (5).  Per  esempio, 

si  ll«       H 


cosicché,  per  derivare  un  determinante  wi-ouskiano  qualunque  dell'c 

ne  n,  basta  sostituire  alle  derivate  {n —  1)'""  delle  funzioni  le  derivata  ' 

n**".  Se  poi  si  rappresenta  brevemente  cou  (« ,  r ,  w, . . .)  il  determinaata 

wi-onskìano  delle  n  funzioni  u,ì:  ,w,. . .,  è  facile  vedere  che  si  ha 


{tu,tv,lw,..:)  =  t\u, 


Questa  proprietà,  clié  ha  tanta  analogia  di  forma  con  la  proprietà  carat- 
teristica delle  funzioni  omogenee,  si  dimostra  subito  costruemlo  il  detei*- 
ininante  wronskiauo delle  funzioni  tu,  tv,  iw,... ,  ed  osservando  che  nel- 
la seconda  verticale  si  possono  sopprimere  i  termini  che  contengono  /', 
perchè  proporzionali  agli  elementi  della  prima  verticale;  poi,  uella  terza, 
è  lecito  sopprimere  ì  termini  che  contengono  i"  o  t',  perchè  rispettiva- 
mente proporzionali  agli  elementi  della  prima  o  delta  seconda  verticale; 
ecc.  Si  finisce  cosi  per  trovare  il  determinante  (u,t,w,...)  con  tutti  gli 
elementi  moltiplicati  per  /,  cioè  appunto  il  secondo  membro  di  (0). 

137.  Ora  vogliamo  dimostrare  la  seguente  importantissima  proprietà  J 
dei  determinanti  wi-ouskiani:  affinché  liue  o  più  funzimit  siano  Unea7<^ 
mente  hui (pendenti  occorre  e  hasta  che  il  loro  u-ronshiano  non  sia  r 
Prima  bisogna  sapere  che  due  o  più  funzioni  si  dicono  indipendenti  line* 
mente  quando  non  sono  tra  loro  vincolate  con  una  relazione  lìimare  ed  o-B 
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mogeuea ,  a  coelticienti  costanti.  In  altri  termini  le  funzioni  u  ,v  ,ic ,. .. 
non  sono  linearmente  indipendenti  se  esistono  n  costanti  a,  2^,  cs ... ,  non 
tutte  nulle,  tali  che  si  abbia  identicamente 

au  -|-  &v  +  <n^  -f- . . .  =  0  .  (7) 

Quando  ciò  accade  è  chiaix)  che ,  essendo  anche 

au'  -f- ^'  +  ctfj'  +  •  •  '  =  0     ì     flw"  -f-  hv'  -f-  cw"  -|-  . . .  =  0  ,  ...  , 

è  necessario,  per  la  compatibilità  fra  queste  uguaglianze,  considerate  co- 
me equazioni  lineari  ed  omogenee  nelle  incognite  a ,  ^ ,  e , . . . ,  che  si  ab- 
bia (w  ,  r  ,  tr , . .  .)  =  0.  Ciò  che  maggiormente  importa  dimostrare  è  che, 
reciprocamente,  se  questo  determinante  è  identicamente  nullo,  tra  le  fun- 
zioni w ,  t? ,  tr , . . .  intercede  un  vincolo  (7).  Prima  si  noti  che,  per  n=  1 , 
l'eguaglianza  (7)  esprime  appunto  l'annullarsi  di  (w)  =  w.  Ne  segue  che 
per  dimostrare  *  il  teorema,  si  può,  ammettendolo  per  meno  di  n,  far  ve- 
dere che  sussiste  per  n  funzioni.  Se  fosse  w  =  0,  la  relazione  (7)  sarebbe 
manifestamente  vera  per  a  =  1 ,  &  =  e  = ...  =  0.  Supponiamo  dunque  che 
non  sia  identicamente  ?«  =  0,  ed  osserviamo,  ricordandoli  teorema  (0), 
che 

ma  l'ultimo  wronskiano  è  dell'ordine  n— 1,  e  però  dal  suo  annullamento 
si  può  trarre  la  conclusione  &(  — j-|-cM— |-f...  =  0,  con  &,c,...  costanti 

f  w 

non  tutte  nulle.  Dunque  ì) f-  ^* h—  ha  un  valore  costante,  che  si  può 

u  u 

chiamare  — a,  e  così  finalmente  si  vede  che  le  n  funzioni  sono  legate  da 
una  relazione  (7). 


138.  Le  formolo  di  Tavlor  e  di  Maclaurin  si  estendono  assai  facilmen- 

«. 

te  alle  funzioni  di  più  variabili.  Fissato  un  punto  (a ,  & ,  e , . . .),  ed  in  vi- 
cinanza di  esso  un  altro  punto  {x,y.z. ...),  entrambi  appartenenti  a  quel 
campo  in  cui  è  definita  la  funzione  f{x,  y,  ^, . . .),  si  ponga 

e  si  consideri  f(u,v,u\ . . .)  come  funzione  delT unica  variabile  L  La  de- 
rivata prima  di  questa  funzione  F(0  si  calcola  facilmente  mercè  la  regola 
(l),  dopo  avere  osservato  ch(i,  lùspetto  all' unica  vai-iabile  /,  si  ha 

U  =  X  a      ,      v'  --=  il  —  0      ,       ir'  2=.  z  —  e 


♦  Demoullo,  Mathesis^  1S97,  p.  ùZ. 


la  tal  modo  si  ottiftuo 


Uua'nuova  derivazione  dà 

r\t)  =  (a;  -  a)«/^(»* ,  v , ...)  +  (y  -  6)V;;(u ,  v , ...)  +  (s  ~  o) VT,  (u ,  r , ...)  4-.. 
+2(a;— a)(y— 6)  r  (u ,  t- ,  ...)-f-2(x— a)(z— e)  r  (u ,  r ,  ...)4.2(y— &)(z— e)/"  (it ,  r ,  ...>f^ 

«py  «03  y« 

Cosi  pmseguendo  si  riconosce  clie  si  può  scriverle  simbolicamente 

convenendo  di  sostituire  ad  ogni  piXMlotto  /"/V*  •  •  »  nello  sviluppo  della 

n'**^  potenza,  la  derivata  /*'"'     ,  calcolata  nel  imnto  (w,  r, ir ,...),  che 

coincide  con  {a,b,  c\  ...)  o  con  (./•»  //,  o, ...)  secondo  che  si  fa  t=0  o  /=:l. 
Ciò  premesso,  bastii  p(jrtare  le  espressioni  di  F ,  V\  V'\ ...  nella  foiMinda  di 
Maclauriii 

F(1J  =  F(0)  +  F'(0)  +  V,F"(0)  +  V.F'"(0)  +•.•+-  ^'"^6) 

TI  • 

l^ev  tnjvare 

f{x ,  1/ , ...  )  =/( tt .  b , ...)  4-  (x  —  ai/'  (a ,  h , ...)  -I-  (y  —  i»)/'  (« ,  ft , ...)  + ... 

+v.t(•'■-")v;;>>^•:••o+<y-'^ly.':(«,^•.o+•••+2(•^-«)(y-'o/"(«,^ 


(h>ve  è , tj , 5 , . . .  sono  numeri  intermedii  ira  «  , /; , e , . . .  ed  x^y  ,z 

rispettivamente.  E  questa  la  foraiola  di  Taylor  per  le  funzioni  di  più  va- 
riabili. Ponendovi  a,b,c,.. ,  uguali  a  zero  si  ottiene!  la  formula  di  Mac^ 
laurin 

/(x,y,...)=Ao,o,...)+x/;(o..o, ...)  +  »//;  (0,0, ...)  +  ... 


+'i,\xTJO,o,...)+,J'■rJi,o,...)+...Jr^■ryQo,(ì^...)^■...\ 

mei'cè  la  quale,  nell'ipotesi  che  l'ultimo  termine  tenda  a  zero  per  n  ci'e- 
scente  all'infinito,  la  funzione  fXiJCfy,yZ,.-^)  si  tn»va  sviluppata  in  una 
serie  di  forme  algebriche,  dei  gradi  rispettivi  0 , 1 , 2  ,;<,.. .  . 


-T 
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130.  Ed  oi-a  veniamo  alla  discussione  dei  minimi  e  dei  massimi.  Quan- 
do si  dice  che  un  fatto  qualsiasi  avviene  intomo  ad  un  punto  (a ,  & ,  e , ...) 
si  vuole  affermare  l'esistenza  d'un  numero  positivo  /^,  sia  pure  piccolis- 
simo, tale  che  il  fatto  stesso  si  verifica  per  tutti  i  punti  (a?,  y,  cr, ...)  sod- 
disfacenti alle  condizioni 

\x~-a\<h     ,     \y^h\<h     ,      \z^c\^h,,,.,  (8) 

ec<5ettuato  al  più  lo  stesso  {a  ,h ,  e , , . .).  Ciò  premesso,  si  dice  che  la  fun- 
zione f{x,  y,Zf ...)  diventa  minima  (o  massima)  in  (a, &, e, ...)  se,  intorno 
a  questo  punto,  nessun  valore  della  funzione  è  minore  (o  maggiore)  di 
tXaybyC, ..•).  In  altri  termini  si  deve  poter  trovare  un  numero  positivo  Ti, 
convenientemente  piccolo,  tale  che  per  ttitti  i  sistemi  di  valori  di  x,y , 
;;,...,  soddisfacenti  alle  (8),  si  verifichi  l'una  o  l'altra  relazione 

Quando  ciò  avviene,  è  chiaro  che  la  funzione  precedentemente  rappresen- 
tata con  F(0  è  anch'essa  minima  o  massima  per  ^  =  0.  Infatti,  in  virtù 

delle  (0),  si  ha 

F(O)<F(0        o        F(O)>F(0. 

per  tutti  i  valori  di  <,  il  cui  valore  assoluto  non  supera  1,  giacché  per 
tali  valori  i  numeri  UyVjW,.. .  soddisfano,  come  x,y,Zy...,  alle  condi- 
zioui  (8).  Così  la  ricerca  dei  minimi  e  dei  massimi  di  /{Xy  y^Zy ...)  si  trova 
ridotta  alla  ricerca  dei  minimi  e  dei  massimi  di  tutte  le  funzioni  F(0, 
corrispondenti  agli  infiniti  punti  (a*,  ?/,  xr, . . .)  che  si  possono  arbiti*aria- 
lueate  assumere  intorno  a  ciascun  punto  (a,  &,  e, . . .). 

Ito.  Se  le  variabili  sono  indipendenti,  la  nota  condizione  F'(0)=(),  cioè 

(x-  a)/'(a,  6,  e, ...)  -|-  (y  —  b)/'(a,b,  e, ...)  -f  (z  —  c)f'(a,  6,  e, ...)  -f  ...  =  0  , 

si  scinde,  per  l'arbitrarietà  di  XyyyZy...,  in 

/(tt,«»,c,...)  =  0     ,    /'(a,6,c,...)  =  0     ,    /'(a,/>,c,...)  =  0  ,  ... 
•  y  • 

Dunque  i  sistemi  di  valori  di  x ,  y ,  z , . . . ,  che  possono  7'endere  minim/i  o 
I     massima  la  funzione  f  delle  variàbili  indi2)endenti  x ,  y ,  z , . . . ,  si  otten- 
gano insolvendo  il  sistema  di  equazioni 

f'Jx,y,z,...)  =  0     ,    /J(a;,y,2,...)  =  0     ,     /^'(a;.  y ,  r, . . .)  =  0  ,  ...     (10) 

Per  riconoscere  se  si  ha  un. minimo  o  un  massimo  si  consideri  la  forma 
quadratica 

.r'(0)  =  (x  -  afrja,  b, ...)  +  (y  -  6)y^(a,  ò, ...)  +  (.  -  c)V;>,  ò, ...)  +  ... 
i•^x~a){y^b)r{a,b,...)+2{x^a){z^c)/^X<',b,,,^ 


ì 


av^ '    xs "-  '^  "  yx 

18 


delle  n  variabili  indipendenti  x 
discriminante  il  determinante 
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—  a ,  y  —  '>,:?  —  e , ... ,  forma  che  ha  p3p 


H  = 


u 


tea 

f" 


J 


*n 


»tc 


f" 


/" 
f" 

y* 


f 


•'/ 


Xi 


calcolato  per  x=^a,y=^ì)  jZ  =  c ^ Questa  importante  funzione  H  di 

cc,y,z,,,,  si  chiama  hessiana  di  /I  In  ciò  che  segue  noi  lasceremo 
in  disparte  il  caso  di  H(a,&,c», . .  .)  =  0,  e  rammenteremo*  che,  se 
H(a ,  ?>,  6%  ...)  ^  0,  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  la  quadrica 
F"(0)  sia  essenzialmente  positiva  sono 


r  >  0 

tew 


f"  f" 

tea  ecy 

f"  f" 

ya  yy 


>  0    ,    .  .  .    ,    II  >  0    , 


(11) 


per  x=iayy  =  b yZ  =  c, Invece,  alllnchè  F'(U)  si  conservi  negativa 

per  tutti  i  sistemi  di  valori  (non  tutti  nulli)  attribuiti  alle  variabili  oc — a, 
y  —  ì) ,z  —  e,...,  è  necessario  e  sufficiente  che  si  abbia 


r  <o 


XCB 


f"    f" 

tcm       ecy 


'ti 


f"  f 

yx       yy 


>0    ,    ...    ,    (—  1)'»H>0   . 


(12) 


Dunque,  se  per  un  sistema  di  valori  a,&,c*,...  di  a\y,z,....  soddisfa- 
centi alle  (10),  sono  anche  smldisfatte  le  condizioni  (11),  la  funzione  f  di 
X ,y,z,..,Q  miniìna  per  (c==a,y=byZ=c, —  È  invece  ina^sima quando 
sono  soddisfatte  le  (12);  ma  non  è  né  minima  né  massima  quando  non  sono 
soddisfatte  né  le  (11)  né  le  (12)  mentre  H^O.  Resta  in  dubbio  il  caso  di 
H  =  0,  che  richiede  ulteriori  studii. 

141.  Se,  per  esempio,  si  vogliono  i  minimi  ed  i  massimi  d^una  funzione  di 
due  variabili  indipendenti  f{x ,  y) ,  bisognerà  cominciare  dal  cercare  quei  valori 
delle  variabili,  che  annullano  le  derivate  prime,  per  sostituirli  poi  nelle  derivate 
seconde.  Si  potranno  allora  presentare  le  seguenti  circostanze  : 


f"  f'—f"  >  0     {minimo  w  T  >0,  massimo  se  /"  <0) 

'^ttm'^yy  «y  **  ^ 


ax 


XX 


»  »    <  0     (wrf  minimo,  né  massimo) 

»  :»    =  0     (incertezza). 

Nemmeno  per  le  funzioni  di  tre  variabili  x,  y,Zj  indipendenti,  si  può  avere  nn 


*  éinaitMi  algebrica^  p.  76. 


j 


■'  —  f^  >  0  tutte  !e  volto  che  l' hesdiimn 


l'i'iulo  anche   se  si  ha 


^^  «*    yy    «1  '         yi   «  av         mt  y:  yy    m  ii    ity 

non  prenile  il  segno  di  /"  .  Nel  caso  opposto  ai  ha  un  minimo 

l'Ondo  che  il  segno  comune  è  -)-  o  — .  Si  noti  che  i  minimi  ed 
a  presentarsi  3sin|ire  ]>i>'t  raramente  a  mÌHurii  c)io  le  varialiili  i 


\  12.  Per  pi-ocedere  più  speditameli to,  noi  §  140,  abbiamo  lasciato  sus- 
sistere una  grave  lacuna,  che  convieiie  ora  colmare,  Qiiamlo  si  è  trovati) 
che,  sotldisratte  le  condizioni  (II)  o  (1^),  si  lia  sempre  F"(0)>0  o  I""(0)<0, 
M  |iuò  soltaato  coacluilere  che  le  influite  funzioni  F(0  3oa  tutte  miuime 

II  tutte  massime  per  (^0;  ma  da  ciò  uou  è  lecito  dedurre  clie/1Ja7,i/,jr,...) 
è  minima  o  massima  nel  punto  {a,b,c, .„).  Occorrerebbe  infatti  invocare 

III  [iropoiiÌKioue  recipr^xia  di  (|uella  enunciata  in  Une  del  §  1^0;  o  tale  reci- 
linjca,  come  fra  breve  si  vedrà,  è  ben  lungi  dall'esser  vera  in  generale. 
Pi-eiidìamo  dunque  ad  esamìuai-e  direttamente  l'incremento 

/(:B,y,r,...)-/(«,6,c,...)  =  V,F"(6)  , 

ft!  osserviamo  che  F"{fl)  si  può  considerare  come  una  quadrìca,  i  cui  coef- 
ficienti, rariabilt  con  a\y,z,...,  tendono  (perla  supposta  continuità  delle 
•lerìvate  seconde)  agli  analoghi  coellicienti  di  F"(0),  quando,  in  qualsiasi 
oiimIo,  il  punto  (x,j/,z,...)  tende  a  confondersi  con  (a  .b,c,...),  nella. 
(|uiile  ipotesi  altrettanto  deve  fare  il  punto  intermedio  (4 ,  t) ,  ^ , . . .),  in  cui 
s'intendono  calcolati  i  coellicienti  ili  F"(fl).  Ciò,  evidentemente,  non  ci  auto- 
rÌMa  ad  affermare  che,  se  F"(0)  conserva  un  certo  seguo  intorno  al  punto 
(a. b.c....),  F"(6)  tende  ad  assumere  quel  segno.  Infatti  i  valori  deli'uaa 
e  dell'altra  quadrica  sono,  intorno  al  detto  punto,  ìnlìnltanieute  prossimi 
allo  zero,  e  però-,  pur  differendo  tra  loro  infinitamente  poco ,  non  è  escluso 
che  iHWsano  aver  seguì  opposti.  Ora  si  tratta  appunto  di  far  vedere  che 

fBon  accade,  per  la  qual  cosa  conviene  dividere  le  due  quadriche  per 
r'  =  (x-a)'-|-(y-tj'-i-(=-./  +  ...   , 
e  fiOUHÌderare  i  quozienti  come  due  fni-me  quadratiche  delle  variabili 


Tincolata  dalla  relazione  «'+  p'-f  f'4----^  !•  Sia  inlatti  !t  il  più  piccO' 
io,  io  valore  assoluto,  trai  coellicienti  d'una  forma  canonica*  di  K"(0)/)"', 


■vi  obfì,  essendo  tali  ooelllcieiiti  lutti  positivi  0  tutti  Dentivi,  se- 
condo che,  la  (juadrica  è  pssenzinlmente  postUta  o  essenzialmente  t 
(/ativa, siìiA  I  l'"'(0)l  >  I '' l-'''>  sicché  il  riiiiporto  di  F"(0)  ìlU  >■*  non /«wfe 
n-zero.  Invece  tende  a  zero  ii  rapporto  ad  r'  di  F"(fl) — K"(0),  perché 

è  lina  funiia  tinadratica  delle  variabili  a,p.Y tutte  coiupi'esaJ 

—  1  e  +  1 ,  «il  i  suoi  coelBcieoti  tendono  a  zero.  Dnnque 


F"(e) 

"  F"(0)' 


=l+lil 


/F"(6Ì  — F"(0)  ;F"(0)'i 


30)\ 


N(ì  segno  die  si  può  sempre  trovare  uu  uumero  positivo  li,  tale  che, 
tutti  i  vuliiri  di  .r,y,z,...  soddisfacenti  alle  (8),  il  precedente  i-appurto 
dia,  i>er  esempio,  ina^igiore  di  '/,.  e  per  i-oiise^nenza  si  jihbia 

F"(0)>'/,*r'         o         r\f»<%k,-'  , 

secondo  die  li  è  pftsìtivoo  negativo,  ossìa  /^ìT,  tf. 3, •..)>/"(". ''^f.  -..)  ii>'l 
pcinio  caso,  e<l  f\x,y,z,...)<^f{n,b,c,...)  nel  secondo*. 

143.  Le  considerazioni  precedenti  sono  tanto  più  necessai-ie  in  quanto 
che,  nel  caso  generale,  può  benissimo  accadere  che  tutte  le  funzioni  F(() 
niano  minime  o  massime  per  /  =  0,  senza  che  sia  minima  o  massima  ]a 
funzione  f[!C,y,  ;,...)  nel  puntu  {a,b,  e ,...).  Per  intender  bene  le  ragioai 
d'un  tal  latto  conviene  limitarsi  a  considerare  una  funzione  dì  due  varia- 
bili (ir^=a+ rcosS  ,  (/^ft-[-»-8en8),  i  cui  valori  intorno  al  punto  (a, &) 
dipendono,  per  coQsejf uenza ,  da  ;'  e  da  0.  Se,  per  un  dato  valore  di  0,  i» 
funzione  ha  un  minimo  in  {a,,b),  ciò  vuol  dire  che  f\(i,li)<f[x,y)  per 
quel  valoru  di  6  che  si  considera,  e  per  tutti  i  valori  di  r  compresi  in  un 
certo  intervallo  ( — p  ,  p).  Questo  numero  positivo  p  è  ben  determinato  per 
ciascun  valore  dì  fl  sa  si  conviene  dì  attribuirgli  il  più  gran  valore  possi- 
bile. Al  variare  di  0  Ira  0  e  n  {escluso  un  estremo),  varia,  in  generale, 
anche  p,  eia  con-ìspondeute  coppia  di  pnuti  («  dipeose  ,6±p3eu6)  de- 
scrive uua  curva  chiusa,  tale  che  nell'interno  di  essa  si  ha  sempre 
f{o,b)^f{p:,y),  mentre  all'esterno,  in  punti  vicini  al  contorno  quanto  ai 
vuole,  f(a-,y)  diventa  inferiore  ad  f{a ,  b).  Ciò  premesso,  se  la  funzione  p, 
come  accade  oi-dinariamente,  raggiunge  un  valor  minimo  hV'Z,  si  ha  cei"- 
tamente /i(a,6)^/K-'*',y)  tutte  le  volte  che  \x~a\-^n  ,\y~b\-^h.  Al- 
lora la  funzione  f{ix,  y)  ha  un  minimo  nel  punto  (o ,  b).  Ciò  non  accade , 
invece,  se  i  valori  di  p  hanno  semplicemente  un  lìmite  inferiore  nullo, 
perchè,  dato  h  arbitrariamente  piccolo,  basterà  prendere  0  audlciente- 
meute  vicino  a  quel  valore,  intorno  a  cui  (§18)  il  limite  inferiore  dì  e  è 
sempre  0,  per  poter  rendere  p</iK2:  ed  allora,  pi-andeudo  ?'>p,si(li»- 


*  Per  maggiori  dellnEli  vedi  il  Calcolo  .li  Qanauhi  e  Peano;  pp.  1 


S.  197. 
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vranao  trovare  valori  di  a;  e  di  i/,  tali  che,  pur  essendo  |a?  — a|  <//, 
1 1/  —  &  I  <  A,  si  ha  1\x,  yXtXa,  b). 


144.  Ora  supponiamo  che  fra  le  n  variabili  esistano  relazioni 

9(x,y,z,...)  =  0     ,     4;(a;,y,z,...)  =  0  ,  ...  , 


(13) 


in  numero  m<n,  e  siano  tali  che  m  variabili  u,v,w,...  si  possano* 
considerare  come  funzioni  delle  rimanenti  n  —  m:  queste  indichiamole 
più  specialmente  con  x,y,z,...f  ed  assumiamole  come  variabili  indipen- 
denti. I  valori  delle  variabili,  che  rendono  minima  o  massima  la  funzione 
data 

/(a:,y,z,...  ,  u,r,t/;,...)  , 

debbono  annullare  (§  140)  le  derivate  parziali  prime,  prese  rispetto  alle  va- 
riabili indipendenti.  In  particolare,  applicando  la  i-egola  per  la  deriva- 
zione delle  funzioni  composte  (§  131),  si  deve  aver^ 


/'  +  uV  +  ^V  +  ---  =  0, 


(14) 


e  le  derivate  w'^,  r',  ,t<-'x...  si  calcolano  derivando  rispetto  ad  x  le  rela- 
zioni (13),  si  deducono  cioè,  mediante  la  regola  di  Cramer,  dal  sistema 


purché  si  abbia 


(16) 


9u    ?'«    9'w 


+'„    f.    fu^..- 


^0; 


(16) 


ma,  invece  di  portare  i  valori  di  u^ ,  v'^ ,  w'^ , . . . ,  ricavati  dalle  (15),  nel- 
l'equazione (14),  possiamo,  aggregando  questa  al  sistema  (15),  immedia- 
tamente scrivere  la  condizione  di  compatibilità 


/'     /'     /'  . 

ce  u  V 


9. 


?.. 


=  0 


Rista  porre  successivamente  nella  prima  verticale  le  derivate  parziali 
prime  di  /".  9 .  4* »  •••  rispetto  alle  n  —  m  variabili ,  che  sono  state  scelte 
come  indipendenti ,  per  ottenere  n  —  tn  equazioni ,  suflicienti ,  insieme 


*  Dell*  conàiiioni  di  qaetta  ponibilitli,  fra  le  quali  è  la  relazione  (16),  e  deiretistenza  delle 
derivate  prime  di  u,9,w,... ,  si  diacorrerik nella  seoonda  parte  del  corso. 


lille  (U),  per  la  detttrminazioatidi  a:,y,z u,fi,tc AduDquefj/- 

uleììii  di  valori  di  x ,  y  ■  z clie,  sodUìsfUcendo  alle  (13) ,  rendono  mini- 
ma o  massinia  la  funzione  f(x,  j,  z,...),  sono  fra  qitelli  che  annulUino 
lutti  i  determinanti  mac/ffioi'i  della  mrUrice 


f     /■     /' 


ilTì 


145.  Per  dare  si  ciilcolì  maggior  simmetria  si  suole  iiTOCcduro  upI  se- 
guente modo.  Dal  stmultaueo  aDDullamento  dei  ma^iorì  determiiiauti 
della  matrice  (17)  si  deduce  •  che  una  stessa  relazione  lineare  legagli 
elementi  di  ciascuna  verticale.  La  relazione  di  cui  si  tratta  involge  ne- 
cessariameute  gli  elemeuti  della  prima  orizzontale,  perchè,  se  fossero 

linearmente  vincolate  le  sole  y',")*' sarebbe  nullo  ogni  determiuaate 

maggiore  della  matrice  ottenuta  sopprimendo  in  (17)  la  prima  orizzonta- 
le; ma  ciò  è  contrario  all'ipotesi  (16).  Quindi  si  può,  per  convenienti  va- 
lori di  1  ,|i scrivere 


/'=;.9'+(«f+-. 


=  J.t'+;ì 


,  /'=V4-fi'l''+- 


Io  altri  termini,  per  cercare  i  minimi  ed  i  massimi  dalla  funzione  f,  iiuaa- 
do  le  variabili  sono  legate  dalle  relazioni  (13),  si  porranno  uguali  a  zcì-o- 
non  te  derivate  prime  ili  f  ■  si  bene  quella  della  funzione 


fi',yr- 


..)-X?(^,y,s,...)-ii'K^-y,^-.-)  - 


e  si  otterranno  così  n  equazioni,  riducentisi  a  sole  n  —  m  per  elimina- 
zione di  X ,  ji , Aggregando  ad  esse  le  (13)  si  costituirà  un  sistema  di 

n  equazioni,  che  servirà  a  determinare  le  n  variabili. 

14C.  Esercisii:  a)  Prendiamo  una  lastra  rettangolare  OABC,  rotta  ai  un 
nugolo  0  nel  modo  indicato  sulla  figura,  e  proponiamoci  <li  rkaiìame  un'altra  la- 
lira  reliimyolare ,  la  cai  arta  siii  miunìma.  È  naturale  conservale 
nella  nuova  lastra  i  ilue  lati  riniaati  intatti,  AC  e  BC,  aceglìendo 
convenientemente  il  nuovo  vertice  0',  opposto  a  C ,  sul  Iato  PQ, 
creato  dalla  rottura.  Se  ji  e  5  sono  le  hingiiezze  dei  segmenti  OP 
ed  OQ,  le  coordinate  del  vertice  incognito  O',  rispetto  agli  asn 
OA  ed  OB,  soddisfano  alt' etiuazione  tjj:~\-py=:pqi  eia  funziona 
■  da  rendere  massima  è  l'area  {a  —  i)(b~y)  del  nuovo  rettangolo, 
§Ìc.cliè  delibono  le  derivate  parBÌali  prime  di  questa  funzione,  ossia  y — b  «d  * — Oj 
Msere  proporzionali  a  5  ed  a  ;i.  Dunque,  se  alla  retta  che  congiunge  O  eoi  puBt# 
medio  di  PQ  si  conduce  da  C  la  parallela,  questa  incontra  PQ  nel  punto  cenwto' 

•  AnalÌMÌ  algebriea.  p.  AT. 
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0'.  Quando  0'  cade  fuori  del  segmento  PQ,  si  vede  facilmente  che  bisogna  sosti- 
tuirgli il  pia  vicino  dei  due  estremi.  Pii\  generalmente ,  qualunque  sia  la  forma 
della  rottura  PQ,  si  può  dimostrare  ohe  una  diagonale  del  nuovo  rettangolo  devo 
risultar  parallela  alla  retta  che  tooca  in  0'  il  contorno  PQ. 

b)  Mostriamo  come  si  possa  dare  ali*  equazione  generale  d*  una  conica 


aaj*  4-  òy*  4-  e  4-  ì^y  4-  2flrJc  +  2hxy  =  0 


(18) 


una  forma  più  comoda ,  mettendo  in  evidenza  le  coordinate  x^  ed  y^  del  centro, 
le  quali,  come  si  sa,  son  date  dalle  equazioni 


a*«o  +  %o+S^==0     ,     hx^  +  bìj^+f=sO 


(19) 


ossia  ♦'jp(iCo  ,  ì/o)^^^  »  ^y(*o  7  Voì^^^i  ^®  ^^  conviene  di  rappresentare  con  ♦(x,  y) 
il  primo  membro  di  (18).  Prima  si  noti  ohe  la  formola  di  Taylor  permette  di  dar 
subito  a  questa  funzione  la  forma 

♦K  »  Vo)  +  «(^  —  ^o)*  +  hy  —  yo)'  +  '^H^  —  a;^(y  —  y^)  . 
Poi;  per  calcolare  ^{x^  j  y^j  basta  osservare  che  si  ha  identicamente 

*{x,y)  =  (ax  +  hy  fy)x  +  (^x  4  6y +/)y -f  (^x -f/y  +  e)  : 

(io  equivale  ad  applicare  il  teorema  di  Eulero  (§  134)  al  primo  membro  di  (18) , 
reso  omogeneo.  In  particolare  ♦(ar^  ,  y^)  =  yx^  +/yo  +  ^  i  sicché ,  eliminando  .t„ 
ed  y^  fra  questa  equazione  e  le  (19),  si  ottiene 


a     h     (j 

h     h    f 

I 

9  /  e— *K,yo)  i 


=  0  , 


d'onde  si  trae  ♦(a;^,yo)  =  l^/T«^  —  ^')>  rappresentando  con  D  il  discriminante 

abe  4  2fyh  —  af*--by^  —  chK 

e)  Per  calcolare  le  lunghezze  degli  oasi  della  conica  (18),  conviene  cominciare 

dal  porre  V  equazione  sotto  la  forma 

D 


a(x  -  x^«4-  6(y  -  y,y  +  2h{x  -  x,){y^y,)  4 


ab  —  h 


•,  =  0, 


trovata  nel  precedente  esercizio.  Ora  si  tratta  di  trovare  il  minimo  ed  il  massimo 
valore  di  r'  =  (x  —  x^y  4"  (V  —  Ì/^Yj  sapendo  che  le  variabili  x  ed  y  sono  legate 
dalla  precedente  equazione.  Bisogna  dunque,  secondo  le  indicazioni  del  §  145,  porre 

*— *o= ^1  «(^  —  ^0)  +  ^(y  —  Vo  j    »   y  —  Vo  =  >' j  ''(«  —  ^0)  +  ^(y  —  yo)(  • 

Intanto,  se  si  moltiplica  la  prima  eguaglianza  per  x  —  x^,  la  seconda  per  y — y„, 
si  ottiene,  sommando,  (ab  —  A*)r'  =  —  XD.  D'altra  parte  si  può  determinare  X 
eliminando  x  —  x^  ed  y  —  y^  fra  le  medesime  uguaglianze  : 


0  = 


aX— 1     hX 
hX  6X  —  1 


=  {ab  —  h')X^  —(«4-6X41  . 


,  r 


■«w- 
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Ne  segue  che  i  quadrati  dei  semi-assi  sono  le  radici  della  seguente  equasione  in  r*: 

..    («+^^.,  _B« 

d)  Ora  proponiamoci  di  etdcolare  gli  awi  detta  $€zione  fatta  in  un  eUimiaide  da 
un  daio  piano  diametrale.  Siano  a ,  ò ,  e  le  lunghezze  dei  semi-assi ,  ed  a ,  ^  ,  y  i  co- 
seni degli  angoli  che  le  sezioni  principali  fieinno  col  piano  dato.  Prendendo  come 
assi  coordinati  gli  assi  dell*  ellissoide ,  le  equazioni  di  questa  superficie  e  del  piano 
dato  sono  rispettivamente 

j'  +  ^  +  S=^  ■  «fPy  +  T*=o, 

e  si  tratta  di  trovare  il  minimo  ed  il  massimo  valore  di  r'  s=  x'  -f-  y'  -|-  s'.  Per 
quanto  si  è  detto  nel  §  145  si  può  subito  porre 

^  .  ^y  .     «  ^  . 

•f  =  -n  +  f^«    r    y=7i+f^    T    2  =  -r  +  f^Y- 

a  o  e 

Sommando  queste  uguaglianze,  dopo  averle  rispettivamente  moltiplicate  per  jt. 
IfjZf  si  ottiene  r'  =  X;  quindi,  sostituendo  nell'equazione  del  piano  i  valori 

fiflui*  |ipò'  fiyc' 


a'  — r 


fomiti  dalle  uguaglianze  stesse,  ed  osservando  che  [i  non  può  essere  nullo,  si  per- 
viene all'  equazione 

aW       ,      6*p'      ,       cY 


4 ^-  4 —  =0 


del  secondo  grado  in  r',  le  cui  radici  sono  i  quadrati  dei  semi-assi  cercati.  Se  dal 
centro,  perpendicolarmente  al  piano  di  ciascuna  sezione,  si  erigono  segmenti 
uguali  ai  semi-assi  della  sezione  steesa,  gli  estremi  di  tali  segmenti  stanno  sopra 
una  superficie  del  quarto  ordine,  importantissima  nello  studio  dell'ottica  *.  Poi- 
ché le  coordinate  degli  estremi  dei  segmenti  anzidetti  sono  x  =  dn  ar,  y  =  ih  ^r, 
=  =  ±"p-,  basta  sostituire  nell'ultima  equazione  i  valori  di  a  ,  p ,  y  per  ottenere 
r  equazione  della  superficie 

aV  bY  ,  eV 


x»+y*4.s»  — a*    *    x--fy'-f  r«-M    *   x* -f- y^ -f  =*  —  c^ 

che  in  forma  intera  si  riduce  a 

,  x»-fy»+=«YaV.f?»y -fc»=»}-  {b'+c'^a'x'^.y-^  a*-  ty  —  >'-{- /.  V=*+aV<^'=0. 

È  questa  la  superficie  dette  onde.  Dall'  eaame  di  talune  sue  proprietà  fu  condotto 
Hamilton  a  prevedere  il  singolare  fenomeno  della  n>Vtiri<t>iie  conica ,  confermato 


♦  Vedi,  per  esempio,  la  «  Thiarie  mmAémmtìfue  de  tm  ìumi4rt  y^  di  PoÌDcaré;  p.  296. 
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poi  dall'  esperienza.  In  simili  scoperte  teoriche  *  di  fatti  naturali  j  sfuggiti  per  se- 
coli all'osservazione  diretta,  sta  la  prova  migliore  dell'alta  importanza  delle  ma- 
tematiche. 

e)  n  calcolo  della  minima  dùtanza  di  due  rette  conduce  a  cercare ,  più  gene- 
ralmente, il  minimo  valore  di 

r'  =  (x,  -  y,)'  +  (X,  -  y.)'  +  ...  +  (x,_  yj«  , 
sapendo  che  le  2n  variabili  soidisfano  alle  2n  —  2  condizioni 


X.  —  a^       x^  —  et.  X   —  a 

1  1  t  1 fi  n 

a.  ot.  a 


— — ^— — ^^^  ^_—  — ^^— ^.^        I  »  ».       .   —       — ^—    - 

Pi  Pi  Pn 


iliniodochè  r*  è,  in  realtà,  funzione  di  due  sole  variabili  indipendenti.  Assumia- 
mo come  tali  i  valori  u  e  v  delle  duo  serie  di  rapporti,  ed  osserviamo  che,  sosti- 
tuendo x.  =  a^u  -}-  a^ ,  y^  =  p.u  j-  i»^. ,  (i  =  1  ,  2  ,  3  , ... ,  n),  neir  espressione  di  r*, 
questa  diventa 

r*  =  ai*»  -]   bv*  -\'C  +  2/v  -f  2f/u  -f-  2huv  ,  (20) 

dove  8Ì  e  posto 


n 


a=2X  ,  6=2:^:  ,  /.=-2;«.^.. 


--/=2k-''ì>p*  '  r/=2I(«<-^)«<  .  «=2(««-^)' 


Qui  si  noti  che  i  determinanti 


a     h 

1 

a     h     g 

h     b 

h     b    / 
a    f    ^ 

rappresentano  **  i  quadrati  delle  matrici 


Pi       Pf-Pn 


a, 


b^      «,  —  ^  •••««  — ^n 


p. 


n 


Pi         •••         Pn 


Perchè  r*  diventi  minimo  o  massimo  sono  (§  140)  necessarie  le  condizioni 


aìk 


4-^v-f-/7  =  0     ,     Am  4.6t?-f/=0  , 


(21) 


verificate  le  quali  l' espressione  (20)  si  riduce  a 


(22) 


*  Delle  quali  si  hanno  altri  bellÌ8i»iixii  esempii  in  Fisica  ed  in  Astronomia.  Vedi  una  comu- 
Dicazione  di  O.  Osàro  airAccademia  del  Belgio;  BulUtins,  1891,  p.  503. 
**  Anaiùi  algebrica^  p.  23. 

19 
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in  virtù  del  teorema  di  Eulero.  Il  determinante  hessiano  ci  r*  è  ab  —  h? ^  e  aio- 
aome  tanto  a  quanto  ah  —  ^*  sono  somme  di  quadrati,  si  può  asserire  (§  141)  che 
si  ha  etlettivamonte  un  minimo.  Intanto  da  (21  )  e  (22)  si  deluce,  eliminando  u  e  v, 


ahi] 
h  b  f 
y    f    e  --r* 

Dunque  il  minimo  cercato  è 


=  0  ,     cioè 


a    h    g 

a    h 

h    b    / 

h    b 

i/    f    e 

«1  — ''l    ««  —  ''.•••««  —  *« 


?. 


p, 


p, 


Pi      ?i"-K 

f)  Altri  calcoli  di  minime  distanze  (punto  e  piano,  o  punto  e  retta  nel  pia- 
no e  nollo  spazio)  conducono  a  ctrcare  il  nu'nimo  valort:  lìtlla  somma  dei  quadrati  din 
variabili,  Sitddisfacetìti  ad  m  <^  n  equazioni  lineari.  Siano 


(23) 


le  equazioni,  nessuna  delle  quali  sia  conseguenza  delle  altre:  ciò  esigue  che  i  de- 
terminanti maggiori  della  matrice 


«li      «It      «13  •  -«in     ' 


«ji     «il     «il  •••« 


in 


«mi     ««.1     «.m--«MH    I 


non  siano  tutti  nulli ,  e  per  conseguenza  che  sia  diverso  da  zero  il  quadrato 


C  = 


*'ll        **IJ       ^*1J    •••  ^U'i 


*^ll  **ÌJ  ^Ì>     •••    *^lN» 


^^l         ^l        «-«l—*^ 


della  matrice  stessa.  Ciò  premesso,  per  trovare  i  minimi  ed  i  inaaaimi  della  tun- 
lione  r*  =^  a*,*  -f"  x,*  +  •••  4-  -^w**  ^^^  ^^  condotti  a  i>orre 

/  r, ---^X,«i,,  •}-  X,n„  H h^H.««.i  7 


\ 


(84) 


■*«  =  ^i "i- +  ^•«'t« -f  •  •  •  +  ^«•» 


•.  *  •—"•■  »-  ,*". 
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Sommando  queste  equazioni,  dopo  averle  moltiplicate  per  ^^x^j .,,  ^x^j  si  ot- 
tiene 

r»  =  X.*.  +  X.fc,  +  ...  +  X„t„  ,  (25) 

e  tutto  si  riduce  a  calcolare  i  coefficienti  X.  Ora,  moltiplicando  le  (24)  per  a^j , 
a^.j , , . . ,  a^^  j  poi  sommando,  si  trova 


tm 


BuiKiue  i  coefficienti  X  sono  determinati  dal  sistema 


^i=K'^ii  +  K^li'\ 4->'„.^im    1 


^t=K'^u  i-K'^tt  H —  i-K^ 


im     1 


Kn=>^i<^mi  +  K^.ti+'"   -r^' 


in    ìli  ni    I 


che  ammette  una  soluzione  sola.  Del  resto  è  inutile  risolvere  questo  sistema,  giac- 
ché basta  esprimere  la  compatibilità  con  la  relazione  (25)  per  ottener  subito  V  e- 

quazione 

0  = 


1 

K 

K 

.  .  .   À-    . 

ìli 

1 

> 

1 

^iX 

"n 

•  •  •   v/  > 

''^ 

■           • 

• 

•          •          • 

k 

iti 

'•..,1 

««.* 

•  •  •  ^'uiui 

^alla quale  si  ricava  il  minimo  valore  corcato: 


1 


\J  h ,  l\   .      •  •  •    A' 

I  z  ni 


*^m    ^ml    ^mt  '  *  *  ^tnm 


g)  Nelle  applicazioni  si  è  spesso  condotti,  per  determinare  un  certo  numero 
di  quantità  x^ ,  a;,  , ...,  x^,  a  stabilire  equazioni  lineari,  nelle  quali  i  coefficienti 
ed  i  termini  noti  vengono  forniti  dall'  osservazione  diretta.  Basterebbero  n  equa- 
zioni per  la  determinazione  delle  incognite  se,  per  V  inevitabile  imperfezione  delle 
Qiisure,  non  ne  risultassero  valori  necessariamente  inesatti  delle  x.  Spinti  ad  ese- 
guire nuove  misure,  si  finisce  per  costituire  un  sistema  (23)  con  un  numero  m  di 
equazioni ,  di  gran  lunga  superiore  a  quello  delle  incognile,  ed  il  problema  che  al- 
lora ci  si  presenta  è  il  seguente:  come  far  concorrere  tutte  le  equazioni  ottenute  alla 
determinazione  la  più  probàbilmente  esatta  dei  valori  delle  incognite  f  E  la  teoria  delle 
probabilità j  uno  dei  più  interessanti  rami  della  Matematica,  che  dà  la  risposta  a 
simile  questione,  insegnando  che,  nelP impossibilità  di  render  nulli  tutti  gli  errori 
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(vale  a  dire  di  trovare  valori  delle  x  che  annullino  le  differenze  fra  i  primi  ed  i 
seconii  membri  di  tutte  le  m  equazioni),  bisogna  render  minima  la  gomma  dei  laro 
quadrati.  Da  questa  indicazione  derivano,  per  la  determinazione  delle  x,  alcuni 
procedimenti  di  calcolo,  che  costituiscono  quello  che  si  suol  chiamare  il  metodo  dei 
minimi  (piodrati.  In  sostanza  tutto  si  riduce  a  render  minima  la  funzione  di  ii  va- 
riabili indipendenti 


2  («ii^i  +  «.i'^i  +  •  •  •  +  "m-^H  —  ^•.)*  ? 


e  però,  derivando  successivamente  rispetto  ad  x, ,  x, , . . . ,  x^ ,  bisogna  che  sia 


e 


it^i  +  ^tt'^i  H h  ^Hi-^n  =  ^1  «Il  +  ^f^fi  n h  VhI  r 


* 

E  questo  il  sistema  che  porge  per  le  x  i  valori  più  accettabili.  Per  meglio  spie- 
garsi tutto  ciò  è  bene  limitarsi  al  caso  d^una  sola  quantità  incognita  x.  por  deter- 
minare la  «luaìe  siano  state  prese  successivamente  n  misure  a^.a^ n^^  p^>- 

chissimo  dìllVrentì  tra  loro.  Qui  bisogna  render  minima  la  somma 

'jr  —  /i.  »*  -f-  ■  J."  —  <i  ";*  -|    •  -  •  +  .r  -  -  a    *  . 
per  la  qual  cosa  basta  prendere 

è  proprio  quello  che  si  suol  fare  comunemente  *. 


*  QiMCelet  «  Tkéarie  det  probmbiHiéa  »  p.  47. 


CALCOLO  DIFFERENZIALE 


LA  DIFFERENZIAZIONE. 


1 17.  Infinitamente  pìccoli  ed  infinitamente  grandi.  Come 
per  infinilamenie  gracule  o  infinito  si  vuole  intendere  un  numero  che  ten- 
Je,  in  valore  assoluto,  ad  oltrepassare  qualunque  limite,  cosi  ogni  numero 
Variabile,  che  ha  per  limite  zero,  si  chiama  infinitamente  piccolo  o  infi- 
nitewìio  *.  Il  concetto  d'infinitesimo,  come  quello  d'infinito  {cfr,  §  13,  ì))y 
implica  dunque,  innanzi  tutto,  l'ipotesi  della  variabilità.  Così,  per 
esempio,  è  infinitesimo  il  volume  occupato  da  un  corpo  solido,  che  si  dis- 
solve; ma  non  è  lecito  chiamare  infinitesimo,  nell'Universo,  il  volume  di 
uq  corpuscolo  invariabile.  Ed  infatti ,  se  si  tentasse  il  paragone  d' un  tal 
Volume  con  quello  dell'Universo  intero,  supposto  infinito,  si  sarebbe  ob- 
bligati ad  assumere  l'unità  di  misura  crescente  oltre  ogni  limite;  ed  a 
ciascuno  degli  stati  di  questa  unità  si  vedrebbe  allora  corrispondere  un 
numero,  sempre  più  piccolo,  atto  a  misurare  il  volume  che  si  considera. 
Così  non  questo  volume,  si  bene  il  numero  che  serve  a  misurarlo,  risul- 
terebbe variabile  ed  infinitesimo  ;  ma  ciò  non  accade,  perchè  i  numeri  sot- 
toi>osti  ad  un  calcolo  sono  da  intendersi  tutti  riferiti  ad  una  medesima 
uuità  di  misura.  Per  grande  che  questa  sia,  il  volume  considerato  resterà 
iiiisurato  da  un  numero,  estremamente  piccolo  forse,  ma  invariabile.  Per 
la  chiara  intelligenza  del  Calcolo  infinitesimale  è  indispensabile  non  per- 


«  Caacfay  a  Analyte  algébrique  »  Paris,  1821.  Ben  quaranta  pagine  del  Bulletin  de  la 
Ckste  des  tdeneet  de  l'Académie  de  Belgique  (1901,  p.549)  sono  consacrate  a  combattere 
questa  «p«tftf9ia  »  definizione,  con  argomenti  che  valgono,  in  parte,  soltanto  a  mostrare  raltuale 
ÌBMfieieDza  di  talune  definizioni  (  probabilità,  ece.)^  le  quali  però  richiedono  appunto,  per  essere 
eoapl«Cate,  che  ù  rwpioga  ogni  malsana  concezione  dell*  infinito  e  dell* infinitesimo. 


i^ 


àev&  mai  di  vista  che  gli  infÌDitesimi  soiiu,  come  gli  influiti,  essenzJal* 
munta  variabili,  sono  cioè  da  considerare  (cosi  a\-verte  lo  stesso  Newton) 
come  « quantitates  magnitudine  deterxniuatas,  aed  cogita  semper  diml- 
nuendas  sine  limite  >  in  valore  assoluto. 

148.  Due  infinitesimi  si  dicono  dello  stesso  ordine  quando  il  loro  rap- 
porto tende  ad  un  limite  finito,  diverso  da  zwo.  Se  invece  il  rapporto  d*ua 
iDlinitesìmo  p  ad  uà  infinitesimo  a  tende  a  zero  (nel  tjual  caso  ?  è  uguale 
al  prodotto  di  a  per  un  altm  infinitesimo),  si  dice  che  ^  è  di  ardine  su- 
periore ad  a.  Nei  caso  opposto,  quando  cioè  il  detto  rapporto  cresce  inde- 
finitamente in  valore  assoluto,  p  è  di  ordine  inferiore  ad  ix.  Non  è  sem- 
pre possibile  decidere  se  due  infinitesimi  sono,  o  pur  no,  del  medesimo 
ordine,  perchè  non  sempre  il  toro  rapporto  tende  ad  un  limite.  Cosi,  pai* 
esempio,  p=a3en —  è  infinitesimo  insieme  ad  a,  ma  non  si  sa  dii-e  se  ten- 
de a  zero  come  «,  o  più  rapidamente  dì  a.  Nondimeno,  tutte  le  volte  cKJ 
il  rapporto  di  p  ad  a,  preso  in  valore  assoluto,  oscilla  fra  due  limiti  posi- 
tivi, si  può  ben  dii-e  che  P  è  dell'ordine  di  «.  Quando  si  hanno  più  infici- 
tesimi  da  paragonare  fra  loro,  si  usa  sceglierne  arbitrariamente  uno,  a, 
che  si  chiama  V tnftnilesiino  principale,  e  considerare  i  rapporti  dt^gii 
altri  ad  a.  ed  alle  sue  potenze.  Si  chiamano  allora  infinitesimi  dell'oi'di- 
Qfl  n(  >  0)  tutti  quelli  che  hauun  l'ordine  di  «".  Por  esempio  log(l  +  b), 
sano  .  tg«,  ecc.,  sono  infinitesimi  del  jtriiìio  ordine  fintantoché  a  è  l'iufi- 
nitesimo  principale.  Similmente  1  —  cosa  è  del  sectMirfo  ordine,  a  —  sena 
del  teì'zo,  o(sen{sena)  —  sen'o  del  sesto,  tg(sen»)  —  sen{tg«)  del  selthno; 
ecc.*  Del  resto  si  noti  che  non  sempre  si  può  assegnare  l'ordine  d'un  infi- 
nitesimo. Così ,  per  esempio,  se  a  é  un  infinitesimo,  anche  e-'/*  ed  l/log« 
sono  infinitesimi;  ma,  mentre  (§71,  a)  il  rapporto  del  primo  ad  a"  tende 
a  zero  qualunque  sia  »,  il  rapporto  analogo,  per  l'altro,  tende  all'infini- 
to, sicché  non  si  sa  dire  quanto  aia  grande  l'ordine  del  primo,  e  qnanto, 
invece,  sia  piccolo  l'ordine  del  secondo.  Gli  infinitesimi 


log  log  - 


-cosa  ,  a  —  sena  , 


-./•• 


■"g-i 


a  to*3 


si  trovano  ordinati  in  modo  che  ciascuno  è  infinitesimo  rispetto  a 
quelli  che  lo  precedono,  in  mwlo  cioè  che,  procedendo  da  destra  verso  si- 
nistra, l'ordine,  partendo  da  valori  grandi  quanto  si  vuole,  tende  a  gero 
decrescendo  sempre.  In  modo  analogo  si  classificano  gli  infinitamente 
grandi. 


n  proiwniui,  duee«erciiii  In  A/o(Aejfj  (1398,  p.  .Il  ;  190Z,  p,  145). 


1  lO.  Non  ai  creda,  tuttavia,  ch<?  utialimque  numero,  infinitamente  pic- 
-'•0  iuflnitamente  grande,  debba  iiecessariamente  trovare  il  suo  posto 
ili  simili  sc&ìtì  di  paragoue,  Cosi  aou  si  può  dii-e  quale  sia  l'ordine  n  di 
P=  o/logo.  Infatti  da  uua  parte  è  chiaro  che  »  dovrebbe  superare  l,  e 
(lair altra  ciò  nou  può  accadere,  perchè  il  rapporto  di  ^  ad  o"  cresce  iu- 
definitameute  in  valore  assoluto  per  qualunque  n>  1.  lu  un  certo  senso 
X5 1)  *!  potrebbe  dire  che,  iibIIh  scala  di  paninone,  costituita  dalle  potenze 
dì  «,  l'inBEitesirao  «/log*  sta  alla  destra  di  a,  o  che  il  suo  ordine  è 
1  +  0.   Similmente  si  cercherebbe  iuvauo  il   posto  da  assegnare  all'  iu- 

iinitesimo  p,  legato  ad  a   dalla  relazione  p^ia'log-^-.   Infatti,   posto 

P 
at=pt .  si  ottiene  <i^ìjt\(^l ,^=ìjl'logt,  e  si  riconosce  che  t  deve  cre- 
scere nll'iufinito  alllnchè  «  e  P  tendano  a  zero;  quindi,  osservando  che 
■?'«*  = /"^'{IfHj')""'!  si  vede  che  questo  rapporto  cresce  indeiìnitamente 
r    ;i^2,  e  tende  a  zero  per  n<2.  Dunque  p  sta,  per  così  dire,  aila 
,    stra  di  a*,  cioè  teude  a  zero  meno  rapidamente  di  a',  ma  più  rapì- 
nente  di  qualuuque  a",  per  n<2:  ciò  si  potrebbe  esprimere  dicendo 
:  il  suo  ordine  è  2 — 0.  Insomma,  se  esìstono  numeri  n'  ed  n",  tali  che 


lini  A  =  0 


-lcc^.nn«^  ad  ogni  numero  n'  si  può,  in  queste  uguagliauze,  sostituire  un 
iiuiaero  minore,  e  ad  ogni  n"  un  numero  maj^iore,  è  chiaro  che  i  numeri 
iV  costituiscono  un  insieme ,  che  ammette  (§  4)  il  limite  superiore  }>.,  co- 
mi; l'insieme  dei  numeri  n"  ammette  il  limite  inferiore  X^;i.  Ora,  se  1 
i:  [i  hanno  un  unico  valore  n,  si  può  ben  dire  che  n  è  l'ordiue  di  p,  tutte 
I'-' volte  che  «  non  appartiene  uà  all'uno,  uè  all'altro  insieme,  aucorehè 
m\  esista  il  lìmite  di  p/a".  Ma  può  accadere  che  ti  sia  il  massimo  fra  i 
numeri  ti,  o  il  minimo  fra  i  numeri  n".  Allora  è  certo  che  l'ordine  dì  p 
tiunè  n;  ma  si  potrebbe  rappresentarlo  con  n  +  O  nel  primo  caso,  con 
'I— 0  nel  secondo.  Finalmente  può  anche  darsi  che  non  sia  X  =  ft;  ed  al- 
lora viene  a  mancare  cgnì  mezzo  di  misurare  l'ordine  di  p  mediante  un 

aumero.  Valga  l'esempio  dell'iufluitesimo  P  =  o     "      '   ,  per  cui  si  ha 

«"        I  ±  X      .      «  >  2  . 

■ .  noti  che  p/o  non  tende  a  zero,  perehè  riprende  infinite  volte  il  valore  1 

indo  a  percorre  la  successioue  l.'/it'/i ^'^  segue  ;i=l.  Simìl- 

■iite  p/a'  non  cresce  all'inllnito,  perchè  resta  inferiore  ad  e  quando  « 
rcorre  la  successione 


DuDque'i.  =  2.  Per  ogni  altro  valore  di  n.  comi«*e80  fra  1  e  2,  il  nji- 
porto  p/o"  può  prendere  valori  gruDdi  o  piccoli  i|uanto  si  vuole,  sicché  Qoa 
si  riesce  a  trovare  uq  uuniero  che  possa  darci  la  misura  ilell'ordine  d'in- 
(Inìtesimo  di  p. 

150.  Proposizione  fondamentale.  Dire  che  due  tnf'milesiii'i  of- 
feriscono per  ì'H  hiflnllesimo  di  orfliuf  nìipcriore ,  o  che  il  foro  rapporta 
t^rule  all'unito ,  è  affermare  due  l'atti  che  sostanziai tiieu te  »i  miiiivalgODOi 
'  .perchè  ciascuna  delle  uguaglianze 


lin 


=  1 


è  «ua  conseguenza  dell' altra.  Ciò  premesso,  è  facile  ilirnostrare  il  sagUBil- 
Kte  teorema,  fondamento  del  Calcolo  dilTerenziale :  resta  invariato  It 
mltmile  del  rapporto  di  due  infiniteximt,  quando  questi  F«t- 
r  gono  alterati  di  qunntifii  /ìifinitesime  d'un  ordine  superio- 
re. Infatti,  per  calcolare  il  limite  di  p/a.  se  p'  ed  «'  difTerìscono  da  fi 
«d  o,  rispettivamente,  per  infinitesimi  di  ordine  superiore,  basta  ciilco- 
I  Jai'6  il  limite  di  p'/a',  ed  osservare  che 


lìii 


-liu 


151.  Ora  supponiamo  di  avere  l'eguaglianza  tra  infinitesimi  ot^.  della 
quale  si  debba  fare  uso  divìdendo  ì  due  membri  per  un  conveniente  inliili- 
tesimo  Yi  in  modo  da  ottenere,  passando  al  limite,  l'eguaglianza  a 
fra  quantità  invariabili.  L' utilità  del  teorema  dimostrato  sta  in  ciò  eli* 
r^piaglianza  a  =  p,  .«pesso  complicata,  ed  inaccessibile  alle  ordiaarìe 
r^ole  del  calcolo  dei  limiti,  si  può  semplificare  sopprimendo,  in  ciascttl 
membro,  liualuuque  parte,  riconosciuta  infinitesima  d'un  ordine  sapa^ 
rjore  alla  parte  che  rimane.  Si  ottiene  così  un'  altra  eguaglianza  tra  infl- 
uitesimi  «'=^P',  generalmente  inesatta;  ma  ciò  non  importa  per  l'uso  ch« 
se  ne  deve  lare,  giacché,  dividendo  i  due  membri  per  y  (o,  se  si  vuole,  pW 
qualche  altro  infinitesimo  f',  che  da  t  diiferisctì  per  un  infinitesimo 
ordine  superiore),  si  finirà  sempre  per  trovare,  passando  al  limite,  l'eguO" 
gliaaza  esatta  a^b.  Ma,  si  noti,  non  sta  in  ciò  l'essenza  del  Calcolo  dif- 
ferenziale, che  risiede  invece  nell'uso  sistematico  d'un  certo  simbolo,  mft< 
diante  il  quale  si  può  fare  in  modo  da  essere  sicuri  a  priori  che  i 
glianza  o(':=p'  è  anch'essa  esatta,  vale  a  dire  che,  nel  cercare  infinite 
simi  a'  e  p'  da  sostituire  rispettivamente  ad  a  e  p.  si  trascurano, 
avvedersene,  infinitesimi  uguali  nei  due  membri,  e  si  riesce  in  tal  mi 
a  metter  la  mano,  per  cosi  dire,  sugli  infinitesimi  a  =^n-(' ,^' v=h-x'. 
allora,  essendo  l'eguaglianza  a'=p'  immediatamente  riducibile  ad  a:=fit 


non  si  ha  più  hdtogno  del  passaggio  al  limile.  Sparisce  cosi  il 
cfilcoto  ilei  Uiiiitì,  grazie  al  detto  siiiibolo,  pei-  far  posto  al  Calcolo  dille- 
rt-aziale,  che  pur  xi  fundn  sul  coìiretlo  di  limite. 

152,  Dal  punto  di  vista  accennato  iu  iiltinio  luogo  bau  sì  può  diri;  che 
il  Calcolo  differpuzialo  é  tutto  dovuto  al  genio  di  Leibniz;  e,  del  resto, 
questa  scienza  sì  trova  o^i  saldamente  stabilita  nella  forma  ideata  da 
Leibiiìz.  con  le  stesse  denomiiiaziotn  e  gli  atessi  segni,  dovuti,  più  che  ad 
una  scelta  fortunata,  alla  perspicacia  dell'invimtoii3.  La  cura  che  iiuesti 
[wneva  nella  scelta  dei  simboli  ci  è  rivelala  dal  latto  •  che,  nel  confi"oa- 
tart*  il  suo  metwlo  coii  quello  di  Newton,  e  nell'affermarne  la  superiorità, 
egli  opinava  «essere  la  segnatura  parte  cospicua  dell'arte  d'ìnveatai-e  ». 
Anche  recentemente  l' importanza  delle  uotaziouì  e  della  nomenclatura  è 
stata  messa  in  rilievo  nelle  «  Poimlar-wissenschaftHchc  Vorlesungen  »  da 
Mach,  il  quale  <  considera  il  liuguaggio  ed  un  appropriato  sistema  di  sìm- 
W>V\  e  deuouiiniizioui  tecniche,  non  solo  come  organi  indispensabili  per  la 

l'iperazìone  tra  gli  investigatori  e  per  l'accumulazione  e  trasmissione 
'  i  risultati  man  mano  ottenuti,  da  una  generazione  alla  successiva,  m.i 
miche  e  sopratutto  come  unico  mezzo  efficace  a  sgravare  la  memoria  e 
I    rintell^eoza  umana  da  ogni  peso  e  lavoro  inutile,  reudendo  possibile  la 
'    loro  sempre  crescente  utilizzazione  per  le  funzioni  più  importanti  ed  es- 
•enzialì.  Chi  si  occupa  di  studii  matematici  si  trova  spesso  dominato  dal- 
l'impressione che  i  suoi  simboli  eie  sue  formole  s'incarichino  quasi  di 
larorare  per  lui,  o,  per  usare  la  famosa  frase  di  Eulero,  che  la  sua  matita 
l    vinca  di  perspicacia  il  suo  cervello.  Per  quanto  possa  parere  strano,  dice 
I    Mach,  la  grande  potenza  delle  scienze  matematiche  consiste  sopratutto 
hkI  fatto,  che  esse  sono  riuscite  a  risparmiare  alla  mente  ogni  lavoro  inu- 
ili'  ed  a  spingere  fino  all'esti-enio  l'economia  degli  stbrzi  intellettuali.  Ed 
Ilo  stesso  ideale  tendono,  secondo  lui,  anche  le  scienze  fisiche,  special- 
luentB  nei  rami  più  progrediti  »  ••. 

153.  Il  primo  differenziale.  Dalla  definizione  {^  iQ)  della  derivata 
d'una  funzione  y  di  ìp  si  deduce  dij ^  y'9x  -^  pSse,  per  ciascun  valore  di 
X,  con  p  tendente  a  zero  ([Uaudo,  fissato  j;,  si  la  tendere  a  zero  Sx.  Ora, 
poiché  la  dilferenza  fra  Sy  ed  y'Sx  è  infinitesima  d'un  ordine  superiore 
a  8J7,  è  lecito  sostituire,  in  virtù  del  teorema  fondamentale,  y'Sa?  a  8y, 
nelle  rirerche  di  limiti  di  rapporti;  e  uoi  ben  presto  ci  accolleremo  dei 
irrandi  vantaggi  di  questa  sostituzione.  La  quantità  y'Sx,  uell'iiratesi  che 

I   variabile  indipemlente  sia  x.  la  rappresenteremo  con  dy,  e  la  chia- 


I  *  Mantioo  a  Bimmildti  Caurt  d'Anatyie  »  p.  S09. 
~*  Da  uu  ncensiooe  di  O.iVailati,  nella  RirUta  sptrimentaU di  Fre 
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meremoil  differenziale  di  y.  Adunque  si  cttianui  Ut/fiirenziaie  d' utui 
I  fkmzione  il  prodotto  della  derivala  della  funsione  per  f  ìTwreniento  inft- 
^  nttestmo^  urhttvarianienle  attribuito  alla  variabile  itidipettàente.  Da  que- 
sta deQuizioue  si  deducono  subito  le  conseguenze: 

a)  il  diffei-enziale  della  variabile  indipemleate  x  uon  è  che  l'inci'e- 
nieitto  arbitrario  Sa:,  supposto  variabile  e  teuc!»iite  a  zero  per  ciascun  va- 
lore di  X.  Infatti,  se  y=x,  è  i/'=l,  e  la  defìnizioae  del  differenziale  (cioè 
dy  ^  y'9x)  dà  dir  =  Bir  ; 

h)  ora  l'eguaglianza  di  definizione  diventa  dy^y'da-,  e  se  ne  ricava 


(1) 


È  con  questa  nuova  segnatura  che  la  derivatii  si  ailupei-ii  in  Calcolo  diUit- 
renziale;  cos'i  le  derivate  ci  si  preseoteninuu  omae  rajqiOi-ti,  e  tiuu  più 
come  Umili  di  rapporti  tra  iufinitesimi; 

e)  più  generalmente  il  riipinjrto  dei  di/Terenziali  dì  dwe  futizioni 
rappresenta  la  dej-ivala  dellaprìnia  fumione  rispetto  alla  secOìida,  cou- 
siderata  come  variabile  indipendente.  Infatti  (§43),  se  y^/^u),  dove  « 
è  lina  funzione  della  variabile  indipendente  .x,  »i  ha 


151.  Interpetrazlone  geometrioa.  Sulla  curva  rappreseuluta 

dall' equazione  y  =  f{x)  si  consideri,  in  vicinanza  d'un  punto  lisso  M,  di 
ascissa  ce.  uà  punto  M',  la  cui  ascissa  sia  a;-|-Sa7. 
''";      Supporre  5a:  ìntìuitesimo  siguificn  (§  147)  supporre  M' 
\Sf  mobile  lungo  la  curva,  e  tendente  a  confondersi  con 
J^j  I      M.  Siauo  H  e  Q  i  punti  nei  quali  l'oi-diuata  di  M' iu- 

contra  due  rette  condotte  per  M,  la  prima  parallela- 
mente  all' asse  x,  l'altra  taugeuzial mente  alla  cun'a.  Se  la  variaidle  iu- 
dipendente  è  x,  è  chiaro  (§  52)  che  sì  ha 

MH=!£te  =  8a:     ,     HQ  =  dy     ,     HM'=5;/. 

Sostituire  dy  a  8y  significa  dunque  trascurare  QM',  ossia  sostitnir-e  y 
ad  M'  per  tutte  le  posizioni  di  M'  intomo  ad  M,  e  per  conseguenza  sì- 
guifica  sostituire  la  tangente  alla  citrva,  in  prassimità  di  ciascun  ponto. 
Del  resto,  qualunque  sìa  la  variabile  indipendente,  //yyimto  {x-\-dj},y-^€fy) 
appartiene  sempre  alla  tangente,  come  {a- -|- 8;r ,  y  +  Sy)  appartiene  sem- 
pre alla  curva.  Per  una  data  posizione  M'  del  secondo  punto,  il  primo  può 
cadere  in  Q,  iu  Q',  o  in  qualunque  altro  posto,  sulla  tangente,  secoudo 
che  la  variabile  indipendeule  è  u:,ii,  o  nn'alli'a  ijualsiasi. 


150.  Regole  per  la  differenziazione.  Per  differenziare,  ossia 

jier  caluuiaiv  il  iliflei'jnziiile  d'uiui  l'uiizioaG  di  x,  basta,  in  virtù  della  de- 
tiul^iouB  stessa  del  diffureiiziale ,  calcolare  la  derivala  della  fiinzìoae,  e 

ii»oltii)licart!i  per  tìff:  In  tal  modo  si  ottiene 


r";  = 


•flogx^s  —   ,  dtgT 


ti  aen  X  ^  COBI  djr 


dcoex 


■-  Béoxdx  , 


aneli»  ([tiaudu  x  nuu  à  la  variabile  iDdipendenta.  Dopo  ciò  le  note  rejfole 
di  derivazione  si  traducono  facilmeute  ia  altrettante  regole  di  difTerenzia- 
zione.  Così,  per  esempio,  la  somma  di  due  o  più  funzioni  si  differanzia  som- 
inaudu  i  difTereuziaU  delle  parti;  il  pi'odotto  di  due  funzioni  si  dilTereazia 
rijolliplicaado  ciascuna  funzione  per  11  diltereiiziale  dell'altra,  e  somman- 
do i  multati;  ecc.  Infatti  si  lia 


rf(« 


+.)=(.+.) 

'.tE  = 

■-{"'+ 

v')'lx  =  v'. 

lc+. 

■dx  =  ilu 

+  dv, 

=  (»)'i:  =  (« 

.'  +  1, 

u')dx  = 

=  m-dx  -f 

xm'dxz 

=  wd«  + 

vdu  , 

-/■V.._' 

V- 

—  ,1^- 

mi'dx  - 

■  «o'dx 

i-dtt- 

-  ndv , 

150.  Differenziali  auooeasivl.  Prima  di  andare  oltre  è  uecessa- 
no  fermarci  a  considerar  bene  ìl  sìfinilìcato  del  differenziale  da?  della  va- 
riabile indipendente.  Fissato  ce,  il  corrispondente  da;  è  un  infinitesimo, 
PS  giova  immaginare,  provvisoriamente,  come  dipendente  da  un  certo 
initesimo  a,  che  si  assume  come  inflnitesimo  principale.  Quando  si 
Isa  da  un  valore  di  x  ad  un  altro,  non  vi  è  ragione  pei-chè  non  varii 
che  la  legge  (arbitraria)  che  fa  dipendere  dx  da  «,  sicché  dx  è  l\m- 
tìe  tanto  di  .r,  quanto  di  a: 


tle  =  ^(x,  a)  . 


(2) 


Se  immaginiamo  l'asse  delle  37  deformabile  in  so  stesso,  e  supponiamo  che 
ciascun  punto  a:  si  trasferisca  in  ar-f  da;,  l'eguaglianza  (2)  esprìme  la 
legge  con  cui,  tendendo  a  a  zeni,  i  punti  dell'asse  deformato  vengono  re- 
stituiti alle  primitive  posizioni.  Alla  funzione  m-hiivaria  f  s'impone  sol- 
^tftuto  di  tendere  a  zero  con  a,  qualunque  sia  x,  e  di  possedere  le  succes- 
^^Bve  derivate  parziali  (§  130)  rispetto  ad  x.  In  queste  condizioni  dx,  in 
^^MUiDto  è  funzione  di  x,  ammette  a  sua  volta  un  differenziale,  che  si  chia- 
^^M  il  secondo  diff&'enziale  di  ^,  e  si  rappresenta  con  ^x: 


Qui  rotoliamo  fare  una  rnuvcnziono,  di 


capitali'  ìnipnrtauKi 


per  quel  che 


sQgue.  Vogliiimo  ia  primo  lu(^  suppoi-re  che  nell'espressione  (3)  a 
vino  sepui-ati .  por  così  dire,  i  due  caratteri  che  deve  possedere  il  ( 
tendere  cioìs  a  zero  crni  a,  e  di  dipendere  da  x;  ed  Jtll'uopo  bastai  j 
dere  rt] 

ilx  =  axt>)  ,  (4).  . 

hisciando  momentaneamente  arbitniria  la  funzione  xi^)-  Cosi  (ir  è  il  pro- 
dotto d"uu  inflnitesimo,  indipendente  da  ir,  per  una  funzione  di  X,  indi- 
pendente da  a;  ed  è  uu  inQnÌte.sÌmo  del  primo  ordine,  che  d'ora  innanzi 
iiSKumeramo  sempre  come  inliuitesimo  principale.  Invece 

è  un  ìofiiiitusinio  del  secotulo  ordine.  Continuando  a  dijrurenziare  si  tro- 
vano analojiraiiieiitn,  l'un  dnpu  l'aUro,  i  dilferenziuli  terzo,  quarto,  e  cosi 
via: 

d'x  =  aVxx''+  n")   .   ''''^  =  <*'(xx''+  H'xx"  +  xY">    ■■■  • 

Il  differenziale  n'""  di  ce,  ossia  il  risultato  di  n  differenziazioni ,  applicate 
successivamente,  si  rappresenta  con  iT'x,  ed  è  uu  iarinitesimo  dell'ordine 
n.  Come  si  vede,  i' risultati  delle  successive  differenziazioni  si  vanno  ra- 
pidamente complicando,  e  molti  beueficii  del  Calcolo  differenziale  andreb- 
bero perduti  se  si  volesse  mantenere  a  xi^)  1*  sua  arbitrarietà.  C-onviene 
invece  prendere  x{^)  =  1 .  perchè  in  tal  guisa  si  ha 


d*x  = 


rf';e  =  0  ,  . 


(6) 


e  tutti  i  calcoli,  come  presto  sì  vedrà,  si  semplificano  notevolmente.  È 
iiuesta  la  convenzione  fond:imeutale.  che  si  esprime  cos'i:  il  primo  dif- 
ferenziate della  variabile  indipendente  si  suppone  indipen- 
dente dalla  variabile  slessa.  Ciò  premesso,  è  facile  calcolare  i  diffe- 
renziali successivi  d'una  funzione  (jualunque,  e  constatare  che  ti  differen- 
ziale a'""  è  sempre  un  infìnilesiino  dell' ordine  n: 

'<?y  =  ddy^d(y'dx)^=ily'.dx^^=lj"dx.ilx-:^i/"di:'  , 
d''y^d<?y!=d{y"dx*)  =  dy".dx'' ^=>l"<lx.dx'  =  y"'iìx*  ,  tae. 

In  generale  (ty^y""da^,  convenendo  di  scrivere  dx"  per  (ri/.-)".  Si  giunge 
in  tal  modo  alla  relazione 


che  include  la  (I)  per  n^l.  Adunque  lo  di'ricala  o'""  d'uni  funzione 
rispello  alla  variabile  indipendenti;  t-  Ufjuale  al  quoziente  del  diffe/'en- 


■'le  o^  della  funzione  per  la  n"""  potenza  del  differenziale  della  varla- 
'r;  indipendente.  Seiioiichè.  iiieiitra  per  «=^1  si  può  (§153,  e)  80pprì- 
rtì  1:1  restrÌKÌone  che  la  variabile  sia  indipendente,  altrettanto  non  si 
IP  Tare  per  n>l,  perchò  Delle  successive  differenziazioni  di  rfy  sono 
^ite  adopenite  in  (5),  non  più  vere  quaudo  non  è  a:  la  variabile  iudìpen- 


157.  Ed  ora  slamo  in  grado  di  capire  ciò  che  nel  §  151  è  stato  soltt- 
1  -lite  accennato,  vale  a  dire  che  si  può  esser  sicuri  dell'esattezza  dell'e- 
-"Kigliauza  tra  inHoiti^ijiiiii  a'=:^'  (ottenuta  trascurando  infinitesimi  di 
Ili-dine  superiore  in  »=  P)  (alle  le  volle  che  in  essa  non  comparisfono  al- 
ti-i infinitesimi  se  non  quelli  che  risultano  da  dlfferensiazioni,  purcliè  l'e- 
j^uaglianza  stessa  (ridotta,  s'intende,  a  l'onua  intera)  sia  resa  omogenea. 
Tale  a  dire  che  vi  si  lascino  i  soli  ternilni,  iulluìtesimi  deiroi*dine  minimo 
n.  Infatti  in  ojfui  caso  si  dovrebbe,  per  ti-ovare  un'eguaglianza  esatta,  di- 
videre 1  due  membri  perefj:",  e  passare  al  limite;  ma,  si  noti,  questo  pas- 
saggio al  limite  è  diventato  iuutile,  perchè  i  rappo>-tt  fra  potenze  di  dif- 
ferenziali, infinitesime  dello  stesso  ordine,  sotw  uowtli  alproprii  limiti, 
dimodoché  l'eguaglianza  esatta  da  trovare  è  appunto  aliLv"^^^'l(laf,  ossia 
a  =  p*.  Qui  sta  lutto  il  secreto  del  Calcolo  ^iffereoziale.  Inoltre  Vomoge- 
.•f.'ilà  delle  relazioni  definitive  tra  differenziali  ci  offre  un  mezzo  di  cou- 
iimIIo,  utile  nella  pratica  del  Calcolo.  Ben  si  comprende,  ora,  quale  impor- 
t;inza  abbia  la  ricerca  degli  iufinitesimi  differenziali,  risultanti  dalla  sop- 
pressione di  parti  infinitesime,  d'un  ordine  superiore,  negli  inllnitesiuii 
che  si  presentano  nei  calcoli.  Per  ogni  a.  vi  aouo  ionumerevoli  altri  inll- 
nitestmì,  che  da  a  dilleriscono  per  iufinitesimi  d'un  ordine  superiore;  ma 
un  solo  iva,  essi  è  il  differenziale  di  qualche  funzione  u.  Infatti,  se  per 
un'altra  funzione  i'  potesse  a  —  dv  risultare,  come  a  —  rfw,  infinitesima 
d'un  ordine  superiore,  basterebbe  sopprimere  questi  infinitesimi  in 

du  ^  dv -\-  {oi  —  Sn)  —  (a  —  rfu) 

per  trovare  l'eguaglianza  du=:dv,  necessariamente  esatta.  Questi  due 
ìofìnitesimi  differenziali  coincìdono  dunque  in  valore;  ed  è  facile  vedere 
che  coincidono  anche  nel  signilìcato,  giacché  si  ha  d{u  —  »)  =  0 ,  e  però 
u  —  t^  costante,  vale  a  dire  che  r  non  differisce  sostanzialmente  da  u. 
Nella  pratica  del  Calcolo  sì  cerca  sempre  di  [wrre  a  sotto  forma  di  varin- 
zione  infinitesima  d'una  funzione  u,  ed  allora  {§  153)  l' infinitesimo  dlffe- 
reuzìule  unico,  sostituibile  ad  ai,  è  appunto  du.  Così,  mediante  l'operu- 
zioue  d,  il  Calcolo  differenziale  raggiunge  una  pi>ecìsione  estrema,  in 
quanto  che  permette  in  un  sol  inodo  di  costituire  agli  infinitesimi,  che  si 
,  presentano  in  una  ricerca  qualsiasi,  altrettanti  iufinitesimi,  risultanti 
Vtti  per  differenziazione  da  ben  determinate  funzioni,  e  vincfilati  da 


)  f'riigli  iulìuittìsiiui,  dei  quali 


iiifjH 


lineile  stesse  relazioni  che  iulerceiloii 
(li>nn  il  posto  nei  calcolL 

158.  Cambiamento  della  variabile  indipendente.  Poicliè  la 

furinola  (6).  per  »(>  1.  inipiicii  l'ipotesi  che  la  variabile  x  è  indipen- 
(lente,  se  si  vuole  assuimn-e  (come  spesso  se  uè  sente  il  bisogno)  iiu' altra 
variabile  iudipeudentu,  è  iunauzi  tutto  necessario  restituire  alla  formola 
stessa  tutta  la  sua  generalità,  e  procedere  poi  al  cambiamento  di  varia- 
bile. Per  questo  basta  ripetere  le  successive  derivazioni  dì  dy,  eseguite 
nel  §  156,  ma  senza  servii-sl  delle  (5).  In  tal  modo  si  ottiene 


=  t/"'<Lc'  -\-  Sj/"dx<i^x  -{■  y'iPx  , 

=  i^^'W  +  ey"'iU'<l'x  -f  3y"il'.r'  +  i„",tx.l' 


■  +  V'i'^ 


Dalla  prima  eguaglianza  si  trae 


^"=-^-3,"- 


iiic\l'y~^.laii^xd*^-\-&dyil''x'—ilx<l<iil'^j: 


ecc.  Ai  medesimi  risultati  si  giunge  più  rapidamente  diiTereuziaudo  una 
0  più  volte  di  seguito  i  due  membri  della  (1).  Si  trova  infetti 


d'onde  la  (7);  poi,  differenziando  questa, 

_  Óx{dxiPy  —  dyd'x)  —  3d'^{.tedV  —  dy^x) 


I 


d'onde  la  (8);  ecc.  Talvolta  ci  accadrà  di  considerare  —  come  il  sitnòolo 

della  derivazione  rispetto  ad  x,  sicché,  replicando  tale  operazione, 

servirà  a  rappresentare  la  derivazione  seconda  rispetto  ad  x,  qualunque 
sia  la  variabile  iudipendente,  mentre  -j-j  rappresenta  la  medesima  ope- 
razione solo  nell'ipotesi  che  la  variabile  indipendente  sia  ir.  Infatti  pw 
la  (7)  si  ha 


—  159  — 
Similmente,  per  la  (8), 

d    d    d  _  d^       ^  d^x    d^        /    d^a*        d'x\  d 
5S^5^S""d]?""^(7?rf?"^\   'dx^'~"d^)d^  '  ^^" 

169.  Esercilii:  aj  Se  in  un'espressione,  che  racchiude  le  derivate  di  y^  prese 
rispetto  ad  una  variabile  x ,  si  vuole  che  compariscano  invece  le  derivate  relative 
ad  un'  altra  variabile  t ,  le  formole  trovate  nel  precedente  paragrafo  possono  far 
subito  conoscere  le  espressioni  da  sostituire  ad  y^^y", ... ,  quando  sia  data  x  in 
funzione  di  < ,  e  per  conseguenza  sian  note  le  derivate  dxldt ,  ^xjdt^ , ... .  Infatti 
si  ha 

dx   ,      dij         /'^X'  n      ^^  ^y       ^y  ^^ 

/<f^\*  ,n  _  /^V  ^V  _  o  ^  à^x  (t'y  dy  fd^x >}      dxdy  d^'x 

\Tl)^    ~\dt}dÌF  dtd?  d?'^'^TtW)'~'dt   dt    d^   '  '''''' 

Invece f  quando  è  data  la  nuova  variabile  t  in  funzione  di  jr,  e  si  vuole  che  sia 
ifiiiijtendente ,  si  ha  sempre 

»       dy        dy  di        di/  , 
y=  -^  =  —  —  =  —<'  ;  (10) 

^       dx       dt  dx       dt      '  ^     ^ 

poi,  per  calcolare  y",  si  può  fare  uso  della  (7),  dopo  avere  osservato  che,  dovendo 
essere  rf*i  =  0 ,  si  ha  t"dx^  -f"  ''^*^  =  0 .  e  però 

dt            ,               t"dt^ 
dx  =  -     ,     d'x  = 5--  .  (Il) 

^  t' 

Dopo  ciò  la  (7)  diventa 

ma  più  agevolmente  si  stabilisce  questa  relazione  col  derivare  rispetto  ad  x  i  due 
membri  di  (10).  Derivando  analogamente  la  (12)  si  giunge  subito  al  risultato 


y"  =  ~^t'  +  3-4  fi"  4-  —  i'  . 
•^         dO     ~     dt^        ^  dt 


Con  maggior  fÌBLtica  si  deduce  questo  dalla  (8),  dopo  avere  aggregato  alle  (11)  la 
formola 

3("'—  tT     , 
(i'x  = = (tt'  ,  (13) 

i! 

che  si  ottiene  scrivendo  rf'<=0,  o  pure  differenziando  la  seconda  formola  (11);  ecc. 
h)  Supponiamo  che  per  variabile  indipendente  si  voglia  assumere  la  stessa 
funzione  y,  proponendosi  di  calcolare  le  derivate  x',jc",...  di  x  rispetto  ad  y. 
Le  formole  (11),  (13),  tcc.^  danno 

In  n    n  *    ' 

X-—  x"—        "  >»         »•'/    -'Jil 

y  y  y' 


t     ni 


—  KM)  - 

Queste,  del  restx>,  dalla  seconda  in  poi,  sì  ottengono  più  rapidamente  derivando 
successivamente  la  prima.  Si  può  anche  fare  uso  delle  formole  (7),  (8),  ecc.,  intro- 
ducendovi l'ipotesi  dell'  indipendenza  di  y  mercé  le  uguaglianze  rf*y=0,rf'y=0,... 
Si  giunge  cosi  alle  formole 


ff" 


,1              „             X  ,„        Ux    —  xai 

y=-7    I    .'/  = i    ,    //    = i — 

X                                          '  I 

X  X 


(!he  non  differiscono  dalle  ])recedenti  se  non  per  lo  scambio  di  x  con  y»  È  del  resto 
evidente  che  queste  relazioni  debbono  essere  simmetriche  rispetto  alle  due  varia- 
bili ;  ed  effettivamente  si  può  dar  loro  la  forma 


'  jff 


xy  =  l     ,     XX     ^+yy     *=0 


'Sx"  ~  2xV"         3y"  —  2yy 


,» 


y 


o  formo  equivalenti,  che  si  possono  anche  de.lurre  direttamente,  per  derivazione, 
dalla  prima  .ry'=  1.  Secondo  che,  nel  derivare,  si  pensa  x  come  variabile  indi- 
pendente ,  o  pure  y ,  si  ottiene  V  una  o  l' altra  eguaglianza 

^y+xy=0     ,     yx'{-yx=0. 


Moltiplicando  la  prima  per  x   ,  o  la  seconda  per  y    ,  si  trova 


^  y   +y  ^  =0  . 


Derivando  invece  la  prima  rispetto  ad  y  ^  o  la  seconda  ris])etto  ad  x ,  si  ottiene 

a;i/-f3xy-fyx=0; 


e  cosi  via. 


e)  E  facile  constatare  che  dxdry —  dyd  x  si  può  esprimere  mediante  le  de- 
rivate prime  e  seconde  di  x  e  di  y ,  relative  ai  una  variabile  qualunque  i ,  e.l  il 
solo  differenziale |)rim(?  di  f;  e  però,  per  renderne  più  agevole  il  calcolo  nei  varii 
casi  particolari,  si  può  sempre  supporre  t  variabile  indipendente,  ed  essere  sicuri 
a  priori  che  il  risultato  rimarrà  valido  anche  quando  non  è  <  la  variabile  indipen- 
dente. Infatti  si  ha 

dx     d^x 


dx     d^x 
dy     d^y 


dx 

-—dt 

dt 


dt^         *    dt 


dt         dt^       ^  di 


I  dt      di^ 

i  dy     flfV 
I  dt      dt^ 


^<    , 


ossia 


^         /<te  d*y       dy  d^x\     , 
^         ^  \dt  dt^        dt  dt*) 


Questa  osservazione  è  più.  generalmente  applicabile  a  qualunque  determinante,  di 


—  101  — 

ordine  n,  in  cui  la  v^^  verticale  sia  costituita  dai  differenziali  v""'  di  n  funzioni. 
Per  esempio 


dx     d^x     d^x 

dy     d}y     d'^y 

dz     dh     rf'r 

de 


dt  di*  <tó' 

dy  d\f  d'y 

dt  dt*  dt^ 

dz  d*z  d\ 


Tornando  a  dxd^y — dyd^x^  supponiamo  che  oc  ed  y  siano  le  coordinate  cartesiane 
ortogonali  d' un  punto,  nel  piano,  e  proponiamoci  di  trsLsformare  in  coordinate  po^ 
lari ,  r  e  6 ,  V  espressione  considerata.  Giovandosi  deir  osservazione  precedente  si 
può,  per  semplificare  %  calcoli^  prendere  0  come  variabile  indipendente,  nel  qual 
caso ,  essendo  x  =  r  cos  0  ,  y  =  r  sen  6 ,  si  ha 

<ix  =  cos6.dr  —  rsenO.rfO     ,     d*x  =  cos  0  .  c/*r  —  2sen6.dr(/0  —  rcosO.rfO*  , 
</y  =sen0.dr -f- ^cosO  .dO     ,     d'y  =sen0.rfV -|- 2cos6.(/rdO  —  rsenO.dO*  ; 


fj^uindi  si  vede  che 


dx     d*x 
dy     (Py 


i«  • f 


=     dr      d\  —  rrfO* 


rrfO     2drrf6 


rosO     sonO 
—  senO     cos  6 


e  tìualmente 


d.cd*y  —  dyd*x  =  r»«6"*  +  2dOdr*  —  rt/Oc/V  =  (r»  +  2r  —  rr')dV'  .       (14) 

Quantunque  ottenuto  supponendo  d'6  =  0,1'  ultimo  risultato  è  già  libero  dall'  i- 
potesi  che  0  sia  la  variabile  indipendente,  purché  per  r'  s'intenda,  non  -^i?  ^^ 
d    dr  dV         ,d'6 

,    ossia   -rrz  —  T  —^   . 

dadi  dO*  dO' 

d)  Proponiamoci  di  trasformare  V  espressione  (§  107 ,  e)  del  raggio  di  curva- 


tura: 


P  = 


(i+/r 


jt 


Questa  tbrmola  non  suppone  necessariamente  che  la  variabile  indipendente  sia  x , 
purché  si  abbia  cura  di  prendere  y"  sotto  la  forma  generale  (7).  Cosi ,  adoperando 
anche  la  (1),  si  trova 


^    (dx*  +  dy*y 
dxd*y  —  dyd*x 


(Ib) 


In  coordinate  polari ,  siccome 


dr*  +  dy»  =  (cose . dr  —  rsenO .  dO)«  4  (senO . dr  +  rcosO .  dO)*  =  dr*  -f  rVO*  , 

21 
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sì  ha ,  ricordando  la  (14) ,  e  dividendo  per  aO'  numeratore  e  denominatore, 


s 

tv? 


{r'  +  r) 
9  =  - 3 — 


r«  +  2/  —  rr'' 


A  questa,  poi,  si  può  dare  una  forma  pia  semplice,  ed  utile  nelle  applicasionì ^ 
supponendo  data  la  (;urva  mediante  un*  equazione  della  forma  r  =  l//(6) ,  e  cer- 
cando di  esprimere  p  in  funzione  di  /,/',/".  Si  ottiene  subito 


,1        -.«  - ...         -.s 

;.  := ,     |.    —  rr 

9  § 

quindi 


s 


p  = 


(r+r) 


(/+/")/ 


"\  ^s'   • 


t)  Ad  altre  notevoli  forme  di  p  si  giunge  adoperando  la  variabile  «,  che 
soddisfa  alla  relazione  (is*=(2x*4'  ^^2/^f  ^  ^h<^  ^^  seguito  si  ve^lrà  rappresentare  la 
lunghezza  ddVarco^  computata  a  partire  (fa  un  punto  fisso.  Eliminando  d}y  o  d^x 
dalla  (15),  mediante  la  relazione 

tlsd^s  =  dx  d^x  +  dy  d*y  . 
si  ottengono  le  formole 

—  dydé^  dxds^ 

dsd^x  —  dxd^s      '  dsd*y  —  dyd*is 

le  quali,  per  la  (9),  si  possono  anche  scrivere  nel  seguente  modo: 

d   dx  1    dy  d   dy        1    dx 

ds  ds  p   d4     ^     da  d8         p   ds 

Queste  formole,  che  in  seguito  (§  192)  ci  sembreranno  evidenti,  sono  specialmente 
utili  in  questioni  di  Meccanica.  Elevandole  al  quadrato,  e  sommandole,  si  ottiene 


1        /±dx\^      /d^dyV 
p«        \dé  ds)'^\d«  ds)  ' 


ovvero,  in  virtù  della  medesima  relazione  (9). 


160.  Osservazioni:  a)  L'ordinario  Calcolo  differenziale  è  tutto  fon- 
dato, come  si  è  visto  nel  §  156,  sull'ipotesi  (4),  con  l'aggiunta  dell'altra 
%(jxt)=  1.  Le  infinite  forme  che  potrebbe  assumere  il  Calcolo  differenziale, 
in  corrispondenza  delle  infinite  possibili  funzioni  x(^)>  si  riducono  tutte 
ad  una  sola,  perchè  il  passare  da  una  funzione  x  ad  un'altra  vale  quanto 
cambiare  la  variabile  indipendente  nell'ordinario  Calcolo.  Per  ecm vincersi 


di  ciò  bisc^na  premettere  che,  essendo  Dt^cessnriameutu  coutiuuH  la  fim- 
zioue  x[x),  esisti  sempre  (come  si  vedrà  iu  priacipìo  della  terza  parta  del 
Cdfso)  una  fuiizìoue  (àia:,  che  ha  la  derivata  uguale  ad  IJxix).  Nel  Calcolo 
diirereoziitte,  costruito  in  base  alla  ruazloiie  xi^)'  ■  dilfereiiziaU  di  t  sodu 


Klea 


.oX'-"  =  « 


e  a  dii-e  che  le  proprietà  (5)  si  ti-ovaiio  trasferite  da  :u  a  (,  e  per(),il 
Calcolo  ideato  uon  differisce  dal  Calcolo  fatto  nel  modo  ordinario  in  base 
alla  variabile  indipendente  t.  È  dunque  ben  naturale  assegnare  fin  dal 
principio  alla  variabile  indipendente  la  proprietà  di  avere  il  differenziale 
eostante.  Contro  questa  convenzione,  senza  nemmeno  cercare  d'inten- 
derne prima  il  significato,  si  scaglia  da  tempo  la  turba  dei  metafisici.  Al- 
cuni credono  che  da  costante  voglia  dire  che  per  da;  si  fissa  un  valore 
piccolissimo;  altri  che  si  salta  da  x  successivamente  ad  x-\-(Lr,x-\-2(tlB, 
X  -)-3(to ....  ;  altri  soltanto  che  (la:  si  conserva  tnvartato  da  una  differen- 
rMmoìitì  alla  differenziazione  successiva;  altri,  finalmente,  mostrano  •  di 
accettare  (tutte  in  una  volta!)  queste  assurde  o  grossolane  o  insulse  in- 
'erpetrazioni.  Invece,  quando  si  afferma  che  dx  è  costante,  non  si  vuol 
''ire  altro  se  non  questo:  dx  non  dipende  da  x.  Così  il  far  tendere  dx 
■'  MPo  equivale  ad  immaginare  che,  dopo  aver  fatto  scorrere  su  sé  stesso 

Gl'asse  delle  X,  supposto  rigido,  questo  tenda  &  riprendere  l'antica  po- 
■iiione. 
b)  Non  è  tuttavia  da  escludere  la  possibilità  d'un  Calcolo  differaa- 
'iale.  in  cui  a  nessuna  variabile  spetti  un  differenziale  costante.  Affinchè 
ni'iai-venga  per  qualche  finzione  (.  è  necessario  che  sia  fdx'-\-t'cPx^Q. 
'■  par  conseguenza,  dividendo  (3)  per  (2),  die  il  rapporto 


ipx 


-log^{x,a) 


ilipenda  unicamente  da  x.  Ne  si^ue  9(,r,oi)^3£(*)4'(»)'  dove  +(«).  infi- 
wiiesimo  con  a,  si  può  sempre  chiamare  a,  sicché  si  è  ricondotti  alla  (t). 
Quando  si  rinunzia  a  questa  ipotesi  (caratteristica  del  Calcolo  di  Leibniz) 
sussistono  intatti  nella  forma  i  calcoli  del  .^158;  ma  profonde  alterazioni 
'1  producono  nel  modo  di  comportarsi  dei  varii  differenziali.  Così,  per 
'■sempio,  per  dx^=eté^,  il  differenziale  n™"  di  x,  invece  di  essere  infini- 
lusimo  dell'ordine  n,  ha  l'ordine  2n — 1;  e  soltanto  in  generale  (Ty  è 
dell' ordine  n.  giacché  invece  di  (6)  si  ha,  per  «  >  1 . 

,.     ''".'' 

y""  =  llin  —-   , 
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sc'Dza  poter  togliere  il  segno  Itm.  Similmeate,  por  rfa?=«c  ^  convenendo 
che  l'infloitesimo  a  conservi  il  s^ao  di  se,  ogni  differenziale  n*™  è  qwiat 
(§  149)  dell'ordine  n  rispetto  a  dx\  ma  non  sussiste  piò  l't^uagiianza  (6J, 
perché  il  rapporto  tTijiilr''  <■  indiiitamente  grande  in  valore  assoluto,  ed 
invece  si  ha 

.     ,.    ^y 

v  ^  lun  -—  , 
d°3- 


qualunque  sia  n,  l!n  tal  Calcolo  differenziale  potrebbe  forse  avere  dei  ran- 
tiiggi;  ma  è  corto  che  gli  iiiancliepebbepo  quelli  che  il  Calcolo  usuale  at- 
ijiige  nella  semplicità  e  nell'omogeneità  delle  sue  forinole,  e  nella  preci- 
sione del  computo  dell'ordine  degli  infinitesimi;  ma  sopratutto  verrebbe 
meno  quella  che  (per  quanto  si  è  detto  nel  §  157)  si  può  considerare  come 
la  vera  ragione  di  essere  del  Calcolo  differenziale,  giacché  i  rapporti  trfi 
jiotenze  di  differenziali,  iulìniteshue  del  medesimo  ordine,  non  si  manter- 
rebbero più  eguali  ai  proprii  tiiniti;  e  però  nel  nuovo  Calcolo  aoB  si 
troverebbe  per  così  dire  assorbito  il  (Calcolo  dei  lìmiti. 


xi^uxiKioxKi  <aA  jpià  -v-<»n.m>ui. 


OU  Bi     i 


161.  Differenziazione  parziale.  Nella  Ain?:ìone  fXa-.y.z,...) 
attribuiscano  urbitrarii  iucremeali  8.r,5j/,...  alle  Viiriabilì,  supposte  in- 
dipendenti. Considerata  come  funzione  {cfr.§  129)  della  sola  a',  o  della  sola 
y,  ecc.,  la  predetta  funzione  ammette  i  differenziali 


àj=^r. 


d  f^f.Sy    ,    dJ  =  f.Si  , 


che  si  chiamano  dìffei'enztnli  parziali.  La  loi-o  somma  è  il  di/ferensiaie 
totale,  che  si  rappresenta  con  df.  Cominciamo  dal  notare  che  1  differen- 
ziali totali  delle  variabili  indipendenti  sono  gli  stessi  incrementi  arbitra- 
rli Sx,S{/,Sz ,...  Infatti,  se  si  prende  f==x,  si  ha  /"^l,  /"=/"=. ..=0, 

e  conseguentemente  dx^Ss;  ecc.  Ora  le  uguaglianze  che  definiscono  i 

differenziali  parziali  diventano 


/'  = 


C-osi  ogni  derivata  parziale  si  trova  rappresentata  mediante  il  quoziente 
di  due  infinitesimi.  Per  la  semplicità  della  scrittura  conviene  sopprimere, 
nei  numeratori,  gli  indici  a',y,3,...,  senza  che  si  possa  temere  confu- 
sione tra  i  varii  d/",  ciascuno  dei  quali  s'intende  preso  parzialmente  ri- 
spetto alla  variabile  che  comparisce  in  denominatore.  Siccome ,  tuttavia , 
ona  confusione  sarebbe  ancora  possibile  fra  i  detti  differenziali  e  la  loro 
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somma  d/*,  Delle  differenziaziODi  parziali  si  suole  adoperai*e  il  segno  d  in- 
vece di  d,-e  scrivere 

/'—'^•^        /'-^        r-^l 

Sotto  questa  forma  interverranno  d'ora  innanzi  nei  calcoli  le  derivate 
parziali. 

162.  Differensiazione  totale.  Per  definizione  il  differenziale  to- 
tale è 

quando  le  variabili  indipendenti  sono  x^y^Zy,..',  ma  importa  osservare 
che  la  relazione  (16)  st^siste  quando  le  raviabili  non  sono  indipendenti. 
Si  consideri  infatti  la  funzione  /X^*,  v,  u% ...),  in  cui  m,  t?,  ?/?, ...  sono  fun- 
zioni di  altre  variabili  x^y^z,,..,  in  numero  qualunque,  indipendenti  fra 
loro.  Evidentemente  le  derivate  parziali  di  f  rispetto  ad  ?«,r,?r,...  si  pos- 
5sono  sempre  rappresentare  con 

/•'-^         ,'-^f         .--^ 


giacché,  nel  calcolarle,  w,r,tc,...  sono  da  considerare  come  variabili 
indipendenti;  ma  niente  ci  autorizza  ad  affermare  che  il  diffei^enziale  to- 
tale, definito  dalla  (16),  sia  anche  espresso  da 

(li/"  3/  <>/ 

di*  Ov  Ow 

È  chiaro  che,  derivando  la  funzione  f  nell'ipotesi  che  varii  la  sola  x,  o 
la  sola  y,  ecc.,  si  ha,  applicando  (§  131)  la  regola  per  la  derivazione  delle 
funzioni  composte , 

ì^f  _òf  òli  .if  ì^v      0/  òw 

^*^^~      ^M***»      ^^"^^        ^-m^^^       ^^^^^      ^^^^^        i^n^^M       ,^^^^       ^B^^^  ^^^^^        «H^^v        S      •      ft 

òx       dtt  òx       d(7  dx       du;  dx  ^ 

dy       da  5y       dv  òy       òw  òy         '     * 


Sostituendo  in  (16),  ed  osservando  che 


du  dit  dtf 

àv        ,   òv  òv 


•  •  • 


> 


^ 


Jfe.**    -- 
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si  ottiene  precisamente  la  formoU  (17),  che  si  deve  considerare  coint 
damentale  nei  calcoli  di  dìlTsreuziazioue.  La  grande  efficacia  della 
rsnziazioae  totale  sì  deve  appunto  al  fatto  che,  per  applicarla,  Doa  oc- 
corre conoscere  né  qualt  né  quante  siano  le  variabili  iadìpendeoti  Io 
particolare,  se  j/,2,...  fossero  funzioni  di  x,  la  funzione  f{x  ,y ,  z  ....) 
sarebbe  una  funzione  di  or.  la  cui  derivata  si  otterrebbe  dividendo  la  (10) 
per  rfjr: 


Valga  questa  osservazione  a  rendere  manifesta  1: 
il  sejfDo  !)  invece  di  d,  giacché  tìfjdo}  rtlH'erisce, 


li  adoperare 
■ale,  da  Ò/yir. 


163.  Interpetrazione  geometrioa.  Per  ìiiterpetrare  geometrica- 
mente il  differenziale  totale,  almeno  nel  caso  di  due  variabili  indipenden- 
ti, si  consideri  la  funzione  definita  dall'uguaglianza  z^f{x,y),  che  nello 
spazio  rappi-esenta,  in  coordinate  cartesiane,  una  su- 
perficie. Un  arco  MM'  di  questa  superficie  si  projetti , 
parallelamente  all'asse  z,  in  MQ,  sul  piano  che 
tocca  la  superficie  in  M;  e  si  completi  la  costruzione 
del  parallelepipedo,  che  ha  per  base,  nel  piano  xy, 
'  il  parallelogramma  PA'P'B'  costruito  sui  lati  dx  edy 
(incrementi  arbitrarli  delle  coordinate  di  M),  ed  ha 
la  faccia  opposta  nel  piano  tangente.  Siccome  que- 
,  é  un  parallelogramma  MAQB,  il  punto  medio  di  MQ  coincìde  col 
'  punto  medio  di  AH,  e  però  sì  ha  MP  +  QP'  =  AA'-f- HIV.  D'altra  parte, 
ricordando  ciò  che  si  è  detto  nel  §  164, 


MP  =  . 


AA'i=j-|-^rfi 


•  +  ir:*- 


Dunque  ÙV ^z-^ir-da:.-\-:r~d]i  =  z  +  dz.  In  altri  termioì  dz  rappre- 
senta  l'ìncremeato  HQ  dell'ordinata  del  piano  tangente,  come  $:  rappre* 
senta  l'incremento  analogo  HM'  per  la  superficie.  Adunque  sostituii-e  ds 
a  8j  è  come  sostituire  alla  superficie,  nelle  vicinanze  di  ciascun  punto,  il 
piano  tangente  nel  punto  stesso. 

164.  I>ifferenzlaBioni  auoaaaslve.  Quando  iu  f{x.v,z,...)  n 
suppone  variabile  la  sola  X,  sono  applicabili  le  considerazioni  fatte  per  le 
derivate  successive  delle  funzioni  d'una  sola  variabile  indipendente,  a 
però  alle  successive  derivate  parziali  di  f  rispetto  ad  x  si  può  dar  la 
forma 

3V      ay      ay 


i  conviene  di  non  far  dipendcj-e  da  x.  y.  z, . 


iivmeiiti  arbitrarti 
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doff^dy^dz,....  Si  è  visto (§  190) che,  sotto  certe  condizioni,  generalmente 
soddisfatte  nei  calcoli  usuali ,  il  risultato  di  n  deritxizioni  parziali  suc- 
cessive, nelle  quali  si  suppone  i  volte  variabile  la  sola  Xy  j  volte  la  sola 
y,  ecc.  (essendo  necessariamente  i+j  +  ...  =  n),  non  dipende  dall'or- 
dine delle  derivazioni,  e  però  si  può  supporre  che  si  estuano  in  primo 
luogo  le  i  derivazioni  rispetto  ad  a?,  poi  le^  derivazioni  rispetto  ad  y,  eco. 
Il  risultato  delle  n  derivazioni  si  conviene  di  rappresentarlo  cosi  : 

3V 


dx'dy'di*... 


Per  esempio,  le  derivate  parziali  di  z,  funzione  delle  variabili  a;  ed  ?/, 
sono 

ds       dz^      oh         Vz^       oh       d^         0*2  oh         dh 

Le  prime  cinque,  frec|uentemente  adoperate  nella  teoria  delle  superficie, 
si  usa  designarle  per  brevità  con  p,q,7',Syt.  Ora,  passando  alle  differen- 
ziazioni ^  partiamo  dall'eguaglianza  (16),  e  differenziamola  supponendovi 
dXjdy,dZy...  indipendenti  da  x^y^z, Si  ottiene 

dv       av  a*/ 

Siccome  si  può,  indipeudeutemeute  dalla  funzione  che  subisce  l'opera- 
zione d,  rappresentar  questa  scrivendo 

d  d  d 

si  vede  che  si  ha  pure 

Ox'  Oy'  oxOy 

ovvero ,  simbolicamente , 


(ò  d  d  V 


Differenziando  nuovamente,  e  proseguendo  sempre  nello  stesso  modo,  è 
chiaro  che  si  perviene  alla  relazione  simbolica 


Co  d  d  \" 


la  quale  suppone,  se  n  supera  I,  che  x,y,z,,..  sono  le  variabili  indi- 


pendenti.  Invece  se  si  ha,  per  esempio.  s  =  /i(.r,  v),  con  x  ed  y  runzimii 
di  altre  TariabUì  iudipendeuti,  si  ottieue,  am  succeasire  dilfereuzìaziou. 


=  ^dx-\-~il>, 


(^-+^-»)>+^-+l-». 


''■'°(aV"-  +  |;-'''')'-'+»S'^''''+'s^''»'^- 


+^''''+ì/-»+'^^'"''  +  ^^-'^'^  • 


165.  ITonnola  di  Taylor.  La  segnatura  differenziale  permette  di 
jrre  la  furmola  di  Taylor  (§  80)  sotto  una  forma  notevolmetite  semplice, 
ilie  convieQe  ugualmente  alle  fiiiizinm  di  una  o  dì  più  variabili: 


?/*='(/■+'/.''■/+•/.''"/+•/,.'''/+■ 


as) 


^imitandoci,  per  ma^ior  ciiiafezza,  al  caso  d'una  mia  variabile.  os»er- 
riamo  che  la  detta  formnia  si  può  scrivere  nel  segiieote  modo: 


S/{x)  =/\.r)S^.  +  '/./"(^)ffa:»  +  V,/"'W8:t'  +  . 


(IH) 


ì  la  variabile  indjpeudeute,  si  ha  8i7;  =  tto,/^'"(a;)tfa!*  =  d"/l[ir),  e  si 
Tova  cosi  la  Csfmola  (18),  Siccome  poi  il  significato  di  ciascun  termine  di 
(luesta  non  è  legato  ad  una  speciale  scelta  della  variabile,  è  chiaro  che  la 
fórraola  stessa  vale  qttaluriqtie  sia  la  variabile  indipenàente.  Questa  os- 
servazione è  necessaria,  altrimenti  non  si  potrebbe  affermare  che,  nel  se- 
condo membro  di  (19),  il  termine  n*"  è  —  rf*/)  Invece,  elevando 

9i;  =  rfi-Ì-»/,rf'x-f-  '/,rf*x  4-  '/.*''''  +  •■  ■ 

saccessivamente  al  quadrato,  al  cubo,  ecc.,  si  dovrebbe  scriTei-e 

8/=(ir.H'/.d'x+V,d'x  +  ...)/'+V,(<te'+d^d»x  +  ...)/"-hV.(Ar'+...)/'"4—  , 

e  si  ricadrebbe  sulla  (18)  raccogliendo  i  termini  infinitesimi  del  □ 
ordine  : 

rdx=df ,  v,(/'d*x-Kr'ix')=v,rfv- 

V,(/'rf'x-f  3/"drd'aì-f /"'rfi')  =  V,dy 

1G6.  Oamblamento  di  variabili.  Se  della  funzione  r{.^,y  ,z,...) 
si  vogliono  esprimere  le  derivate  parziali  supponendo  che  sì  assumano  al- 
tre variabili  u,v,w,...,'m  egual  numero,  si  ha  subito,  facendo  prima  va- 


1 
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riare  la  sola  it ,  poi  la  sola  i\  e  così  via. 


à//   S'/.'  "^  d-    ò'     "^  "  " 


D'r        Òx   D 


!»/• 


Questo  sistema  di  equazioui  lineari  soni  ministra  i  valori  di  t",  r-  »••••  pwr- 

òx  01/ 

che  uou  sia  nullo  *  il  determinante 


3 


■    òr 

h 

òz 

D« 

D« 

()« 

•      • 

;  òx 

J).v 

D: 

ììv 

a.' 

d» 

•      • 

a.r 

a./ 

d^ 

1           • 

>           • 

t                • 

•      • 

•                • 

che  si  chiama  determinante  funzionale  o  ^'acotó^no  delle  funzioni  .r,//, 
. . ,  rispetto  ad  ?« ,  r ,  ''\  . . . ,  e  si  rappi*esenta  cos'i  : 


V   •  . 


3 


Ciò  premesso  si  ottiene,  risolvendo  il  sistema  considerato, 


€  similmente 

if       1 


i20) 


^{^jf,^  , 


dy         d     <)(m,  V,  n- 


') 


Per  calcolai-e  poi  le  successive  derivate  basta  operare  analogamente  sulle 
derivate  già  ottenute. 

167.  Al  problema  precedente  si  è  condotti  quando,  data  un'equazione 
0  un'espressione  qualsiasi,  che  racchiude  le  derivate  di  /* rispetto  ad  x,y , 
^,...,  si  vuole  trasformarla  in  guisa  che  vi  compariscano  invece  le  deri- 
vate rispetto  alle  nuove  variabili.  Si  debbono  allora  esprimere  ;^,  ;r-^  ^'t*^*-» 

*  Fra  brere  si  vedrà  che  questa  condizione  è  soddisfatta  quaudo  x  ^y  ^  z  ^...  sono  iu- 
dipeodcoU  fra  loro. 
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mediante  ^-,r-,  ecc.;  e  se  soa  date  x,y,z,...  in  funzione  di  u,  r,u?,.... 

Oli   Cfu 

il  procedimento  indicato  è  generalmente  preferibile  a  qualsiasi  altro.  Ac- 
cade talvolta  che  sian  date  invece  t«,^^tr, ...  in  funzione  di  a:,y,z,.,.] 
ed  allora  si  può  immediatamente  scrivere 

Ì^:^==^^  I  ^^  .  ^^  .  ...  .  .21) 

In  modo  analogo  si  otterrebbero  ^ ,  '   , . . . .  Come  queste  formole  siano 

òy   oz 

riducibili  a  quelle  del  precedente  paragrafo  si  può  agevoluiente  vedere 
supponendo  /'=a7,  y,  j,  ...  nelle  formole  stesse,  purché  si  ammetta  la 
possibilità  (che  verrà  esaminata  nel  capitolo  seguente)  di  considerare  an- 
che XtijyZy.,.  come  funzioni  di  u,  v,  fr ,  dotate  di  derivate  parziali 

prime  : 

3.r  Òm        3x  di)         òx    'Òir 
3m  Dx        òu  3x         "òw    òx 

Q  _  ^/  'Òu        Òy  dr         Òìj    òir 
Òu  <)x        du  Òx         T^tr   Jx 

òz  ììu        ì^z  ì^v         "dz    di/' 
òu  d.r        òv  dx         Dm^   dx 


Da  queste  si  trae 

3'« 1  d(y,  s  , . . .)        ^*''  ___      ^  ^(y>  ^  j  •  •  0         ^"^ 1  ^(y>  «  j  •  •  -^ 

Dx       5  ()(v,t(;,...)    '    dy  3  ÒTt/,  M7,...i    '     dx       9  3(i»,t?,...) 

» 

quindi,  sostituendo  in  (21),  si  ritrova  la  (20),  nella  quale  sono  d'altronde 
incluse  anche  le  ultime  formole,  come  subito  si  riconosce  prendendo  suc- 
cessivamente f=  w ,  r ,  ?/; ,  — 

168.  Un'altra  via  si  presenta  per  giungere  alla  (20);  e  noi  vogliamo 
qui  indicarla  solo  per  metter  bene  in  evidenza  che  una  derivata  parziale 
noìi  è  che  un  quoziente,  il  quoziente  di  due  differenziali  parziali.  Cosi,  per 

esempio,  si  può  ottenere  r-  dividendo  l'uno  per  l'altro  i  differenziali 

Ox 

5/  &/  dx  dx 

dw  dy  dtt  dw      ^    • 

7*esi  parziali  mercè  le  ipotesi  c^y  =  0 ,  c?^  =  0 , . . . ,  sicché  si  ha 


Ne  segue ,  elìiiiìiiaii<ln  '/" .  t/r . die . ... 


!  di  di 
I  ftr  a- 

1  òx   òw  ' 


il'onde  si  trae  l'osiire 


(■JU)<li  ò/\ì)x. 


^'01 

^^  IttO.  Derivate  in  una  data  direaione.  Supponiamo,  per  lì^sare 
~  le  idee,  che  si  ubbia  ima  funzione  /"(a:,  u,z)  di  tre  variabili  indipendenti , 
'>s9Ìa  una  «{uantità,  della  quale  sono  dati  i  valori  in  ogni  punto  dello  s 
m.l\  modo  più  naturale  di  estendere  la  nozione  di  derìTata,  quando  sì 
p.issa  dalle  funzioni  d'una  variabile  unica  a  quelle  dì  più  variabili,  con- 
siste nel  considerare  l'incremento  che  subisce  ia  funziona  quando  da  un 
HiiLto  M  si  va  in  un  altm  punto  M',  e  nel  cercare  il  limite  del  rapporto 
■li trtle  incremento  alla  grandezza  A  del  segmento  MM',  nell'ipotesi  che. 
li&iato  M,  si  faccia  tendere  M'  ad  M  in  una  data  direzione,  definita  dai 
coseni  a ,  0 .  Y  dei  suoi  angoli  con  le  direzioni  degli  assi.  È  questo  limite 
che  si  chiama  derivata  della  funzione  nella  direzione  considerata.  Esi- 
ftnm  dunque  iutomo  ad  ogni  punto  M  infinite  derivate;  ma  esse  sono  tra 
li>ro  vincolate  in  modo  assai  semplice  e  notevole.  La  derivata  nella  dire- 
zione {« .  p ,  y)  è  infatti 

fu  +  <>J.,y  +  pi,z  +  •('•)  -■/•(^.y.O 


.[,n 


■(.  +  «,«, ...i  +  p/V  +  e 


:...)+. 


"S 


<^r%. 


Ì 

^■Mre  le  derivate  parziali  prime  di  /*.  supposte  continue,  s'intendono  cal- 
coliate nel  punto  M.  Initnaginaudo  un  aegniento  infinitesimo  da.  collocato, 
con  un  estremo  in  M ,  sulla  retta  spiccata  da  M  nella  direzione  (a ,  p .  y)- 
U  derivata  in  questa  direzione  si  suole  rappresentare  """  - 


•>/ 


ì>/ 


■*7 


sicché 


Fi»ftiaiiio  uriA  (Iire2ione.  i  cui  codoni  diration  a,  ,^, 
iiali  alle  derivale  parziali  prime  di  f,  dimodoché 


8/     VK/ 


=  © 


S.r  (I  i-;ippi'est^ill;i  l'aTigolo  ilella  ilir^/itftie  la.g.Y)  con  (a„.P„-ir,). 
3/- 


=(«»,+ s 


hrr. 


•Vìf: 


i.I'V. 


Dunque,  se  portiiiino  nella  diraziouc-  (a,,P,  ,Tg)  ""  segmento  K 4/",  ìa  prò- 
Jezione  di  questo  segmento  soin'a  ogni  altra  direzione  mis^tra  ta  derdtaia 
della  fimzf'me  nella  direzione  stessa.  Xe  segue,  in  particolare,  che  la  ili- 
rezione  («„ .  Po .  T»)  è  quella  secondo  cui  più  rapidamente  rarla  la  funzio- 
ne. Nelle  infinite  direzioni  pei'pendicolari  ad  e«s;i  la  funzione  tende  invece 
a  rimanere  cistfmte. 


170.  Parametri  differenziali.  Si  cliianuiiio  cosi  quelle  e.«pressii)- 
lii.  formate  con  le  derivate  pai-ziali  d'una  l'unzione  /".  che  son  dotate  di 
carattere  intarla  ni  ivo,  hanno  cioè  un  significato  indipendente  dalla  scel- 
ta degli  assi.  Si  capisce  che  siffatte  espressioni  sono  destinate  ad  avere 
grande  importanza  io  r>eometria.  in  Meccanica,  in  Fisica,  dovunque  -''i 
tratta  di  studiare  fatti,  che  non  liauDo  nulla  da  vedere  con  gli  assi  che  si 
scelgono  *,  Cosi  le  derivate  parziali  prime  di  /"sono  evidentemente  viuco- 
Ijita  agli  assi  di  riferimento,  e  cambiano  con  essi;  ma  resta  invariata  la 
somma  Af  dei  loro  quadrati,  che  per  questa  ragione  si  chiama  parame- 
tru  di/ft*renslale  del  primo  ordine.  Infatti  si  è  visto  nel  paragrafo  prece- 
dente che  A/"  è  uguale  -al  quadrato  di  :r-  nella  direzione  della  pii'i  rapidi 
variazione  di  f,  ed  è  ovvio  che  tale  direzione  dipende  solo  dai  valori  d^^ 
e  non  dagli  assi  di  riferimento.  É  anche  invariante  l'espressione        ^^H 


ohe  si  chiama  parametro  differenziate  del  aecondo  online. 
ripetendo  la  derivazione  nella  direzione  (a,^.  ■(). 


»•/ 


+^- 


loluM,  iijcalo  da  0.  B.m 


A  se  si  cerca  il  lut^o  ilalle  vaUji,  lisciati  da  M.  s 
derWata  seconda,  sì  ti-ovii  il  coni)  (iiiiidrico 


.^'1 


+  P'.fi  +  - 


"-ò^h 


=  0  . 


(Ì2) 


E\ ideiitemeottì  questo  cono  non  dijieiiUe  dalla  sceltii  degli  assi.  K  itunqne 
invnnante  il  discriminante  {liessiano  della  fuuzioue  f)  dellu  forma  qua- 
liatica  (22),  e  gudjiao  della  proprietà  iuvariantiva  anche  le  somme  "  dei 
'imi  minoi-i  priucipali  del  primo  o  del  secondo  oiiliue,  ed  in  partico- 
l.ii'f!  4'^  Le  liiuziouì  per  ie  (juali  si  hit  sempre  4'/'=0  (equazione  di  Lti- 
[>l;icfì)  si  dicono  armoniche,  ed  hanno  molta  iniportaUKa  nelle  apptica- 
/iniii  de!  Calcftlo.  Armonica,  per  eseni|do.  e  la  temperatui-a  iu  un  corpo 
i^fiiiicamente  equilihi-ato;  è  armonica  la  ruri;;ione  potenziale  ftiori  dello 
spazio  occupata)  dalle  massi-  attive  ;  ecr. 

171.  Le  considerazioni  precedenti  gettano  molta  luce  snlla  dìscus- 
simedeì  miaimi  e  dei  massimi  delle  l'unzioni  di  più  variabili.  Se  per  M  sì 
Gondace  una  retta  qualunque,  e  si  considerano  soltanto  i  valori  che  una 
(iiriiiinue  f  prende  lungo  questa  retta,  è  chiaro  che  in  >l  non  si  avrà  né 


mmimo,  né  massimo,  salvo  che  non  sia 


=  0.  Siccome  ciò 


nelle  iufiaitt)  direzioni  perpendicolari  ad  {«„ ,  p, ,  t»).  si  vede  che  pm-  ogni 
punto  M  delifì  spazio  passano  in/lnite  rette,  situate  in  un  piano,  lungo  ie 
<ì>iali  la  fanUone  sitbtsn',  in  M,  «ti  minimo  o  un  massimo.  Possono  tut- 
lavi;i  fai-e  eccezione  certe  due  rette,  generatrici  dol  cono  (22),  giacché 
lungo  tali  rette  la  derivata  .seconda  si  annulla  In  M.  Tutto  ciò  suppone  che 
le  derivate  parziali  prime  non  si  annullino  simultaneamente  nel  punto  che 
'ic-jnsidera,  altrimenti,  essendo  allora  ^^-^^O  in  ogni  direzione,  è  chiaro 
chB  lunffo  tutte  ie  l'ette  uscenti  da  siffatti  punti  la  funzione  sui/isce,  in 
«sf ,  tm  minimo  o  un  massimo,  fatta  eccezione,  forse,  di  quelle  che  sou 
oollocate  sul  cono  (22).  Se  questo  ò  immaginario,  non  si  presenta  l'ecce- 
ìione,  e  d'/'/òa',  funzione  continua  di  a.^.y.  non  potendo  annullarsi  per 
Talori  reali  di  a  ,3,t,  cojiserva  un  segno  invariato  per  tutte  le  direzio- 
ni. Cosi  si  spiega  perchè,  avendosi  io  M  -sempre  un  minimo,  o  sempre  un 
massimo,  in  qualunque  direzione,  la  funzione  ha  effettivamente  nello  spa- 
zio, in  M,  un  mìnimo  o  un  massimo.  Invece,  se  il  cono  (22)  è  reale,  non 
"I  avrà  né  minimo  né  massimo,  perchè  lungo  certe  rette  la  funzione  di- 
venta minima  in  M,  lungo  certe  altre  diventa  massima,  e  le  due  regioni 
':)stituite  da  tali  i-ette  sono  separate  appunto  dal  cono  (22).  Nel  caso  par- 
iicolare  delle  funzioni  armoniche,  le  tre  derivata  parziali  seconde,  la  cui 
'onima  è  4y=0,  non  possono  aver  tutte  lo  stesso  segno,  a  però  il  cono 
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(22)  è  sempre  reale.  Ne  segue  che  le  funzioni  ai-moniche  son  prive  di  m 
nimi  e  di  massimi. 

172.  E86rcÌ2ÌÌ:  a)  Proponiamoci  di  esprimere  in  coordinate  polari  ì  paraiuei 
differenziali  d' una  funzione  /{x ,  y)  dei  punti  d'un  piano.  Si  ha 

x  =  rco96     .     j/  =  rsen6  . 

à/     òf      .  ,  d/  1  d/         d/  d/ 

^- =  r- cosO -|-  -- senO  .     — xr=  —  ,^9enO -f- ^~  <^8  0  . 

Or        Qx  Oy  r   uO  òx  òy 

Dunque 

—  =  ^-  co«0 ^T-  seno     .  —  =        --  senO  4 ^^  cosO  .     i2 

Oc        Or  r   dO  Oy  Or  r    OO 

Del  resto  queste  ultime  formole  si  possono  (cfr,  §  167)  stabilire  direttamente,  e 

me  le  prime,  dopo  avere  osservato  che  dalle  relazioni  r*=  j'-|-  y',  6=  arctg  - 

si  deduce 

òr        X  30  y  sen6 

De         r  oc  r*  r 


òr         ì/  A  ^^  '^  cosO 

^  =  —  =  sen6     ,       -=       —  —       

Oy        r  Oy 


.1 


Quadrando  e  sommando  le  (28)  si  ottiene 


3/    0/ 

Ora,  se  applichiamo  le  (23)  a  ;r-  e  r— ,  invece  che  ad  /,  troviamo 

ux      Oy 

ày    ò  (òf    .    1  d/    ,\     A    1  3  /<)/    ^    1  3/    a\ 

^— -  =  r-  |.r-cos6 ^TrsenOJ.cosO x^i^r<^08© ^r-senO  l.senO  . 

Djc*       òr\òr  r   ò^  I  r   06  \òr  r    56  / 

Yf        ò  lòf  1    3/  \  1     ò  /òf  1   3/  \ 

r-;  =  ^-l^-Ben6  -I v7-<5os6).sen6-| ^r(^"8en6H ;^^co86  ).cos6  . 

).V'       3r  \3r  ^  r    36  /  '     r    36  \Òr  ^  r    36  / 


3 

3 


cioè 


3V  3V'  / 1  3/  1    3  V  \                   / 1  3/'  1  3V\ 

3 e'  3r'  \r'  30  r    3r36/                         \  r    3r    '  r*  36'/ 

3V  3V  / 1  3/  1    DV  \                   / 1  3/  1  3VA 

3y*  3r*  \r«  36  r    3r36/  '   \r    3r    '  r«  36 V 


Dunque 


'^~òr^  "^  r    3r  "^  r*  36*""  r    Òr\òr)'^  r«  36»  ' 


Nel  caso  di  n  variabili,  se  /  è  funzione  della  sola  r  =  J/rc»  +  y» -f- «' -J- ^ .  si  1 

3x        r  dr      '     3y        r   dr      '3-         r   dr  * 


•  k  • 


'■  *     -    •  ''  •    . 


poi 


Dunque 


— 
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1 

r 

df 
dr 

+ 

X*  d  / 
r  dr\ 

\rfr/      •         •'         r   rfr~     rfr\r   dr/        r»^*   dr\         dr  )  ' 

Dall' ultima  forinola  rifluito  ohe,  se  si  vuole  una  funzione  armonica  della  sola  r, 

df 
bisogna  che  r*^*  —  sia  costante,  e  conseguentemente  che  si  abbia,  a  meno  di  co- 

dr 

stanti,  /==  logr  per  n  =  2 ,  ed  /=  r'~"  per  n  ^  2. 

ayav    /  W\^ 

h)  Se  si  vuol  calcolare  anche  l' hessiano  H  =  ^— r  -^  —  (  r— ^  l  ,  bisogna 

Ox'  Oì/       \uxOìjl 

ancora  conoscere 
<>*/        d  /d/       ,       1  d/        A         ..là  iòf       ,       1  d/ 


dxdi/ 


0  (òf      ^       10/         \        ^,10  iòf      ^       1  d/       A 

=  ;r-  (  5-  cos6 :^  senO  1 .  sen §  -4 \v  I  e-  cos 0 vt" ^^^  I  •  ^^^  ^  • 

dr  \dr  r  do  /  ^  r  dO  \dr  r  80  / 


Posto ,  per  brevità , 

1  fVf       1  d/        1   dy\  .        1  d/        1     w 


9 
si  trova 


—  J:/^_J.  jL_    L^I\         ib— i-li  — —  -^ 


dy 

=  9  sen  20  -    «J' ^^^  20  : 


ed  anche  le  formole  ottenute  nel  precedente  esercizio  si  possono  scrivere  in  modo 
analogo: 

Vf  *         dy 

~  =  V. AV+  900826  +  +sen20     ,      4  =  'it^V—  <pcos2e  —  +3en20  . 


Dunque  H=  V^^^Ay/  — (9'+ 4;*).  ossia 

H  = 


ày  a  / 1  a/\      , 


)  /i  ^\ 

Ir  V  r   30/ 

,òr\r    DO/        r    dr  '''  r'  dO*  , 

cj  Passiamo  a  calcolare ,  più  generalmente ,  le  derivate  seconde  di  f(x ,  y) 
rispetto  ad  una  qualsiasi  coppia  u  .  v  ,  di  variabili  indipendenti.  Procedendo  come 
nel  §  166  si  trova,  in  primo  luo^o. 

^l  =  -(^I^-^h)  d/^J_  /^'dx_d/dx\  ,^^^^ 

dx        3  \du  òv       òv  òuj  dy        d  ^du  du       du  dty 

poi.  analogamente,  dalle  relazioni 

òu'       dx*  \òu)  "^    dx d'y  òli  dtt  "*"  di/'  \ du)  "^  òx  òli*  "^  dy  d«'  ' 

Do»  ~d*»  V*»"/      <>-'<>y  dw  a»  "^  V  W/  "^  Sa;  a»'  """dy  do*  ' 


—  ITO  — 

SI  possono  (loinirre  ;r-;,  ,    .    .  ^— ; .  11  determiuanteae.  sistema  e 

Ox^    0X01/    Ov" 


\dul       "iuòu       Vòu/  : 

ix  ix 
òli  di' 


D*/  òu       òr  Om 

Su  ()lJ 


ÒM  Òr 


ed  i  coiuplemeuti  algebrici  dei  huoì  elementi  sono  gli  omologhi  elementi  del  deter- 
minante 

'òy\*  òx  ò// 

òv  &u 


(I)' 


0 


,,  ^y  òy  òr  ò»/  ,  Ò.T  òy     ^  òx  òx 
i     Òm  òr  òu  Òu   òr  Òm      Òm  òr 


M' 


\da) 


ììx  d;/ 
du  òa 


m 


moltiplicati  ]>er  3,  Ne  segue 

2  ^'  ^^  r  -^  -  (-•'"  — + ^  ^  \  1 

Òm  òr  Lòwòr      Vòxòaòi;       ò//ÒMÒr/J 

dove  per  <"    ♦^  ^r*  bisogna  sostituire  i  valori  (24).  Ma  più  rapidamente  e  più  di- 
rettamente si  raggiunga  lo  scopo  applicando   come  nel  primo  esercizio»  le  stesse 

(24)  alle  l'unzioni  cf-  ^  -^    '   invece  che  ad   /*.   In  tal  modo  si  ottiene 
^     ^  òx      ò// 

W^}  òy  ò  /£òy    V      j_ò//    ^\        l_ò^  ò  /2^òv    V_2.^/    ^\ 
Ò.r'        d    òr  ÒM  \  3   Òo  *  Òw        3   da  *  òr/        5    ò'/  òr  \  3   Òr  '  òu         3    Ò'*  *  Òr/   ' 


ossia 


òy 


a*  L\Òl7    oh'       "  ÒM  òr  ÒMÒr  "^  Vòm/   Oc'  J 


+ 


3  Lòròil\3  ò»V       ò«òr\3Ò'7JòM        3LòMÒr\3ÒM/       òy  òa\3  ÒM/Jv>i' 


*^  similmente 


""5*  L\<H7  <)«'        d»  di' dti  dw      VO"/  2'"*J 


+ 


3 


y  Ld«  òù\3  3ijj~ òli iTiA 5  òr/ J  ÒM "^  3  L <)m  òt\ d  ò»)      òr  ò« V, 3  òm/ J  òi' 
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d)  Ora  siamo  in  grado  di  calcolare  anche  i  parametri  differenziali,  primo  e 
secondo,  di  /,  nei  quali  vedremo  comparire  le  funzioni 

che  si  presentano  quando  il  ds*  =  dx^  +<^!/*  ^^  trasforma  in 

ds^  =  adii}  -[-  2cdud\:  -|-  ^^^^  •  ^2^) 

Prima  dalle  (24)  si  ha  subito,  quadrando  e  sommando, 

Poi  dalle  ultime  formole  del  precedente  esercizio  ai  deduce,  sommando, 

S    \   Oit  ouQv  duV 

4.  i   [(ì.  A  —  A  A\  ^  j_/ì  Ji  _  A.  Jl\  ^1 
"^  3  Lvau  3       (k  5  /  Su  "^VD»  3       òli  3 /  <)t'  J  ' 

ossia 

•^~  3  Lau\3  3t*       3  òi^)'^òv\3  di'       3  òu/J  ' 

importante /ormo^a  di  lAimé.  A  questa  formola  si  giunge  anche  seguendo  la  via  in- 
filzata nel  §  167.  Si  trova  subito 

0  altra  parte ,  essendo 

3x  Òm        Òjc  òr  òx  òtt       &x  "òv 

òu  dx      dv  dx     '  du  dy       dv  dy  ' 

(he  Dx       du  òx     '  òu  òy       <)r  Sy  ' 

si  ha 

òu       1  "òt/        dv  1  dv        du  1  dx        di;       1  dx 

òx        3  Sw     '     òx""        3   &M     '     òy  3  òt)     '     òy        3   òtt  ' 

quindi 

b  òu  Di?        Òm  òu  e  a 

3'    ^    ò^òi"^òy^ò^""~3"^    '  3'^ 

3  VÒM  3       <)t'   3/    ^  3  \òi^  3       òud)' 

we.  Costruite  le  linee  u  e  v ,  ossia  le  linee  rappresentate  dalle  equazioni  i*  =  co- 
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•    !•- 


ttanU  ed  u=eiiila»te,  i  valori  di  a,b,<:,  ponsono  nsiiltare  direttamente  da  cgnsì- 
deraziODi  geometriche.  Intatti  per  la  |'25)  9i  vede  l'he  ya.iìu  e  yb-dc  rappreaentuto 
il  dt  sulle  Linee  u  e  u,  riapettivament*.  Se  a  •-  p  sono  le  iurlinaitioai  di  <iiieste 
linee,  in  U,  sull'Asee  x,  si  ha  dunque 


"°*=pVs 

{■)  delle  linee  sterne  è  cinto  dn 

J 

co.o,  =  ™.(P-a;  =  ,;|/„S  , 

i 

sicché,  esseodo  evideu temente  3'='t6  —  '■',  »i  ha  pure  Ben(i):=3;l'''i''.  Per  esem- 
pio ,  nel  caso  delle  toordiunte  polari ,  ne  si  prende  ii  =  r  ,  r  ^  8 ,  si  veile  diretta' 
mente  sulla  hgiira  che  a  ^=  1  ,  b  =  r' .  :■  =  0 ,  e  la  t'ormoln  di  Lamé  si  riduce  su- 
bito olla  forinola  ottenuta  nel  primo  esercizio.  Per  <i  1 1  ni  u  04111?  doppio  sistema  iniv- 


ijuttalt  dì  ] 


,  essa  prende  la  l'orma  sempl 
A'/ 


è[à(/4l)  +  ^(|/Tl)]- 


X'^'u.n.aBlLonil  ixi 


LC^Uclte. 


à 

iuue  della  se. 


VTò.  Se  uella  l'elaziouo  f\;jy,  y)  =  0  si  peusa  ij  come  l'iiuziuiie  d 
si  può,  applicando  la  rejfola  (§  131)  per  la  derivazione  delle  Tunzioai  com- 
poste, im  mediai  amen  ttì  sci-ivure  l'egnaglianza 


'^^- 


(26) 


a/. 


dalla  quale  si  deduce,  quaudo  -r-^O.  il  valore  di  y';  ma  nel  far  ciò  si 
viene  tacitamente  ad  ammettere  fesistensa  di  y',  mentre  nulla  ci  auto- 
rizza ad  asserire  aprioi'i,  non  solo  che  y'  esista,  ma  neppure  che  y  possa 
riguardarsi  come  funzione  di  ir.  Nondimeno  queste  affermazioni  sono  le- 
cite. Sia  infatti  (x^ ,  yj  una  coppia  qualunque  di  valoi-j  dì  j-  e  di  j/,  sod- 
dislaceuti  ad  /■=0;  e  supponiamo  che,  per  .v  ed  ij  variabili  rispettiva- 
mente aegli  iutei-valli  (a^j — h,Xa  +  h)  e  y/,  —  ft-f/^-l-A),  siano  continue 
le  luuzioui  /■J  ed  /" .  Supponiamo  aucoi-a  che  A  e  ft  siano  stati  pi-esi  suf- 
licieutemeute  piccoli  perchè  f'  conservi  seiripre  il  seguo  di  /"/ (.^o  t  ^j) %  0. 
Ciò  é  possibile,  per  la  continuità  stessa  di  ^'.  É  jioi  chiai-o  che,  in  fonia 
delle  ipotesi,  il  rapporto  di  /"  ad  f^  non  può  diventare,  iu  viiloi-e  asso- 
luto, arbitrariamente  piccolo,  e  però  esiste  un  numero  positivo  »,  tale 
che.  variaudo  x  ed  »/  nei  rivenivi  iuiervalli,  è  costantemente  |/"|>«I/"|. 


i  /).  che  si  può  pi-einieiv  {liccoln  'juanto  y 


/';/'l<*--at/"<i[/'l  ■ 


Ne  segue  che  nell'ejiruagli.iTiz.ii 


/K  +  £,. 


~  ti  =  Ì/-'ù„  +  (li  .  y„  ±  et)  ih  k/Xx,,  +  (iÌ.y,±.  ik)   , 


a  cui  si  riduce  la  Ibniiohi  di  Taylor  tenemlo  presente  che  /{x^,  i/,)  =  0.  il 
calore  assoluto  della  priiiia  parte  del  secondo  membro  è  inferiore  al  v.i- 
Inre  assoluto  della  seconda  parte,  per  qualuniiue  i  compreso  fra  — A  ed 
h.  Dunque  il  segno  di  f\x„  +  ^,  i/„±A)  è  quello  di  zhkf'itr^+i^ ,  y„±9ìì)\ 
epei-ò,  siccome  il  s^no  di  f'  non  cambia,  si  vede  che,  fissato  S.  i  valori 
l'i  A-i'o  +  è.!/).  funzione  della  sola  y.  corrispondenti  ai  valori  j/,  —  A  ed 
fs  +  ft  di  ì/,  hanno  segni  opposti.  Ora  la  detta  funzione  è  continua,  per- 
chè ammette  la  ilerivata  /^".  Essa  è  duarjue  (§;m)  nulla  per  qualche  va- 
lore I/o  T-t)  di  y,  appartenente  all'intervallo  (y„  —  A  itf,  +  A):  e  non  può 
annullarsi  più  d'una  volta,  perchè,  restando  invariato  il  segno  della  sua 
d«rivata,  essa  (§50)  cresce  semiipe,  o  decresce  nel  detto  intervallo.  E  dun- 
•iue  vero  che,  fissato  arbitrariamente  un  valore  x=n\-\-^,  vi  è  un  valore 
l'i)  -|-^  di  !/,  ed  uno  solo,  per  cui  sussiste  la  relazione  /"(ir,y)=iO.  Fra  i 
limiti  assegnati  questa  relazione  definisce  dunque  una  finzione  y  di  x; 
funzione  evi  ileu  te  mente  continua,  perchè,  se  si  fa  tendei-e  4  a  zero  in 
Aa",+  i.i/„  +  il)  =  0,  ossia  in 

è/'f^„  +  eè ,  ,v„  +  6<lH  ^  '^'(-^0  +  6^ .  ,v.  +  6nì  =  0  , 
si  vede  che,  essendo  f'^  finita  wl  /''^O,  anche  tj  tende  a  zero.  La  fiiu- 
ziooe  ammette  inoltre  la  derivata,  giacché  si  ha .  col  far  tendere  4  a  zero. 


C«ai,  partendo  dal  punto  (.'■„.!/„),  siamo  giunti  a  trovarne  infiniti  altri 
{^>\l)  soddisfacenti  ad  /'^U,  nell'interno  del  i-ettangolo  definito  dai  vei"- 
tid  (a,±/( ,  yiA):  ed  essi  si  trovano  tutti  nelle  condizioni  stesse  di 
(■"trlf,),  sicché  l'ultima  conclusione  è  applicabile  a  ciascun  punto  (a?,y). 
Rwta  cosi  dimostrata  la  formola  (36).  Si  noti,  per  finire,  che,  essendo  f^ 
ed  r  continue,  ed  /"'^O,  anche  y'  è  una  funzione  continua. 

174,  Più  generalmente,  se  la  relazione 


—  180-- 

è  soddisffUta  dai  valori  a\^ ,  y^^ ,  z^ , ... ,  u^  delle  variabili,  se  iutorno  a  que- 
sti valori  esistono  e  sono  continue  le  derivate  parziali  prime  di  /*,  e  se, 
per  i  valori  considerati,  è  /^.'^O,  si  può  affermare  che  u  è  una  funzione 

delle  variabili  ocy  tjyZ, .,, .  che  ammette  le  derivate  parziali  prime  conti- 
nue. Queste  si  ottengono  derivando  parzialmente  la  relazione  (27),  cosi: 


Òx        òli  Ò.C  '      ò//        òif  Ò//  dz        Oh  Òz  ' 


La  dimostrazi(me  è  identica  a  quella  del  caso  particolare  già  considerato. 


175.  Ulteriori  differenziazioni  porgeranno  i  valori  delle  successive  de- 
rivate, P<»r  esempio,  nel  caso  della  relazione  f(,r,y)^=0,  basta  di fferen- 

ziare    *  du:  +  ^   chj  =  0  per  calcolare  [/",  giacché  si  ottiene 

or  0}/ 

ì>'t  aV  òV'  D/* 


i. 


ì^x'òy 


h' 


h 


e  se  ne  ricava  subito,  niettendo  per  //'  il  suo  valore,  dato  dalla  (26). 

'^   Vd.v  '        ()x--  lòy  /  òxòy  ì^x  òy  "^  di/'  '  dx  /   ' 


ovvero 


y 


n 


{ 


hi 


0 
òx 


ò//    3(/()x 


il/ 


(^cv.  Proponiamoci  ancora  di  calcolare  le  derivate  parziali/?, ^,7% 5,^  della 
l'unzione  z,  definita  implicitamente  dalla  relazione  /{x,  y,z)=0.  Le  pri- 
me due  derivate  si  deducono  dalle  uguaglianze 


dx       02  oy       02 


(2») 


ottenute  derivando  parzialmente  /'=0  rispetto  ad  ./•  e  ad  y.  Ora,  deri- 
vando la  prima  eguaglianza  rispetto  ad  ./;,  la  seconda  rispetto  ad  [/,  si 
trovano  le  relazioni 


v       av      e)*/  .    3/  òv       av      av      a/ 
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dalle  quali  si  ricavano  i  valori  di  ;■  e  di  l: 


1 

0 

3/ 

8/ 

II)' 

J>/ 

ÒX 

Ut 

3x 

ax' 

òxòz 

<)/ 

ay 

J)y 

d^ 

dzdx 

òs* 

(- 


0 

a/ 

3.V 


ài, 


^2       dz  3j/ 


Di 


Derivando  la  prima  delle  (28)  rispetto  ad  ;/,  o  la  seconda  rispetto  ad  j\ 

si  ottiene 


d/\' 


(1) 


0 

3/ 

dz 

3/ 

y/ 

w 

dy 

dydx 

dyòz 

5/ 

y/ 

y/ 

dz 

dzdx 

òr' 

Qui  si  noti  che  i  tre  determinanti  precedenti  si  deducono  dall'unico  deter- 
minante 

D  = 


0 

a/ 

òf 

0/ 

\J 

dx 

ìiy 

ì>z 

a/ 

■  y/ 

y/ 

y/ 

3x 

J)x' 

ixòy 

dxd: 

v 

ay 

ay 

jy 

ay 

JJyòa: 

3.v' 

1 

V 

i)y 

ay 

dy 

dz 

òzàx 

dzdy 

ì>z' 

prendendo  i  complementi  algebrici  degli  elementi  -r-- ,  —  --^,  _i-.  Ne  se- 

Oìj         òxcy   òx* 

?ue,  in  virtù  di  note  *  proprietà  dei  determinanti, 


r/  — «*=  — 


D 


( 


òz) 


176.  Più  generalmente  ancora,  date  le  m  relazioni 


f{x  ,y,z,...,u,v,u?,...) 
9(x  ,  y  ,«,...,  w  ,  V  ,  v; ,.. .) 
4;(a:,y,2,...,tt,v,M;,...) 


=  0  , 
=  0  , 
=  0  . 


(29) 


*  AnmUn  tUggMcm,  p.  31. 


j  _ 


■  ■-.*' 


xuddUfatte  per  a:=iVf,y  =  t/t,  ...,«:=«,,  r^r,....,  sì  poti-annnoon- 
siderai-e  le  m  vaciabilì  u ,  r ,  w , ...  come  fuBzìuui,  dotate  di  dei-iv.-ttf  paj^ 
ziali  prime,  delle  n  variabili  x .;/  .s ,....  imrchè  te  derivate  parziali  pri- 
me di  f ,  9  ,  iji , . . .  siano  continue,  ed  itioUre  sia  diverso  da  zero,  per  i 
lori  i-onsiderati .  il  determinante  jacolnano 


i3(«. 


».,...) 


Per  ni  =  1  si  ricade  sul  teorema  del  §  174,  Per  dimostrare  il  teorema  ^- 
nerale  bastane  dunque  far  vedere  che,  se  il  teorema  stesso  è  vero  uel  caso 
ili  III  —  1  relazioni,  esso  sussiste  per  m  relazioni.  Ora,  poiché  nel  punto 
(-('o  1  ì/o .■■■.  "»j  - -1  si  suppone  ^^0,  Hi  può  essere  sicuri  che  almeno unA 
i„..„„...»f„_^_.,_, 

iiiamo  che  sia  --  ^  0.  Allora,  rammentando  le  ipotesi  fatte,  ed  invocando 
il  teorema  del  §  174,  si  può  affermare  che  u  e  una  iuuzione  di  a;,y,...  . 
f,  «;,,,,,  dotata  di  derivate  parziali  prime  continue.  Se  immaginiamo 
che  se  ne  sostituisca  l'esprensione  uelle  rimanenti  equazioni  (50).  tro— 
riamo 

*|<,(x, y,  =  ,...,«,»■,... )  =  0  ,  W 


K  questo  un  sistema  di  ni —  1  equazioni,  che  lega  le  m  —  I  variabil  J 
e  ,ìC alle  rimanenti  n.  Le  derivate  pai'ziali  prime  di  ip, ,  i(i, . . . .  esi- 
stono, e  sono  fontimte,  perchè  si  ha 


ììif, Ò9      &9  5t( 

x^i        iw  "" 


ÌXf, ^f  ^^  '^V  «J" 


Sx  ^  a,.  3^ 

Beo  presto  vedremo  che  il  nuovo  jacobiano 


5,= 


3(« 


I 


è .  come  «I ,  diverso  da  zero.  Dunque  il  sistema  (30)  defluisce  v,ìc,  ...  corno 
funzioni  di  a: ,y,z, .,.,  dotate  di  derivate  parziali  prime;  ed  altrettaat(^ 
si  può  dire  di  u,  quando  si  immagina  che  nella  sua  espressione,  dedotta 
dalla  prima  delle  (20),  si  sostituiscano  v ,  »•,...  in  funzione  di  ,r .  y,z,,.. 
Si  ottiene  così  un  sistema  di  funzioni  u.i-  ,ic....,  le  quali  prendono  i 
valori  «,,»„,»; per  a;^x^,ì/  =  y„.z^z ed  ammettono,  in- 
torno a  questo  punto,  le  derivate  parziali  prime.  Adunque  tutto  si  riduce 
a  dimostrare  che  3,^0.  Orbene  supponiamo  chp,  in  3.  gli  elementi  della 
prima  verticale,  moltiplicati  per  r-.  si  ;igu;iunjfaiiiinrdirialiiiiiente  aquel- 


òli 

li  della  seconda;  poi  gli  stessi  elementi,  moltiplicati  per  r-,  si  aggiunga- 

noa  quelli  della  terza  verticale;  ecc.  Gli  elementi  del  nuovo  determinante 

sono 

^         ^4.^^  =  0  ^4.^^  =  0 


Dunque  3  =  5,  ^-;  e  siccome  —  è  finita,  e  3  si  suppone  diverso  da  zeiv, 
è  pure  3,  ^  0. 

177.  Constatata  cosi  l'esistenza  delle  derivate  parziali  prime  delle 
funzioni  definite  dal  sistema  (29),  si  possono  rapidamente  calcolare  le  de- 
rivate stesse  derivando  parzialmente  le  uguaglianze  (29)  rispetto  a  cia- 
scuna delle  variabili  oc yy ,z ,,, . ,  che  si  assumono  come  indipendenti. 
Così,  per  esempio,  derivando  rispetto  ad  a*,  si  ottiene  il  sistema  di  equa- 
zioni lineari 

dx      du  Ox      dv  dx       òw  dx 

OX      iu  òx      (h  ìkt       ìhp  òx 

òx       du  òx       ih  ìhc       òw  "òx  ' 


il  cui  determinante  è  appunto  3^0.  Ne  segue,  per  la  regola  di  Cramer, 

di*  1  ()(/,  9  , . . .)         òv  1  ò(/,  9  , . . .) 


2bc  d  d{x  ,  v  , . . .)     ^     Dx  3   ò{u ,  X , . . .) 


ecc. 


178.  Esercisii:  a)  Calcolare  l'angolo  o)  di  due  lìnee  piane  9  =  0 ,  4^  =  0,  in- 
crociantisi  in  un  punto  (x ,  y).  Per  la  formola  (26)  i  coefficienti  angolari  delle  tan- 
genti alle  due  curve  sono 


sicché 


1      da  1      d« 

aena  = r^- c^    >    oo9flt  =  — —  r-^  . 

8enp  = :; ?—     ,     coBp=: — z:z^  r-  » 


t-^ 


—  184  - 
e  per  conseguenza  {cfr,  §  172,  cf) 

1  d(9 ,  +) 


senti)  =  sen(p  —  a)  = 


1/A?.A4;   ^(--^^.v)  ' 


Si  noti  che  il  contatto  tra  le  due  ciirve  ci  è  rivelato  dalP  annullarsi  del  dettarmi- 
nante  jacobiano  delle  l'unzioni  9  e  4^. 

h)  Se  ad  una  linea  piana,  rappresentata  dalP  equazione 

/(x,y,M,v,...)  =  0  , 

in  cui  u ,  V , . . .  sono  implicitamente  definite  in  funzione  delle  coordinate  x  ed  ^ 
mercè  le  n  relazioni 

?(«  »  y  r  «  j  V  , . . .)  =  0     ,     4;(x  ,  y  ,  M  ,  r  ,...)  =  0  ,  ...  , 

si  vuole  costruire  la  tangente  in  un  punto  qualunque,  non  è  necessario  eliminare 
u  ,  V  , . . .  fra  le  n  -^  1  uguaglianze  per  ottenere  prima  V  equazione  della  linea  in 
X  ed  y;  ma,  considerando  invece  le  predette  uguaglianze  come  quelle  che  defini- 
scono f/ ,  u  ,  V ,  —  in  funzione  dell*  unica  variabile  indipendente  x ,  basterà  deri- 
varle ed  eliminare  le  derivate  di  ti ,  v , . . .  dalle  equazioni  in  tal  modo  ottenute  : 

Dx       òy  dx       òu  dx       ìjv  dx 

òx       iy  dx       òu  dx       òt)  dx 
ò^       ò^dy       ò^da       ìy^dv 

—  -+-  — —  —  -4—  — —  — —  -♦-  — — -  —  — |—  .  .  .  =:  (J    . 

Òx        oy  dx       Oh  dx        ov  dx 


Uno  dei  grandi  vantaggi  del  Calcolo  difi'erenziale  consiste  appunto  nelP  evitare 
eliminazioni  quasi  sempre  impossibili  praticamente,  conducendo  invece,  mercè  la 
derivazione  o  la  differenziazione,  a  sistemi  di  equazioni  lineari^  che  si  sanno  sem- 
pre risolvere.  Cosi,  nel  caso  attuale,  si  giunge  alla  formola 

f^  ^        ()(/,  y  ,  '{^ , . . .)      a(/.  y,'j;,...) 

estensione  manifesta  della  (26). 

e)  Similmente  una  superficie  sia  data  mediante  due  equazioni,  vale  a  dire 
che  la  relazione  fra  le  coordinate  dei  suoi  punti  si  debba  considerare  come  risul- 
tante dall*  eliminazione  di  u  fra  le  equazioni    . 

9(^  j .'/  >  =  7  '0  =^  0     r     ^'(•^  r  // ,  =  j  ")  =  0  ; 

e  supponiamo  che  si  vogliano  calcolare  p  j  q  jV  j  m  ,  f^  cioè  le  derivate  parziali  pri- 
me e  seconde  di  z,  funzione  delle  variabili  indipendenti  x  ed  ;/.  Derivando  le  due 


—  185  — 
equazioni  una  volta  rispetto  ad  x,  1* altra  rispetto  ad  y,  ai  ottengono  1  sistemi 


df       d9  dai       ()9  du 
dx      dz  dx       òu  àx 


0 


^m^^m     VV"*     ^^■■9      ^^^^^    ^bAsv     ^^bvm      ^-— ^i^ 

ày       òz  dy       iu  dy 
òy      òz  dy      (H*  Dy 


dai  quali  si  deduce,  eliminando  le  derivate  di  u, 

0(9,4^)/ 0(9, 4;)  _^      <>(?,+) /J^(9,4') 

) 


^     o(y,y)/Q(y>y)        ^    o(y>4^)/Q(9,4^ 

^  ?)(x,u)/j)(z,u)      '     ^  d(y,u)/ò(z,i»; 


Le  altre  derivate  si  possono  ricavare ,  con  derivazione  diretta,  da  jp  e  g,  o  pure 
risolvendo  le  equazioiii  che  si  ottengono  col  derivare  parzialmente  i  sistemi  pre- 
cedenti In  particolare I  se  Tequazìone  della  superficie  è  z=/(x,  y,  u),  dove  u  è 
implicitamente  definita  in  funzione  di  x  e  di  y  mediante  P equazione  9(x,y,it)  =  0, 
si  ha  subito 


S/,^^  89       Ò9<)tt 


quindi 


09 

^ì/    a/  ^  _ 

dx      òu   ^9 


D/  D9      D/  D9 

àx  àu      (h*  òx       3(/,  9)  /&9 


09 


ò{x  ,u)l  du  * 


Ne 


segue 


òx'^Òu*\òx)^òuòx*  ' 


dx       àx*  òxJhi 


òli      d'tt 
dove  per  —  e  t---r  bisogna  porre  i  valori  che  si  ricavano  dalle  equazioni 
dx       ox 

ì^'^òu^~     '   dx*"*"   jyxj)udx"^<yu«\()x/"^ì)uax« 


179.  Date  m  funzioni  2/i  >  l/n  -  >  Vn  delle  n  variabili  a?, ,  a?, , ... ,  o?^,  è 
importante  saper  riconoscere  se  esse  sono  fra  loro  indipendenti,  cioè  se 
nessuna  di  esse  è  funzione  delle  altre.  Per  questo  basta  esaminare  la  ma- 
ti'ice  jacobiana  del  sistema,  ossia 

^Ui     ^yj     ^yj       _^ 


òx^ 

Jte. 

(te. 

dx 

Sy, 

"àVt 

<>j/, 

ay, 

dXj 

ite. 

àx. 

<>*» 

^m 

^« 

ay» 

J>y« 

d», 

dx, 

^. 

"  K 

21 


i  cui  elemoati  si  suppougouo  ruuzioui  continue.  Se  ]i.  é  la  caratieìnstica 
della  jacohuina,  il  sìslona  considerato  ì'acchièide  |i  ftmziom  indipendenti, 
e  le  altre  ;?i  — |i  sono  funzioni  delle  prime.  Dimostriamo  questo  impor- 
tante teorema: 

a)  È  lecito  ammettere  che  il  determinante 

è  div(irso  da  zero,  perchè  la  jacobiaiia  racchiude,  per  ipotesi,  almeno  un 
determinante,  non  nullo,  dcdrordiue  |i,  e  si  può  sempre  supporre  ch«; 
tale  determinante  sia  proprio  5,  perchè  basta  immaginare  che  si  nume- 
rino  con  indici  non  maggiori  di  |i  appunto  le  funzioni  t/  e  le  variabili  x 
che  compariscono  nel  suddetto  det<»rminante.  Intanto  siano 

le  espressioni  delle  funzioni  considerate,  si  ponga 

e  si  consideri  il  sistema 

come  atto  a  definire  implicitamente,  secondo  quello  che  si  è  detto  nel 
S  170,  le  variabili 

in  funzione  delle  rimanenti 

l^ei*  questo  occorre  che  non  sia  nullo  il  determinante  funzionale 

^(9i  >  9m  -  "  >  9|i  ^  9^14.1  >  9|tM  ^  '  •  '  7  9>») 

e  ciò  effettivamente  ha  luogo,  perchè,  essendo 

Hi^^        ^=_l         ^=0 

è  chiaro  che  il  detto  determinante  si  riduce  a  (—  ly-^d.  Dunque,  se  b^  è 
il  valore  di  y^  nel  punto  («{,«,,...,  aj,  intorno  al  quale  si  ammette  l'e- 
sistenza (e  la  continuità)  delle  derivate  parziali  prime  delle  A  si  può  af- 
fermare che  il  sistema  (31)  definisce  le  (32)  come  funzioni  implicite  delle 
Immanenti  variabili  intorno  al  punto  (^^^ ,  ?^, , . . . ,  h^ ,  a^^ ,  a^^ , . . . ,  a„).  In 
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altri  termiui,  per  ogui  sistema  di  valori,  arbitrariameute  attribuiti  alle 
(33),  purché  questi  valori  diireriscano  da  b^yb^,,..  ,b^,  a^^ ,  a^^^  ,...,«„, 
rispettivamente,  per  meno  d'una  certa  quantità,  si  hanno  valori  ben  de- 
terminati per  le  (32);  e  però,  immaginando  che  alle  prime  j*  variabili  x 
si  attribuiscano  appunto  questi  valori,  e  che  le  rimanenti  n  — |i  pren- 
dano i  valori  già  loro  dati  in  principio,  si  vede  che  ?/, ,  y, , . . . ,  u^  assu- 
mono i  valori  prescritti,  i  quali,  fra  certi  limiti,  sono  stati  presi  ad  arbi- 
trio. È  dunque  vei*o  che  1^  prime  pi  liinxioni  y  sono  tra  loro  indipendenti. 
6^  Bisogna  ancora  far  vedere  che  le  altre  7n  — pi  funzioni  //  sono 
funzioni  delle  prime  \i.  Da  quanto  precede  risulta  solo  che  ciascuna  di 
esse  è  funzione  delle  (33).  Pertanto  ci  basterà  provare  che,  se  i  e  ./  sono 
maggiori  di  jji,  la  funzione  yj  è  indipendente  da  x^.  Ora,  se  deriviamo  le 
(:U)  rispetto  ad  ar^,  continuando  sempre  a  considerare  le  (32)  come  fun- 
zioni delle  (33),  si  ottiene 


ix    3x .       òx. 
ì)x    ì)x.       òx. 


=  0  , 


0  . 


òxj  òx^       òxj  ix. 


'Ò.r^  ìix.       òx. 


=  0  , 


(Xc,  òx.       òx^  òx.  ''   d.r    ix.    '   àx. 


ì\x.. 


-^  =  0  , 


^  iwpò,  eliiniaando  le  derivate  delle  x. 


,ììx^     da:. 


^ 


ix^ 
òx^ 


ÒX^       ì).l-. 


òx.,     òx 


=  0  , 


Ò.C. 


Ò.V: 


X 


Cioè  3-^  =  0,  e  finalmente  ^^  =  0. 
Ox^  ox^ 

180.  Corollario.  Perchè  n  fanzioiii  u  ,  v  ,  w , . . .  di  n  variabili  x  , 
}',z, ...  stono  tra  loì^o  iiulix>endenti ,  è  necessario  e  siiffìcicnto  che  sia 


ò(u,t>,t/',...)  ^^ 
ò(a; ,  y  ,  s  , . . .) 


Qui,  come  pi-ecedentemente ,  le  l\iiizÌoui  si  suppongono  ilotate  di  derirate 
lii'iine  continue. 

181.  Se^alianto,  per  finire,  una  notevole  proprietà  dei  determinanti 
ruDzioDalJ,  la  quale  si  può  consider.ire  come  un'estensione  della  ingoia 
(§  43)  per  la  derivazione  delle  funzioni  di  funzioni.  Supponiaino  che  !«  y 
dipendano  dalle  x  mediante  altre  funzioni  u  delle  stesse  a^.  Siccome  sì  ha 

5^  ^  s;^  3^  "*■  a;^  d^  "^  ■  "  "*"  3^  s:^  ' 

si  vede  subito  che  la  molti  pi  icazioue  dei  determinanti 

t)(y,iy fJ      a(u,,»,,...,uj 


I 


produce  appunto  il  determinante  funzionale  della  y  rÌ»petto  alle  ,r.  In 
altri  termini 


flCy. .  y,  ■  ■  ■  ■ .  yj  _  3(yi .  y. ,  ■  ■  ■ .  yj  QK .  n, .  •  •  ■ , 
a(*,.x,,...,xj     a(«.,«,,...,uj'3(x,,x.,..., 

In  particolare 

'ò{x^,x^,..., x^    fl(yi,y,,.-.,y..)  _, 
flCy.,y.,...,yJ  *3(^,, *.■■•■, O 

182.  Esercilii  :  a)  La  formola  (34)  ne  include  altre,  ottenute  precedei) temen- 
te. Per  esempio,  quando  ai  vuol  fare  un  cambi  Amento  di  variabili  in  una  fiineione 
/,  bì  può  subito  scrivere 

3(/,!/ )       iV, a, ',■■■)    i>(»,»,>  ,...)  . 


J(«,ii, «■,...)        3(1,»,.,...)     3(«, »,-,.. 

)  ' 

e  poiché  il  primo  fattore  del  flecondo  membro  si  riduce  a  3//3c, 

si  ritrova  la  fiw- 

mola  (20); 

»/       »(/,y )/8(i,!l, ) 

ìx        3(«, e, »,...)/3(,.,. ,„,...) 

1 

1 

i>(/.»)     3(/,».  =  ,...'i     ()(/,ip,t  ,...);3(i!,!/,= 

3(x,,,)      3(x,j,  =  ,...)      3(..,,.,«.,...)/3(«,t.,,. 

!       1 

ed  in  particolare 

3(.,i.)      3(!  ,...);3(i,v,=  ,...) 

a(,,i,)    s(«-,...)/s(., .,..■,...)•  ~- 

j 

h)  Per  mostrare  l'utilità  delle  formole  precedenti,  ci  limitiamo  al  e 
tre   variabili  x,i/,s,  date  eipUcilameiUe  in  funzione  di  u,i>,w,   proponeadM 
calcolare  le  derirate  di  u ,  r ,  w  rispstto  al  x,y,i,  unta  otrcare  di  aonoieere  ja 


—  iso- 


le e^presnoni  di  a  ,  v ,  w  in  funzione  di  x ,  y ,  z.  Le  due  teme  si  suppongono  costi- 
tuite da  variabili  indipendenti ,  dimodoché 


La  forinola  (20)  dà  immediatamente 

'òa 1   3(y,z)  J)tt        1    ()(z,x)  Du 1   D(y,2) 

dx        5  J)(«,t£-)     '     dy        5    Ò(v,i<)  '  '"  ^  dx        5   ()(t£;,M) 


,  ...  ,    (37) 


e  la  questione  è  risoluta.  Si  noti  che  non  è  necessario  conoscere  queste  derivate 
per  calcolare  il  determinante  funzionale  di  u ,  r ,  u;  rispetto  ad  x,y,Zj  ed  i  suoi 
minori  del  secondo  ordine,  perchè,  in  virtù  di  (35)  e  delle  (36) ^  o  per  le  (37)  stes- 
se, si  ha 

3(u,r,v)        1  T^{v,u') 1   òx  d(v,u;)        1   ()y 

^{''^lì/i^)        3      '     J)(.y?2)         5  Òm     '     d(z,ir)        5  J)it  '     *  '  * 

Similmente,  se  si  tratta  di  calcolare  i  differenziali  totali  di  u ,  v ,  u?,  si  comincia 
dair eseguire  la  differenziazione  totale  su  x,ì/ jZ]  poi  le  relazioni 

djC  3jc  Òx 

ilx=  ;—  rftt  4-  q-  rfV  +  -ir—  div   , 

Otc  ùv  mv 

du  =  r—  rfu  +  ^—  rft?  +  ^ —  dir  , 
^        òli       ^òv       ^  òw         ' 

òz  òz  d? 

fiz  =  ^-  du  4-  ^-  dv  4-  -r—  die  , 

Oh  uv  òtc 


(38) 


porgono  i  valori 


du  = 


5  L8(t?,t/0       ^d(v,uO  ^"^3(1?, «^)     J  ' 


l[^^ll^dx 


ecc. 


dai  quali  si  possono  nuovamente  dedurre  le  (37). 

e)  In  parecchie  applicazioni  si  ha  bisogno  delle  (38)  per  calcolare  la  somma 
dx*  -\-  dy*  4~  ^*^i  ^^^  BÌ  trasforma  subito  in  un'espressione  della  forma 

adu*  +  bdv^  +  cdw*  -f  2fdvdu^  +  2gdwdu  -f-  2hdudv  , 


dove  per  brevità  si  è  posto 


»=20.-S(^)' f-l'i 


òc  dr 


.  •  •  • 


£  importante  osservare  che ,  quando  sono  note  le  sei  funzioni  a,b  ,c  ,J  ^g  ^h^  i 
anche  noto  il  determinante  funzionale  3 ,  perchè  si  ha 


r  = 


a     h     ij  i  ; 
h     h    f 

g    /    ^ 


—  UH)  ~ 
ed  analogamente  si  possono  esprìmere  le  sommo 


i  cui  valori  sono  dati  dai  minori  he  — f^,ca  —  g*y.,.,gh  —  a/, ... ,  divisi  per  J*. 
Particolarmente  notevole  è  il  caso  in  cui  fjg,h  sono  identicamente  ntiUL  Allori 
per  le  ultime  osservazioni  si  ha  Au=  Ija,  ecc.;  e  si  può  inoltre  dimostrare  che 

13   5  10   5  10    5 

£^^uz=z  —  —  —      ,      A  v=  —  —  ^—     ,      A  tr —  —  • — 

d  dit  rt  3  dr   //       '  5   òw    e 

Ne  segue  (cfr,  §  172,  fi),  per  esprimere  T operazione  A*  applicata  ad  una  funzione 
qualunque , 

..=2(-i;.+*v»)=^2»(i,i), 


ossia 


^■=1^  [.' (»/T-s)+è(|/?-|)+5^(k'?-|;)]  •  «' 

K  questa  la  formoUx  di  Lamé  nello  spazio. 

d)  Quando  x^y^z  dipendono  anche  da  un'altra  variabile  <,  indipendente 
da  u ,v  jW j  anche  3  dipende,  in  generale,  da  t,  e  si  può  aver  bisogno  di  calco- 
lame  la  derivata  9'.  Se  si  designa  con  un  apice  ogni  derivata,  presa  rispetto  a  t . 
la  regola  (§  135)  per  la  derivazione  dei  determinanti  dà 

^._ò{x\y,z)        d(a;,y,  g)    .   d(a,y,0   ^ 
3(u,t;,tt')       d(tt,v,i/)       d(tt,r,tt')' 

quindi,  dividendo  per  3,  si  ottiene  la  formola 

3x        òu         dz 

che  si  utilizza  in  idrodinamica.  Noi  qui  ne  faremo  uso  per  dimostrare  in  altro 
modo  *  la  formola  di  Lamé.  Si  pensino  a? ,  y ,  2  come  funzioni  delle  variabili  indi- 
pendenti 4  7 1Q ,  ( ,  < ,  e  le  derivate  a;',  y\  J  come  uguali  a  funzioni  note  di  x^y,z. 
Evidentemente  anche  UjVjWj  funzioni  di  x  ,y  ,Zy  dipendono  da  £  )  t) ,  ^ ,  e  da 
f  ;  e  le  loro  derivate  rispetto  a  t  sono  vincolate  ad  x'j  y\  J  mediante  le  relazioni 

cB=:u  =- — \-v  - — j-to  — —  ,  ecc. 
Ou,  Oì)  Ow 

Se  x\y\z*  si  prendono  uguali  alle  tre  derivate  parziali  prime  d*una  funzione 

9(x  ;  1/ ,  z),  si  ha 

Oli  Oli  d(i  Oik 


*  Beltrami,  Memorie  dell' Accademia  di  Bologna,  serie  3%  t.  I,  p.  467^ 


'\  i-'.     * 
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d'onde,  rappresentando  con  a^, ,  6^  , . . . ,  A^  i  quozienti  per  5  dei  complementi  al- 
gebrici di  a  jb  j . , . ,  h  nel  determinante  (39),  si  trae 

Ciò  premesso,  si  applichi  la  ibrmola  (41)  al  primo  ed  al  terzo  determinante  nell'e- 
guaglianza 

^(^  )  y  >  gj  __  S(x ,  y  ,  z)     a(tt ,  V  ,  %c) 

J>(S ,  ti ,  5)  ~  a(i« ,  V ,  t/-)*  3(5 ,  ti ,  ^  ' 

\    dopo  avere  osservato  che,  non  essendo  più  »  ,  v  .  u;  indipendenti  da  /,  la  formola 
stessa  cessa  di  essere  applicabile  al  determinante  3.  Si  ottiene 

-5r+dF  +  ^  =  ^'''^^^  +  aT  +  ò;:  +  d;7 

In  particolare  per  /=  </  =  A  =  0  si  ha 

S=Vabc  ,  o,=  l/6c/o  ,  b„=Vcalb  ,  c„  =  |''a6/c  ,  /,  =  y,  =  A„  =  0   , 
e  si  ritrova  cosi  la  forinola  (40). 


Cloe 


APPLICAZIONI  ALLE  CURVE  PIANE. 


183.  La  deflaizioutì  rigoi-i»s;i  della  luìiyhezza  J'iiu  aegmeuto  curvili- 
uoo  suscita  questioni  assai  ai>due  *,  che  noi  qui  vogliamo  evitai-e.  Suppo- 
niamo pure  che  si  possegga  la  uozioue  intuitiva  della  lunghezza,  almeoo 
per  le  poche  curve  piaue  che  si  cousiderauo  nelle  applicazioni.  Per  queste 
cui-ve,  rappresentabili  tutte  geometricamente,  è  anche  lecito  ammettere 
che  ogni  arco  MM'  è  tale  che,  tendendo  uu  estremo  M'  verso  l' estremo 
Asso  M,  l'arco  fluisce  per  essere  tutto  convesso  da  uno  stesso  lato,  iQ 
guisa  che  la  sua  lunghezza  resti  compresa  fra  quella  della  corda  MM'  e 
la  somma  dei  segnieutì  delle  tangenti  in  M  ed  M',  limitati  tra  i  punti  di 
contatto  ed  il  punto  comune  (j.  Se  la  derivata  ij  sì  suppone  continua,  la 
retta  QM'  tende,  come  MM',  a couCouderai con  QM,  e  peK)  gli  angoli  QMM' 
e  QM'M  sono  iuLtuitesimi  insieme  ad  MM'.  Ke  segue  che  i  rapporti  di  QM 
adi  QM'  alle  loro  projezioui  su  MM'  tendono  all'unità,  e  quindi  (§150) 
che  le  predette  lunghezze  differiscono  dalle  loro  prfijezioni  per  iuflol tesimi 
superiori.  Anche  QM-j-QM'  differisce  dunque  da  MM'  per  un  infinitesimo 
auperioi-e,  ed  altrettanto  -«i  può  dire  n  /hrtiori  dell'arco  MM'.  Per  coiut' 
gnenza 

'"'  i'ordftMM'  ~      ■ 

1«-I.  Kappi-estìuti  s  la  lunghezza  dell'ai-co  di  curva,  elio  ha  un  ("sli-o- 
)  in  un  punto  (isso,  arbitrariamente  scelto  sulla  cui-va,  e  l'altro  nel 
ninto  M,  Evidentemente  s  varia  insieme  alle  cooniinate  x  eày  del  punto 
e  quando  questo  va  in  M',  le  cui  coordinate  sono  a:  +  ffj;'  ed  y  +  Stf. 
l'ai-co  s  diventa  s-fffs,  rappresentando  cosi  Ss  la  luughezza  dell'arci) 
MM'.  Sia  /  la  lunghezza  della  corda  MM',  che  differisce  da  Ss,  e  per  con- 
seguenza (§  153)  anche  da  ds,  per  un  infinitesimo  superiore.  Se  ad  /,8x. 
Sy,  nella  relazione  l*  =  Sx'  +Sy*,  si  sostituiscono  rispettivamente  ds, 
(lx,dy,  si  trascurano,  in  ciascun  membro,  inlinitesimi  d'un  ordine  sui»- 
rlore;  ma,  jwichè  nell'eguagliauza  cui  si  pen'iene 

da'  ^^dx^  ■\-  d'/  {!) 

non  compariscono  più  infinitesimi,  che   non  siano  ditTei-euziali ,  si  poi 

*  V«di,  p«r  eMmpio,  il  (Couif  i';Analyu*  di  Jordan  (S*""  éJ.  1"'  voi.,  pp.  90-107). 


;  ir>7)  esser  sicuri  che  1" eguaglianza  stessa  è  esulta,  (Juestii  iraportante 

limola  serve  a  calcolare  s.  Essa  ci  dice  clie.  ransìdfiraiido  s  come  fun- 
mnedi  w,  la  derivata  di  questa  funzioue  è  yi  +  y"*;  e  uella  terza  [larte. 
i  ■!  Corso  sì  apprenderà  a  determinare  uaa  fiiazioQe  iiuaudo  se  ne  couuscc 

i  derivata.  Se  la  variabile  iiidipendeute  è  j?,  ds  rappresenta  (§151)  la 
imghezza  del  segmento  di  tangente  iu  M,  limitato  fra  M  e  l'ordiiiatu 

li  M';  e  noa  si  ha  ds=arcoMM'  se  uou  quaudo  la  variabile  indipendente 
'  1  lu  tutti  i  casi  cts  rappresenta  la  lunghezza  di  quel  segmento  di  tau- 

"iite.  che  va  dal  punto  di  contatto  (ce  ,y)  al  punto  {x-\-dx ,  [/   i-  dy). 

185.  Trasformaiiiiu  la  (I)  iu  cjwdiiiati?  polari  si  ottieue  (§  [jU,  d) 

,?*'  =  rfr'  +  rVO'  ;  ta) 

ma  a  questa  t'onuola  si  perviene  auclie,  come  alla  prÌHi;i,  mediante  wusi- 

depazioui  geometriche  dirette.  Sul  raggio  vettore  OM'  si  ^ 

porti  Oif^OMi^r,  e  sia  P  la  projezione  di  M  su  OM'.    \  "x 

Si  ha  i'  ^  MP'  +  PM' .  ed  in  questa  eguaglianza  sì  può 

ad  l  sostituire  ds;  ad  MP  =  rsenSfl  si  possono  succes- 

simmeute  sostituire  rB6  ed  j-dO;  e  dualmente  a  PM', 

trascurando  l'infinitesimo  tiel   secondo  ordine  PM"  = 

'■(1  — cosSO),  si  può  sostituire  M"M'  =  Sj',  poi  dr.  Sì 

"Iliene  cosi  la  relazione  (2),  uecessarìameute  esatta  poiché  ha  luogo  fra 

>'>li  iulinitesimì  diirerenziali.  Si  può  anche  partire  dalla  relazione 

i'  =  r*  4-  (J-  +  M  —  ZrCr  +  ffr)coaB9  , 

■i  esser  sicuri  a  priori  che  dal  secondo  membro  debbono  scomparire  i 
-ermioi  non  infinitesimi,  o  infinitesimi  del  primo  ordine,  e  che  ds'  re- 
sterà esattamente  rappresentato  dall'insieme  dei  soli  termini  infinitesimi 
liei  secondo  oi-dìiie,  qualora  iu  essi  rimangano  soltanto  infinitesimi  difl'e- 
repziali.  Ed  effettivamente  la  precedente  espressione  si  riduce  a 


i ,  sostituendo  da  ad  (,  dr  a  5r,  '/,dO  a  seu  '/>5'*>  ^  trascurando  rdrd6', 
1  l'itrova  la  formula  (2).  Di  questa  si  la  uso,  per  calcolare  s,  osservando 

se  si  considera  s  come  funzione  dì  9,  la  derivata  di  questa  fuuzioue 

:80.  Ora  vogliamo  dimostrale  che  la  diff'eretìza  fYa  'im  arco  inftnile- 
oela  oorrinpondenle  corda  è  getieruljnente  infìnttesima  del  terso  or- 
g  rispetto  all'arco  stesso.  Infatti  (g  165)  si  ha,  per  la  formola  di  Taylor, 


=  <Lr  +  ^i,d'x-{.':,d'x  +  . 


=  ''i/  +  V.''V+V.A  +  - 


(y) 
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qiialuuque  sia  la  variabile  iudipeudeate.  Se  questa  è  s,  siccome  (§  159,  e) 

fU^  +  di/^  =  d4t*     ,     d^x^  +  dY  =  ^-  , 

P 

si  ottiene,  difTerenziando  due  volte  di  seguito  la  prima  egujigliaiiza, 

ds^ 
dxd*x  -|-  dydhj  =  0     ,     dxd^x  -\-  dìjd^y  = r-  ; 

P 

quindi 

d»' 

^    •'  12p-  ^ 

Ora,  trascurando  infinitesimi  superiori,  ed  in  particolare  scrivendo  2ih 
per  ds  +  l  in 

o«  —  /'  ■-= r  -4-  .  .  .     .     si  trova     os  —  1  = -f 

12p'  ^  24  p^  ^ 

In  forma  precisa 

arcoMM'  —  curdji^IM'  1 

lim — =  — :   . 

(arcoMM'j'  '24  p' 

Per  verificare  questo  risultato  in  un  caso  particolare,  si  consideri,  sopra 
una  circonferenza  di  raggio  p,  un  arco  MM'--^2pa.  La  lunghezza  della 
corda  è  MM'  =  2psenot,  ed  il  primo  menibi*o  dell'ultima  eguaglianza  di- 
venta 

a  —  sen  a  1 

lim r-,  -  = . 

a=..      4pV  24p- 

Dunque,  rispetto  alla  questione  trattata,  si  può  dire  che  la  curva  si  com- 
porta, intorno  ad  M  ,  corno  il  suo  circolo  osculatore  (S  107,  6*). 


187.  Sulla  curva  rappresentata  in  coordinate  cartesiane  ortogonali 
dall'equazione  Y  =  /'(X)  si  prenda  un  punto  M,  le  cui  coordinate  siano 
w  ed  y.  L'equazione  d'una  retta  qualunque,  che  passa  per.M,  è 

Y  — y  =  77/(X  — .»•), 

ed  è  noto  (§  52)  che  si  ha  ièc  =  y'  per  la  (an(/enle,  e  cousogueu temente 
ju  =  —  Iji/'  per  la  nornialc.  Le  eiiuazioni  della  tangente  e  della  uorniahj 
sono  dunque 

y  —  y  =  //(X  —  x)      ,      V  -  y=  —  -,  (X  -  .r)   ,  (4) 

dove  y'  sta  per  /"Or),  cioè  rappi*esenta  il  valore  di  /*'(X)  nel  punto  M.  In 
Calcolo  dillerenziale  la  tangente  ci  si  presenta  sotto  un  aspetto  anche  più 
semplice,  cioè  (§  154)  come  quella  retta  che  congiuuge  il  punto  {x .  y)  al 
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punto  (x+dXjy+dy).  Questa  osservazione  conduce  a  scrivere  immedia- 
tamente le  equazioni  della  tangente  e  della  normale  sotto  la  forma 

X  —  a;       Y  —  y 


(Ix  dy 


,     (X-a:)rfx  +  (Y  — y)<v  =  0  ,  (6) 


dalla  quale  si  passa  subito  alla  (4)  scrivendo  y'cLx  per  rf//,  e  sopprimendo 
il  comune  fattore  d<v.  Riesce  comoda  la  forma  (5)  specialmente  nel  caso 
che  la  curva  sia  rappresentata  dalle  equazioni  X  =  (p{t),Y  =  ^(t).  Se  poi 
la  curva  è  data  mediante  l'equazione  /XX,  Y)  =  0,  siccome  si  ha 

e-  ^jc  +  À~  "'^  =  ^ 
Ox  Oy 

in  ciascun  punto  {ir,y),  le  equazioni  (5)  diventano 

a/  a/  X— jc    Y— y 

Anche  a  queste  si  può  pervenire  direttamente.  Infatti  la  direzione  secondo 
la  quale  la  funzione  /\X,Y)  tende  a  conservare  il  valore  che  ha  nel  punto 
(x ,  »/),  ossia  il  valore  0,  è  quella  della  tangente,  e  p^^rò  (§  1(57)  i  coseni  di- 
rettoli della  normale  sono  proporzionali  alle  derivate  parziali  prime  di  /', 
calcolate  nel  detto  punto,  e  supposte  non  entrambe  nulle.  Del  resto  la  pri- 
ma equazione  (0)  si  può  anche  considerare  come  quella  a  cui  si  riduce  l'e- 
quazione stessa  della  curva ,  quando,  per  punti  (X,Y)  infinitamente  vi- 
cini ad  (a?,[/),  si  trascurano  gli  infinitesimi  d'un  ordine  superiore,  e  si 
osserva  che  in 

/(X,Y)=/(x,y)  +  (X~.T)^  +  (Y~y)^^  +  ...  . 

Òr  Oy 

è  /X*^  yy)=0.  Abbiamo  infatti  già  osservato  (§  151)  che,  nelle  circostanze 

accennate,  la  curva  vien  sostituita  dalla  tangente,  intorno  al  punto  di 

contatto.  Nelle  applicazioni  conviene  tener  presenti  le  forme  (4),  (5),  (G) 

delle  equazioni  della  tangente  e  della  normale,  per  adoperarle  secondo 

l'opportunità. 

« 
188.  E  anche  utile  sapere  scrivei*o  in  forma  omogenea  l'equazione 

della  tangente  ad  una  curva  algebrica.  Sia  f{\  ,  Y)  =  0  l'equazione  della 
curva  in  forma  razionale  ed  intera.  È  noto  che,  per  renderla  omogenea,  si 
lasciano  intatti  i  termini  di  più  alto  grado  n,  mentre  quelli  dei  gradi 
«  —  1 ,  n  —  2 , . . .  si  moltiplicano  per  Z  ,  Z% . . . ,  rispettivamente.  Si  rie- 
sce cosi  a  mettere  l'equazione  sotto  la  forma  omogenea  /'(X,  Y,  Z)  =  0,  e 
basterà  porre  Z=l  per  ritrovare  la  primitiva  forma.  Per  un  punto  (a^fjy^) 
situato  sulla  curva  si  ha  f(x.  ?/.  c:)=^0:  e  si  ha  pure,  identicameiite,  in 


—  100  — 
virtù  del  teorema  di  Eulero  (§  134), 

Intanto  si  è  visto  che  l'equazione  della  tangente,  in  coordinate  cartesiaae 
non  omogenee,  è 


(^-^Hl)+(^--")(l)r'' 


dove  ( r-)  e  (:r-l  J^tauno  a  rappresentare  ciò  che  diventano  r-  e  r-  nuaii- 
do  vi  si  pone  ;;  =  1.  Ora  si  ha 


'ilh'QMtìr"' 


e  però  V  ultima  equazione  diventa 


Ml)+^-(|),+e^)r- 


poi,  rendendola  omogenea,  si  ottiene  finalmente 

3/        a/        D/ 

ox  01/  OS 

189.  Delle  equazioni  della  tangente  e  della  normale  si  fa  usò  quando 
queste  rette  intervengono  in  questioni  di  (leometria  analitica;  ma  se  si 
tratta  soltanto  di  costruire  la  tangente  o  la  normale  ad  una  curva,  in  un 
dato  punto,  basta  trovare  un  altro  punto  per  ottenere,  congiuugendolo  al 
punto  dato,  la  retta  che  si  desidera.  K  con  questo  scopo  che  si  calcolano 
le  lunghezze  di  certi  segmenti,  detti  sottotangente  e  sottonomiale.  Se  P 
è  la  projezione  di  M  sull'asse  delle  ascisse,  se  T  ed  N  sono  i  punti  nei 
([uali  la  tangente  e  la  normale  in  M  incontrano  il  detto  asse,  si  chiama 
sottotangente  il  segmento  TV,  e  sottonormale  il  segmento  PN.  Dalla  fi- 
gura risulta  immediatamente 

TP  =  ycot<p=y/.v'     ,     PN  =  ytg<p  =  yy' . 

Quando  si  fa  uso  di  coordinate  polari,  giova  conoscere,  per  la  determina- 
zione della  tangente,  l'angolo  co  che  questa  retta  fa  col  raggio  vettore. 
Nel  triangolo  MPM',  già  considerato  (§  185),  si  ha 

^->^       ,        MP         ,        MM"        ,.     r50         r 

tgC0  =  limtgOMM  =  lim-^  =  lim^jp^==lim_  =  -. 

l^]levata  dal  polo  la  perpendicolare  al  raggio  vettore,  essa  incontra  in  T 
la  tangente,  in  N  la  normale;  e  si  chiama  sottotangente  polare  il  seg- 
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aeato  OT,  sottonormale  j)0l2re  il  segmeuto  ON.  Evidentemente 

[Jiumdo  si  parla  della  lunghezza  della  normale  in  M  si  vuole  intendere  la 
lunghezza  del  segmento  intercetto  sulla  normale,  a  partire  da  M,  dal- 
l'asse delle  ascisse  o  dalla  perpendicolare  elevata  nel  polo  al  raggio  vet- 
tore, secondo  che  si  fa  uso  di  coordinate  cartesiane  o  di  coordinate  pola- 
ri. Le  misure  delle  due  lunghezze  menzionate  sono  evidentemente 


.v»/i+/ 


)   r'  +  r-  . 


190.  Esercizii:  (i)  Nella  'yar aiolà  del  Becondo  ordine  ù  molto  semplice  la 
costruzione  (c/r.  §63,  o)  della  normale,  perchè,  se  »i  ])rende 
come  asse  delle  x  Passe  della  curva,  si  trova  che  la  sottonor-  ^ 
male  è  costante]  ed  è  questa  una  proprietà  caratteristica  della 
parabola,  perchè  da  yy*  =  a  si  deduce  ^l^ìf*=:ax -{-rottantt, 
poi  (pren lendo  l'origine  sulla  curva)  y*  =  2rt.r. 

b)  Quale  curva  ha  la  sottotangente  contante^  Si  deve  avere 
llly=ia ,  cioè  la  derivata  di  logy  dev'essere  costantemente  uguale  ad  I/a,  e  però. 
ricordando  che  due  l'unzioni  con  derivate  uguali  non  pos- 
sono differire  se  non  per  una  costante,  hì  ha  K 

X 

logi/= \-  costante, 

a 

La  costante  si  può  prendere  uguale  a  logo  spostando  con-  t     »•     p      ae 

venientemente  l'orìgine  sull'asse  delle  x,  e  si  perviene  cosi  all'equazione  d'una 

logaritmica:  y=^ae'*, 

e)  Una  delle  più.  interessanti  curve  è  rappresentata  dall'  equazione 


a  .^ 


y  =  -^{^''-r^ 


■'), 


e  si  chiama  cattnaria,  perchè  in  Meccanica  si  dimostra  che  un  filo  flessibile  ed 
nejitendibile,  pesante  ed  omogeneo,  sospeso  per  gli  estremi,  assume  appunto  la 
orma  d'un  arco  di  tale  curva;  ed  inoltre,  col  vertice  in  alto,  questa  curva  dà  il 
iroiilo  delle  volte  senza  attrito.  Si  ha 


y'= '/.(«"-*  ").y" 

Te  seo^ue 
1 


1     f 


2a 


(,a^,     «)=JL. 


y 

a' 


te  te 


te  X 


-=l+y'=l +  •/.(«"-«    ')  =  '/»(«'•+«    '■)  =  7?. 


a' 


_._li<«j!*t« 


COSi'f 

ioè  yco8e=a.  Dunque  la  prtfjezione  dell'ordinata  sulla  normaU  è  costante.  Inoltre 

d»  1  y 


dx       cosf        a 


n 


,  delac6  d»=^adyj  poi  «  =  atg9,  contando  gli  archi  a  partire  dal  vertice  A. 
dunque  n  rtUifiea  Varco  AH  projetlando  VordincUa  $ulla  tangente. 


—  l«t  —  •        - 

d)  Si  ilimoBtm  inollrB,  ia  Uecctinic^i ,  che  ai  può  tkr  rarUre  U  denaiti  ili 
un  cftpo  all'altro  del  filo  in  moilo  che  questo  opponga,  bu  tuttA  la  flua  lunghexra. 
egiukl  reBiatenza  alla  rottura;  ma  in  tal  caso  la  fomui  che  il  filo  asaume  è  quoti* 
di  un'altra  curva,  che  sì  uliiama  appunto  catenaria  di  eguale  retittlenta,  ti 
ù  rappresentata  claU'ei|uaK)ODe  ;/ ^  —  aìagfoa — .  Questa  curva  è  costìtuiU  d> 
infiniti  rami,  che  ai  ottengono  spostando  succeitaivamente  di  2na,  parallelament* 
iilL'  asse  delle  asciBae.  in  iiu  senso  e  nell'altro,  il  ramo  compreso  fra  gli  assinlotl  * 
X  ^=::^  'Ijita,  il  quale  t^K'ca  l'asse  nell'  origine,  dove  tende  a  comportarsi  comt 
la  parabola  x*^2a;/.  Queato  ramo  centrale,  col  vertice  in  alto,  dà  ìl  profilo  dell* 
l'ulte  sen^a  *ovracarii'n. 

e)  Molto  notevole  è  la  spirale  logaritmica,  ossia  la  curva  che  l'aoinfru 
^titio  un  anyo/c  ciulanU  le  rrlle  uacatti  ila  un  puiUo.  Se  w  è  costante,  posto  m=cot(U. 

jj  da  tgù>  =  r/r'  si  ricava  r'/r=m,   poi  logr  =  ni6 -J-logn,  e 

finalmente  r:^ae  .  Questa  è  l' equazione  della  spirale  lo- 
garitmica. h&  Bottonormale  polare  è  r'^mr,  la  sottotan- 
gente^ r'/r'  =  r/rn.  Dunque  sottotangente  e  sottoo ormala 
(polari)  sono  proponionoli  al  raggio  vettore.  Si  ha  puro, 
sue  cesai  v  amen  t« , 

'i6        '        '  m  '  COSO) 

11  cosi .  mentre  H  percorre  la  curva,  V  arco  di  spimle,  eoli- 
tato  a  partire  dal  polo,  fino  ad  M,  si  trova  lul  ogni  isUuiH 
f  rettiti  ato  in  MT.  Da  questa  proprietà  ne  segue  immediatamente  un'  altra,  per  U 
l  quale  la  spirale  logaritmica  viene  utilizzata  in  pratica;  re  In  tpiralr  rotola,  tent 
f  atriiciare,  tiipra  una  reità,  il  ano  pula  deterive  una  retta.  Finalmente  qui  ci  si  p»fl 
1  fenttt  l'occasione  di  far  notare  come  il  rapporto  d'un  arco  infinitesimo  alla  sn 
[  corda  possa  ('./r.  §183)  non  tendere  ail  1.  Infatti,  quando  M  tende,  lungo  ilM 
1  spirale  logaritmica,  a  confondersi  col  polo  0  di  questa  curva,  il  rapporto  deU^ 
I, corda  OU  all'arco  OU  non  cessa  di  mantenersi  uguale  a  cosu.  Peraltro  sì  un 
\  «he  n.m  esiste  la  tangente  in  0. 

/}  Se  si  vuole  una  curva  che  abbia  la  notlonormnU  polare  cottarttt,  hiaog 

[-porre  r'=sa.  Ne  segue,  orientando  convenientemente  russo   polare,   r^=a6.  i 

curva  rappresentata  da  questa  equazione  si  chiama  apirt 

di  Archimede.  Mentre  6  cresce  da  0  all'infinito,  &i  va 

0  ad  '1,7:,  perchè  tgu  =  0,  e  però  la  curva  esce  dal  ]^ 

-   tangenzialmente  all'osse   polare,  per  tendere  poi  a  divenl 

normale  ai  suoi  raggi  vettori.  Evidentemente  i  punti  N, 

stremi  delle  sottouormoli  polari,  stanno  sopra  una  circoB 

renza  di  raggio  a,  col  centro  nel   polo.  Da  ogui   punto 

questa  circonferenza  si  possono  condurre  alla  curva  infii 

li  punti  d'incidenza  stanno  sopra  una  retl«J 

e  il  polo.  Ma  questa  proprietà  è  ben  lungi  dal  ed 

mede.  Cosi,  per  esempio,  godono  di  tale  proprie» 


'  teriziare  la  spirale 


*  Degli  BMlnloli,  gii  ni 
nvnle  nel  «197. 


n  Oeometrla  anEillti 


pid  •« 


ve  ruppreaentota  dall' equaaione  6=^— -|-A!og  — ,  tr 
.a  spirale  di  Archimede.  Un'altra  proprietà  di  questa  e 
Jiirre  dall' equazione  r^aO,  dopo  aver  tracciato  un  oiivalo  di 
r^gio  arbitrario,  maggiore  di  o ,  e  concentrico  al  circolo  di  rag- 
■T  fi,  e  dopo  a^ere  dai  punti  Q  e  Q',  nei  quali  i  raggi  settori 
'<L  e.l  OM'  ineontrano  la  circonferenza  del  suddetto  circolo , 
'Ijtte  le  tangenti  QP  e  Q'P'  all'altra  circonfereuKa.  Si  os- 
ivi infatti  che,  per  l'eguaglianza  evi. lente  fra  i  triangoli  rettangoli  OPQ  ed 
'iP'Q',  l'angolo  POF  è  uguale  a  QOQ',  osaia  a  59,  e  però  la  lunghezea  dell'arco 
l'P'  i-  aSt=^Si:  Intanto,  se  si  fisaii  in  A  l'origine  degli  archi  della  circonferenza 


«r.'ol'?'=arcoAP'  — nrcoAP     .     8,-  =  OM' —  OM  =  QM  —  tj'M'  , 
'oQiie,  aggiiingeado  anche  FQ  =  1''Q',  segue 

arcoAP  4-  Pti  -i-  l^M  ^  artaAl''  -f  P'ii'  +  Q'M'  , 

il'.'  li  dire  che  il  punto  M,   mobile  lungo  la  curva,  può  essere  coUegnto  al  punto 

"«j  À  mediante  un  filo  flessibile  ed  ineatendibile  APQH,  costantemente  teso,  ma 
■iligato  a  poggiare  sulla  circonferenza  ed  a  passare  per  Q.  Su  questa  osserva- 
'n-  ^  fiondato  un  apparecchio  assai  semplice  *,  che  pui»  servire  a  descrivere  la 
mie  di  Archimede;  ed  alla  medesima  proprietà  (8r  =:  n58)  si  deve  l' uso  che  si 
1(1  pratica  della  spiralo  stessa  come  profilo  di  eccentrico,  atto  a  produrre  un 

■l'j  uniforme. 

g)  Va'  altra  curva  è  caratterizzata  dalla  proprietà  di  avere  la  toltoUxni/tnle 

"'tit  ruttante.  Bssa  ai  chiama  tptralt  iperbolica,  ed  è  rappresentata  dall'equo- 

'  11"  ii^=a.  Per  Q  inlìniteaimo,  r  è  infinitamen- 
::riiiule,  e  però  la  curva  si  estende  all' infinito; 
I  l'iò  avviene  assin loticamente  ad  una  retta,  che 

i-:i.  net  a  dall'asse  polare,  perchè  limr^enO^^a. 

•  i  •-■e.  quando  6  cresce  all'infinito,  r  tende  a  0, 
■  riacendo  sempre,  cioè  la  curva  si  avvolge  in- 
."nitamente  intomo  al  polo,  senza  raggiungerlo 
II,  1  piinlj  T,  estremi  delle  sottotangenti,  stan- 

'i-idento mente  sopra  una  circonferenza  di  raggio  a,  col  centro  nel  polo.  iJa 
j!iL  punto  dì  questa  circonferenza  si  possono  condurre  infinite  tangenti  alla  cur- 
-  "I  i  punti  ili  contatto  stanno  aoprn  una  retta,  che  contiene  il  polo.  Ciò  spiega 
'  t;jiapteta  indeterminazione  della  tangente  nel  polo. 

hj  L'ultima  proprietà  della  spirale  iperbolica  appartiene  anche  al  altre  cur- 

senO 
t  in  particolare  alla  eocleaidt,  linea  rappresentata  dall'equazione  r==a — — . 


«(u-»)^ 


0  d'altra  parte  nel  t.riiingolo  OMS,  il  f 
geuto  La  M  ton  lii 
l^s^        al  raggio  vettore,  : 


jb  aimmetrka  dell'asse  polai 


86n((D  —  6) 


vale  a  dire  che  S  appartiene  alla  circonferenza  di  roggio  n, 
col  centro  nel  polo,  Dimqtte  le  t&ngenti  negli  infiniti  punti, 
che  appartengono  ad  uno  stesso  raggio  vettore ,  concorrono  in  un  punto  della  pre- 
detto circonferenia ,  proprio  come  avviene  por  la  spirale  iperbolica,  tranne  che  il 
punto  di  coaconso  S  è  il  simmetrico  del  vertice  A  rispetto  al  raggio  vettore  nul 
caso  della  oocleoide ,  mentre  per  l' altra  curva  il  punto  S  appartiene  alla  perpen- 
dicolare elevata  dal  polo  al  raggio  vettore. 

i)  La  curva  rappresentata  dall'equazione  r:^ofl/9eaO  ai  chiama  qvadrit' 

,  e  consta  d'una  infiniti  di  rami,  fra  i  quali  uno,  compreso  fra  gli  MainWti 

lesino,  liu  qualche  riiasoniiglianr.a  con  un  ramo  di  catenaria  di  eguale  rMÌ- 

stenza,  ed  è  particolarmente  notevole  per  l' applicazione  ftt- 

tane  dagli  anticlii  *  al  problema  della  quadratura  del  circolo.  Si 

costruisce  la  normale  in  un  punto  qualunque  oaservanio  eli» 

la  pi'ojeiione  dtlla  noiinalf  polare  »uH'a«f  polare  è  eottatUe.  Io— 

-  fatti  da  i>aen6;^«9  si  ricava,  derivando,  rcosÒ -j-r'senfl^"- 


Dall'  equazione  in  coordinate  cartesiane  i  ;/ 


f!/=j:c.ot  —1  3 


dedu- 


ponendo  per  xcot  —  il  suo  sviluppo  a  - 


•óa   ' 


,  cbfll» 


[_eurva,  intorno  al  vertice,  si  comporta  come  la  parabola  x*  ;=3ay. 

yj  Se  a  tutti  i  raggi  vettori  d' una  ctirvu  si  aggiunge  o  ai  sottrae  una  Iuh' 
Cghessa  costante,  si  ottiene  un'altra  curva,  che  si  dice  cun'tiide  della. prima.  SlocO- 
e  la  fonaione  r  resta  invariata  quando  ad  r  ai  aggiunge  una  eostante,  si  veJv 
o  ohe  le  normali  a,  tutte  le  concoidi  iCuiia  oitrvii.  nei 2>iinli  filvali  sopra  uno  'U-9 
rayi/ìa  vetture,   a-naurrmio  in  un  punto  della  perpendiciiliirK 
elevala  dal  jmlo  al  rayijio  vetUire.   Cou  ciò  ai  ha  il  nieaio  itt 
costruire  le  nonuali  ad  una  curva  quando  si  conoBconO  IV 
normali  ail  una  delle  sue  concoidi.  É  interessante  osHM 
_  vare  che  le  concoidi  d"  una  spirale  di  Archimede  risptìtW 
ou  tutte  uguali  alla  spirale  steasa.  e  ne  rappr^ 
e  iufinìte  posizioni  possìbili  intorno  ni  polo.  Htf 
tevolf  È  la  concilile  propriamente  detta,  ossia  la  concoide  della  retta,  che  ha  di 
forme  differenti  aecondo  che  il  segmento  da  aggiungere  o  sottrarre  ai  raggi  Ti 
tori  è  minore  o  maggiore  della  distanza  fra  la  retta  ed  il  polo.  Questa  curva  I 
ideata,  come  la  quadratrice  ed  altre  curve,  per  (rMernre  **  gli  angoli. 

M  Più  iwportanto  ancora  i  lu  concoide  del  circolo  rispetto  od  uno  di 


•  V>Ji  lo  CoH/irenit  di  F.  Kl. 
P.  Giudice,  p.  46). 

**  Klein  «  Co'ifaeme,  ecc. u  p. £ 
SfWfitlU  a^tiraiwftfM  luitf  Iranieei 


inpi-a  alcune  questi 


lì  di  Gaomeli-ia  elementare  {Ut 


8,  Pfr  aver  noliiie  au  ceiiiìiisJH  Ji  allra  cur»e  ncU  I^ 
identen  Kuiven  der^BI>e»t  ^Lrijitig.  Tiabiwr). 


—  2U1  - 
>  luti:  rr=a eoe 6 -)-/».  Essa  ni  cliiiunn  lumaca,  eil  Ila  tre  forme  ilifFerenti  sepoiila 

iie  la  liingbeKxn  li  (che  «i  può  sempre  BUpporre  positiva)  è  minare  di  ti,  o  cout- 
il'"sa  fra  a  6  2n,  o  inagKiorf^  ^''  2(7,  Per  fttsa 
Ji  ha  lina  speci&le  lujnutaj,  dutta  cardioide, 
t!i«'  separa,  per  cosi  diro,  il  tipa  delle  liiioaclie 

iie  «>nt«Dgoiio  il  polo,  Q  9on  provviste  <!' un 

■  ijipio  interno  (ft<<»),  dalle  altro  (ft>o)  oho 
■i.Ti  uout«ngoito  il  polo.  Per  sapere,  intanto,  se 
:>i  lurva  passa  nel  polo,  e  fjuali  rette  tocca  in 
[((■^to  punto.  bflHta  porre  r=:0.  per  ricavamt- 

■  "(1=  — Ai'a  ,  e:]uaxìoiie  che  forniw'e  valori 
; -.ili  di  ft  solo  perfida.  Per  sapere  ae  la  ciirvii  *        "^ 

iiiiontm  in  altri  punti  l'asse  ^lolare  liisogna  porre  8=^i,t;,  e  porUru  lu  lunglitizs» 
i  —I—  l)"o  -|-  b  uel  senso  positivo  dell'asse  polare,  o  nel  senao  negativo,  aecondo 
<:he  a  è  pari  o  diapari.  Si  ottengono  cosi  due  punti ,  situati  olle  di^tanr.e  a  -]-  b  ed 
A~i  dal  polo,  e  si  vede  che  per  {-^a  la  curva  circonda  il  polo  in  tutte  lo  dira~ 
limi.  Pia  oltre  si  veJr^  che  solo  per  b'>  ìa  essa  è  tutta  convessa.  Per  costruire 
la  normale  in  un  punto  qualunque  M  basta  coiv/ìungere  M  mi  jmniii  diiinKtraimenU 
tjifeito,  tuUa  drp'mfenni^n,  al  punto  di  quetta,  che  ala  *al  rai/i/i 
l)  Se  ad  una  i-ui'vii  r^/(^)  se  ne  fa  corrispoudei't 


l'altra,  deHui 


'    «+/(•)' 

Hill  oasei'vare  che  r'jr  =/'!/'  per  accorgersi  che  tt  taiujeiilt  nei  punti  dtlle  rfite 
<vt,ixhii  appartengono  ad  «no  stetii'i  ra'jijio  vetttirt,  cuncorrniui  iiilln  jierprniliùolare 
■mia  dal  p>ifc  al  foy-jìii  veitnie.  In  pai'ticolare,  fra  le  curve  che  corrispon.lono  alla 
ns  r^ji/t-cosO,  sì  trova  laconica  r  =  pj(l  -^  kcoa9),  e  si  ottiene  una  coatru- 
>DM  delle  taugsDti  al  una  eunicH,  che  in  l'unlo  equivale  nlla  nata  proprietà:  «e 
'  rette  li  lai/lian"  ••rtiigumtlmeitle,  in  uw  dei  /au-hì  d' una  o""ii'-'i .  «iiw^unii  lU  tue  tn- 
''nt  la  diitttrix,  oi/iTitponiiealt  al  fuoco  ohe  ni  aontùUra,  nel  poi»  dell'  altra. 

m)Bì  chiamano  t  pi  rati  timi  tu  idi  *  le  curve  rappreiwntute  dall'equazione 
^n'-spnn.fl.  Siccome  ai  ha  r"'-'/=  a'"cosuift  ,  t.;;w  =  r/f';=  tgniO  .  ai  vede 
'  u  varia  proporzionalmente  a  0 ,  vale  a  dire  che ,  ae  il  raggiti  vettore  nita  uni- 
"■«iHcnfc  intumo  al  palo,  la  latu/tHlt  ruta  unifarmemtnte  inlonw  ni  jiiiniu  di  conliUlo. 
r  r|ue«tn  ragione  le  spirali  sinusoidi  si  chianiano  anche  li- 
(iil  injleuione  proporzionale.  Esse  comprendono  parecchit- 
■V»  notevoli,  come  la  jiarabolu  (col  fuoro  nel  ] 
-  —  '/j ,  e  r  iperbole  eqiiiiiittra  f  col  centro  nel  polo  )  jM-r 
..  —  2.  Per  ni^^'/,  ai  ritrova  la  canlioide,  e  per  tn=^'i  ' 
■itiene  un'altra  notevole  curva,  detta  Umniicata.  Questji,  come  ogni  altra 
rute  ainiiaoide  corrìspondoute  ad  un  valore  positivo  di  m,  passa  nel  polo,  ed  è 
Ni  raccolta  a  distanza  finilji,  mentre  le  spirali  corrispondenti  n  valori  iiefjativi 
■Il  ri  intendono  nll' infinito,  e  non  contengono  il  polo. 


0  parecchi!-  ^ — -v.        ^ s. 

1  polo)  per  (  X^  ) 

d  polo)  iM-r  V — -^^/^ — y 


*  Pn  le  proprìeilk  Jì  quMte  e  dì  allre  curve  aiinloi^he 
.-ti*  t«  DMtre  Lesioni  di  Geometrìa  tntrìmeea.  p.  -15. 


191,  La  propoaizioue  foudameiitaie  del  Caiiwlu  (§  150)  sì  può  Aucba 
utilizzare  ia  forma  geometrica.  Se,  per  esempio,  si  tratta  di  costruire  U 
tnogeate  ad  una  curva ,  io  uu  punto  M ,  sì  può  iil  punto  M',  iulìuitameiile 
viciuo  ad  M  sulla  curva,  sostituire  un  punto  M"  intìiiìtameute  vicino  ad 
M',  purché  la  dislauKa  M'M"  sia  inllnitamente  piccola  rispetto  ad  M&l', 
vale  a  dire  clie  si  abbia  liin(M'M"/MM')=^0.  Infatti,  ammessa  l'esistaiua 
della  tangente,  a  cui  tende  MM',  auclie  MM"  deve  tendere  alla  medesima 
retta,  peitliè  nel  triangolo  ^IM'M",  qualunque  sia  l'angolo  in  M",  si  ha 


limaenM'MM". 

IjDlamo  qui  appresso  alcuni  •  esempii 
a)  Quando  un  circolo  rotola,  sei 
punto  della  sua  circonferenza  descrive  ui 
N  ed  N'  i  punti  nei  quali  la  cinJOufereL 
mente  vicine,  tocoa  la  retta;  e  siano  M 


M'M" 


iMM"M'^ 


relht.  nuenn 
,  che  si  ciiiama  eioloidt.  SiuO 

idenita  in  due  posizioni  inftnìUr 


punto  die 


id  M'  le  corrispondenti  posizioni  di  q^urf  , 
-e  la  cicloide.  Per  [laasare  da  M  ad  M' li 
può  evidentemente  immaginare  che  il  circolo  prima  roti 
intomo  al  suo  centro .  in  modo  da  portare  in  L  il  punto 
M ,  allontanandolo  cobi  da  K  (sulla  retta)  per  un  arco  HI' 
uguale  ad  NN';  e  poi  che  il  dro.olo  stesso  si  trMferÌ»w. 
parallelamente  alla  rettA.  nella  sita  seconda  posicione, ii> 
modo  che  il  punto  M,  già  venuto  in  L,  vada  poi  in  M| 
9Mc.TÌveudo  il  segmento  LM'  ^=  NN'.  Othene  su  questo  segmento  si  può  ad  If  ««- 
■titu Ire  un  punto  M",  tale  che  LM"^LM,  trascurando  cosi  la  di^erenia 

LM'  — LM"  =  ar.ioLM:  — cordiiLM  , 
ìnliiiilifsiiiiii  dei  terso  ordine;  e  la  normale  in  M  alla  cicloide  si  potrà  considertir» 
(tome  lìmite  della  perpendicolare  condotta  da  L  ad  MM".  Intanto,  se  le  parallel* 
condotte  i>er  L  e  I  5f  alla  retta  tisaa  incontrano  la  ciroonlerensia  in  V  e  Q ,  i 
uliiaro  che,  essendo  isosoele  il  triangolo  LMM",  lii.  suddetta  perpendicolare  divide 
per  meta  l'arco  MNP,  e  però  la  normaìe  in  M  divìde  per  metà  l'arco  MNQ,  citte 
prufNi  pei-  N.  Questa  jiroprietà  sarà  più  innanzi  (§  lUl.' ,  »)  confermata  dal  caIcoIo.  ' 

II)  Consideriamo  la  curva  deiicritta  dal  vertice  JI  d' un  angolo  cotlanU,  i  col 
luti  si  spoatiino  nel  piano  tangenzialmente  a  due  curve  date.  !l!iaDO  F  e  Q  i  puiili  ' 
di  contatto  per  una  data  posizione  dell'angolo;  siano  P'  e  Q' 
yli  analoglii  punti  quando  il  vertice  si  trova  nella  ]i08LzionB  M', 
infinitamente  proasiina  ad  SI  ;  sia  M"  il  punto  comune  alle  b»- 
rallele  condotte  per  P  e  Q  ai  lati  dell'angolo  nella  seconda  pò-  ' 
sizione,  e  si  noti  che  le  diatan^e  di  M"  a  questi  lati  sono  gen»- 
neralmente  infinitesime  del  secondo  ordino,  perchè  ciascuna  dl'l 
esse  à  uguale  alla  distanza  fra  la  tangente  ad  una  curva  ed  uftl 
]iuiito  inlinitiimente  vicino  al  punto  di  contatto.  È  facile  dedurne  che  anche  ìilt 

*  Il  lellore  troTsrà  più  «tVft»  *pp1ÌCiit>ooi  dj  queito  prìocipia  nei  vcccbl  ma  aempii 
Miiti  ÉléinenU  ie  Calmi  v'/lnitéiìnial.  ài  Dubamel  (i  I    IÌ't-  h 


^■ranflnitwiino  d'on  orJiae  superiore,  e  però  la  tangente  (^e^cata  k  il  limit»  della 

^^tt«  MM";  ma.  per  l'eguagtÌMizft  Im  gì'  angoli  M  ed  M",  il  punto  M"  appar- 

tiena  alla  circonferenza  fiaaa  MTQ,  e  perù  MM"  tende  a  toccare,  in  M,  qawta 

circoufttrensa.  Dunque  la  nonnaie,  in  M,  a!  luogo  dei  vertici,  ti oiUene  congiun- 

yenJo'Jti   col  punto  d' incontro  <ìelU  nni-mali  in  P  e  Q  alle  eurve  date. 

e)  Si  chiama  pedale  d'una  curva,  rispetto  ad  un  punto  qiialunque  O,  il 
luogo  dei  piedi  delle  perpendicolari  condotte  da  O  sulle  tangenti  alla  curva.  Sa  M 
*  an  punto  di  questa  curva,  e  P  la  projesione  di  O  aidla  tangente  in  M,  la  nor- 
male in  P  alla  pedale  ai  coelraisce  eoni/iuagendo  P  al  p'tnlo  medio  dì  OM-  (Questa 
costruzione  bì  deduce  subito  dalla  precedente ,  dopo  avere  ossorrato  die ,  nel  caso 
attuale,  l'angolo  è  retto,  ed  ima  delle  due  curve  si  riduce  ad  un  punto.  Cosi ,  per 
eaempio,  si  ritrova  la  coetrueione  già  ottenuta  (§  190,  jt)  per  le  normali  ad  una 
lumaca,  giacché  si  constata  tiuiilmente  che  la  curva  r  =^(icos6  -j-  h  si  può  anche 
considerare  come  pedale  d' un  circolo  di  raggio  6,  rispetto  ail  un  punto  situato 
alla  distansiv  a  dal  centro.  In  particolare,  se  si  hanno  due  circoli  tangt'uti,  ano 
■  M  (|uit]i  doppio  dell'altro,  la  pedale  de'  cirrolo  esterno,  rispetto  al  punto  di  oon- 
laCto,  è  concoide  del  circolo  iat^rno:  casa  •:  una  cardioide. 

d)  Per  finire  si  consideri  un'elliiiae.  ì^iano  M  ed  M'  due  punti  luti  ni  lumen  la 
vicini  su  questa  curva,  siano  F  ed  F'  i  fuochi,  e  si  projetti  il  in  P  su  M'F,  ed 
.\t'  in  P"  su  M.F'.  A  prescioJere  da  infìnitesimi  del  secondo  ordiae  si  può  sc-rtvore 

tM'P  =  M'F-MF  ,  MP'=MF -M'F'  ,  M'P-HP'=(M'FtM'F'ì-(MF+MF'>=0  . 

Dun.|ue  M'P  =  MP';  poi,  dividendo  per  JIM',  si  ottiene  cobMM'F  =i'0«M'MF'. 
e  finalmente,  passando  al  limite,  T-UF' ^  TMF',  cioè  la  tanyettlr  i  ur/H/itmenle  tu- 
clinata  muì  raggi  ueltori.  K  questa  una  proprifti  caratturìatica  dell'  ellisse ,  giacché 
daJr  ullima  eguagHanaa  si  trae,  seguendo  il  cammino  invereo,  M^'=MP';  quin- 
di, scrivendo  rfMF  per  M'P,  e  — dMF'  per  MP',  si  ottiene  l'eguagliauBa  ««itti 
rfUF -)-dMF'  =  0,  e  finalmente  MF  +  MF'  =  co«(anfe.  In  modo  analogo  ai  con- 
duca la  dimoHtrnziorie  nel  c«eo  dell'iperbole,  e  più  «emplicemente  ancora  per  la 
parabola. 

htì.  Defiaìzlonl.  Si  chìitain  angolo  di  oontingetiza  il  ditlèreazialfl 
sostituibile  (('/;•.  §  157)  all'angolo  delle  tiiug^iiti  ad  una  curva,  in  due  punti 
in  Unita  mente  vicini  ;  ed  il  suo  rapporto  al  differeu^tiali!  dell'ureo  si  chiama 
■  l'fra/ura  della  line»  md  puiity  che  si  considera.  Evidentemente,  se  f 
1^  riacliiiazione  della  tangente  sopranna  retta  (issa,  l'angolo  di  contin- 
genza ò  df,  e  perà  la  curvatura  è  niisui'ata  dalla  derivata  di  9  rispetto 
all'arco  s.  Per  giustificare  la  precedente  deliniKione  della  curvatura  si 
osservi  che,  se  fuori  del  punto  M  si  prende,  sulla  curva,  un  punto  M', 
:iiibastnnza((7/)-.§  183)  vicino  ad  M  percliè  l'arcn  MM'  sia  tutto  convesso 
il.i  uno  stesso  lato,  è  naturale  dire  che  questo  arco  è,  per  un  dato  valori- 
«>  della  sua  lunghezza,  tanto  più  rtti-iy)  quanto  più  grande  è  l'angolo  B9 
.  He  tangenti  estreme:  ed  ^.  per  conseguen/.a,  naturale  assumei-e  come 


-  Li)  I  — 

ini*iira  ilttlla  CHPViitwi'.i  del  detto  ìU'oo  il  rapporto  9^,8* ,  che  ( 
piiiito  :i  (/9//sfinaiiiÌ(i,  fissato  M.  si  fa  tentlerd  M'  ud  M-  Ciò  prdmat 

lii  r'.!lta  li-"i,T  t-  l'asss  delle  nsci^RP-,  i  coseni  diri^ttor-i  dr'lla  tan^-fliile  sonu 


Nil  casod'ujia  L'ii'coufureuza  di  l'a^'giu  p  questa  l'uriuula  ci  dice  che  Ih 
curvatura  h  «o'^tautemento  Bsprossu,  lu  tutti  i  punti,  da  1/p;  e  però  ni  pin'' 
assarire  che  la  van'atwa  d'una  linea  i>lmia  quiihuìqite  è  misttitUa,  ft" 
rtyni punto,  dalla  cureatura  delta  circon/^rensn  del  suo  circolo  otctda- 
hre  (§  107 ,  t>).  È  per  questo  che  il  raggio  ed  il  centro  del  cii-colo  oscula- 
i'wa  si  chiamano  anche  raggio  di  cureatura  e  centì'o  di  currahira. 

193.  La  denuJKlone  dalla  curvatura  si  può  anche  giustificare  per  altra 
viu,  assumendo  prima  come  misura  della  curvatura  d'una  circonferenw 
il  numero  iuverso'di  quello  che  ne  misura  il  raj^io,  come  evideutements 
Hi  può  fare  dopo  avere  osservato  che  le  piccole  circonferenze  sono,  bbI 
MJiiso  voljjar^  della  parola,  più  curve  delle  grandi.  Dojio  ciò,  per  rnisuraiw 
la  curvatura  d'una  linea  qualunque  uel  punto  M,  si  considerino  tutte  le 
ciroonferenze  che  toccano  ìu  M  la  linea  stessa,  e  che  insieme  a  questa  ri- 
vjI^^oqo  la  loro  concavità  tutte  tu  uu  s;msa  K  chiaro  che,  sempre  secoada 
il  concetto  intuitivo  che  si  ha  della  curvatura,  si  può  dire  che  la  ilaea 
data  è  più  curva  delle  circcuifereuze  estertie,  meno  cui-va  delle  interne, 
e  sì  è  in  tal  modo  coadotti  ad  asserire  che  la  linea  è  tanto  curva  quanto  I 
la  circonferenza  del  suo  circolo  osculatore,  purché  prima  si  dimostri  che 
questa  appunto  è  la  lìnea  che  separa  le  circonferenze  esterne  dalle  inter- 
ne. FA  infatti,  se  r  è  il  raggio  d'una  cii-conferenza  tangente  alla  curva 
in  M,  ed  h  la  distanza  di  M'  alla  circonferenza  stessa,  sì  ha 


(2f  +  h)h  =  {Sx  +  raen  9)'  -|-  (8//  - 
:indo  gli  infinitesimi  d'un  ordine  superic 


Da?)'- 


(iWero.  ricoi-daiido  ciò  che  sì  è  detto  nel  g  ISi), 


—  wr»  — 

,8estpreade  s  par  vari.-ibile  iiulipeudeDte. 


dxii^i/  —  di/tPx  =  - 


tnenUc  fi  è  un  infìtiitesimo  ilei  secondo  online,  positivo  o  negativo. 
oad  M,  secondo  che  r<p  o  )■>?.  vale  a  dir«  che  i  punti  M'  suf- 
ricieutemente  vicini  iid  M  sono  tutti  esterni  o  tutti  interni  al  circolo, 
secoado  che  questo  è  interno  o  estei-uo  al  circolo  oscuhitore;  ma  per  i'^=^ 
ladistariza  h  diventa  infinitestma  d'un  oi-diiio  superiore  al  secondo,  ed 
hn  il  se'/uo  di  dp.  Ne  segue,  se  la  derivata  di  p  rispetto  ad  5  si  sappone 
routiiiua  e  diversa  da  zei-o  ìu  M.  e  se  la  curva  s'immagina  percorsa  nel 
sen<oÌn  cui  l'ai-co  s  va  crescendo,  che  i  punti  M'  sulllcieatam^nti?  vicini 
ali  M  sono,  jn-inta  di  M,  interni  al  circolo  osculatore,  ed  e- 
''iTni  tlOi>0,  se  la  curvatura  va  decrescendo;  ed  invece,  fiuan- 
'"  Il  curvatura  cresce  con  «,  i  punti  il'  sonn  estjrni  prÌmB| 
I  M,  ed  Inlei'ni  dopo.  Dunriue,  iu  geuer.ile.  (t  circolo  oscula-  ■ 
^'e  attracersa  la  cwva  nel  jiunlo  stesso  in  fH  la  toMit,  Tnt- 
■  può  darsi  che  ciò  non  avvenga  nei  punti  in  cui  »i  annulla  dft,  e  nei 
i|  par  consegnenza,  h  diventa  inflnit^^sima  almeno  del  quarto  ordine; 
Il  tutti  i  casi,  (t  cit'colo  oscillatore  in  un  punto  il  d'una  cun-a  èoa- 
Wlxzato  dalla  proprietà  di  avere,  dal  punti  M'  infìnitamenle  i-iclni 
1  curva,  distanze  in/initesime  d'un  ordinr  su/wriare  al  seconda. 

idi.  Se  II  è  il  punto  d'incontro  delle  normali  iu  M  ed  M',  è  facile  di- 
e  che  il  centro  dì  curvatura,  in  M,  è  la  posizione  limite  del  pun- 
Wf  quando,  (issato  M,  si  fa  tendere  M'  ad  M-  Infatti,  se  si  rappresenti 
ì  la  lunghe^Eita  del  segmento  Mtl,  la  distanzia  di  M  alla  normale  in 
dvo temente  uguale  ad  tisenSf ,  si  può  d'altra  parte  esprimere  come 
n  delle  prnjezioui  di  dx  f  Si/  sulla  tangente  in  M'.  dimodoclii' 

,n8(iì  =  co9(ip  4-  S9).5.r  -l-fleiil'9-f  Sip^.By  : 
,se  si  chiama  p  il  limite  di  n,  si  ha 

p(I(p  =  cos^.rf,r-|-8Pn(?.'/y~i/-  , 
I  a  dire  che  p  è  proprio  il  raggio  di  cun'atur'a.-  Si  può  dunque  all'ei'- 
r.3  che  te  noriitati  in  pitnti  infinitamente  ricini  ad  M  jmssnuo  a  di- 
',ize  infinitesime  dal  centro  di  cwcalura  M  M;  ed  è  poi  facile  apprez- 
ò  questi?  distanne  osservando  che  si  ha,  a  |)r'escindere  da  infiuitesinii 
fiori,  nell'ipotesi  che  la  variahile  indipendente  sia  y. 
dxSx-\-d>/Sy 


—  2(M»  — 


105.  La  (7)  include  tutte  le  altre  forinole,  che  servono  a  calcolare  la 
curvatura,  e  spesso  le  supera  per  semplicità  e  rapidità  di  calcolo.  Pren- 
dendo 


9  =  aro  tg  i/         o 


9  =  e-|-arctg-  ,  , 

r 


secondo  che  si  fa  uso  di  coordinate  cartesiane  odi  coordinate  polari,  si 
ottiene,  derivando. 


d^ 


y 


n 


(L 


e 


1 + //' 


dm  r  —  rr 

«0  ,.i  ^  ^' 


i    ' 


«  l)Oichè  //,•?  =  ^  I  +  ij'  .^/./- =  y  r*  +  '•'  -«^j  '"^i  ritrovano  le  formolo 


p-^ 


(l  +  /) 


-i 


i.4- 


.V 


»/ 


« 
/•   -j-  2/-  -    rr 


•■\S: 


Quando  la  curva  è  data  me<liajite  l'equazione  /\ir,2/)  =  0,  basta  richia- 
mare un  precedente  risultato  (§  175)  per  trasformare  la  prima  delle  (8)  in 


i/p= 


1     ' 

dx 

ày 

dx 

dx» 

ÒJcdy 

d/ 

ay 

dy 

ày 

dydx 

d;/' 

y'-^ì 


Orbene  anche  questa  si  può  far  discendere  dalla  (7).  Trattando  9  come 
funzione  di  00  e  di  y,  funzioni  di  ,9,  si  ha 

c/9      Ò9  dx      d9  di/  ^  ^?  ,  ,,„  „  <>? 

dtt        ox  dtt        Oy  ds  oc  U// 


e  per  conseguenza 


1        ò  ò 

—  ---  -—  sen  9  -  ,.     CO89 
p         Ox  Oj/ 


D'altra  part<»  (S  187)  si  sa  che  i  coseni  direttori  della  normale  sono 

1     a/  1_^ 


—  sen  09  = ,i-     .     CO8  o  == e— 


ao) 


Dunque 


ovvero 


p     i><^  \|/a7  ^'f    ^.'/  ^ Va?  ^^^  ' 

1  ^  Ay     a/  a     i     .^/^  _J  ^ 
9  ""  y^f    ^^  (^^  (/a?     ^y  ^y  Ka/  ' 


(11) 


l.iliit"stìi  uuiiupiirtaiittì  l'iìnìWla  di  Eotmet.  Un  calculu  lacile  dà 


I  liDVii  njiiLlinetite  la  funiiohi 


-g)[(0  +  (l)"l 


li/)' 


(I)' 


^  (!)■]■ 


In' UDII  dillerisce  dulia  (9).  QuHuto  alla  (li),  essa  è  ìiiiiwrtaiite  pei*cliè 
"l'Ite  iu  evidenza  il  carattere  invariautivo  della  ciii-vatura.  Infatti  un  liil 
'  u'ìittepe  ci  è  già  noto  (§  170)  per  ciò  che  riguarda  il  primo  termine  ik'I 
l'Cimdo  membro;  e  però  ci  basterà  mostrare  che  l'insieme  degli  altri  ter- 
mini ha  un  significato  geometrico,  indipendente  dagli  assi.  Ora,  se  si  rap- 
;i'i"<enta  brevemente  con  y  la  funzione  llVàf,  e  se  i>er  un  qualunque 
I    |iuiilo  M  della  data  curva  /*=0  si  conduce  la  linea  lungo  la  quale  rimane  co- 
■  «tante  la  funzione  ff,  è  facile  calcolare  l'auiiolo  tu  delle  due  linee,  in  M.  In- 
L  falli, scritte  le  (10)  relative  alla  seconda  linea,  si  (rovii  f^Hbito(r/r.§178,  a) 


Vv>/ 


\&c  a;s  ■''  iV  iy) 


IHii.  Bterdiii:  <■)  I'roi"3niamo. 

Ik'^iIÌ  tutt«,  dopo  il  circolo,  osbìb, 
Wti  riilcice  a'i  un  circolo  por  »n  = 


i  di  l'Ostruire  ì  reiitri  ili  eiirvutura  delle  linw* 
Q  nello  pratica;  e  cominMamo  dalla  iilìi  seni- 
dalia  "pirale  liyanlmita  {r^ae""),  che  del  re- 
:0.  Siccome  i-'^mr,  i-"=i7ir'^Bi'r,  ai  hft 

./Ti"'»      _ 


■  n',  e  la  spronila  formulu  (81  mostra  i^he  p  diventa  uguale  »  1'  i 

I  l'Ili  rapi  riamente  si  giunge  a  <]iitato  risultato  meri'è  la  (7),  osaervando  che  da 

=:(l-)-(it  segue  df  =1,6;  aicrht.  esuenilo  (i«=:iMifl,  si  trova  siiliito  p^=n,  vale 

lire  rlie  arila  ijiìraU  logaritmi'':"  il  rag'jiv  lU  ciirviiliira  è  iiganle  alla  nnrmaXt  Jtolarf 

I  Dunque  (V/ir-.  §  ISIO,  t)  il  centra  di  curvatura  è  N,  Queata  proprietà  apparisce  evi- 

I  Jenle  se,  ricordando  le  co»e  dette  nel  §  194,  si  osserva  che  il  punto  H,  comune  alle 

'  Botmali  in  M  ed  M',  appartiene  alla  cinonfurenza  OMM',  giacché  OMH  —  OM'H. 

,'  urlilo  M'  t«nle  ad  M,  la  circonferenza  tende  a  dtveutAre  tangente  alla  curva, 

M .  e  però  H  tende  a  confondersi  con  N  ,  punto  diametralmente  opposto  ad  SI 

In  i-trconiereiiBR  limita.  Precadenteraent*  ai  è  visto  che  la  tangente  [Kilare,  cÌot 

r.  rappresenta  la  lunghezza  dell'arco  OH-  el  ora  si  noti  la  relazione  p^uw. 

■  -il  lef^e.  per  cosi  dire,  nel  triangolo  NMT-  Per  ogni  curva  piana  si  può  anii- 

_McaenI«  considerare  la  relaziono  tra  «  e  p,  che  si  chiama  equuaont  iutrimxca 

j  curva,  ed  è  sufficient*  *  per  definirne  la  forma. 

"  St«*nttri«  intrvueta,  (i  ~. 


•*<■■■■  ■■ 


—  2<)8  — 


.'/ 


ìt)  Pt*r  la  hf/aritmica  fij  =:=  ae^  j  si  ha  //'  =i^  —  =l^  tg^  .  //"= 
])rì|iia  delle  (H)  dà 


<«9 


a 


a 


;  ({iiindi  la 


? 


//"f(.)s*^9        sen^cos*^        »en^        C0S9 


Siano  T  ed  X  i  punti  nei  ([iiali  la  tangente  e  la  normale  incontrano  l'assintoto. 
Se  la  perpendicolare  elevata  da  T  all'assiutoto  incontra  in  H  la  normale,  il  rntj- 
t/io  (li  cuix'atura  è  lungo  quanto  il  /teijmenfo  NH.  e  però  il  centro  C  si  può  costruire 
prendendo  HC  =:  NM. 

r.  Per  V  ipcrbolt  equilatera,  riferita  agli  assintoti.  si  ha 

a^ 

7] 


^  , __^..__Ji 


./'. 


X 


V  p  M'ò  MTU  =  6  :   poi 


9«* 


.^ 


.n 


X  X  X         X  2<i 

Dunque  il  raijyin  di  curvatura  vaì'ia  lìropurziawdmentt  al  culto  del  diametro.  Pur  co- 
.  truire  il  centro  di  curvatura  ri\  osservi  che  si  ha 


,.3 


..» 


r 


^       2«*        2xì/         sent^O 


M(v>  . 


Dunque  MC  =  M.Q,  ci.»;!  il  centro  di  cuiTatura  è  tfimuielrico  di  Q  jrùfpttU»  cui  M.  AI 
r.ielesimo  risultato  si  giunge  immeliatamente  mercè  la  (7),  giacché,  essendo 
9  =  TT  —  0 .  si  ha  r/9  =  —  f/6 ,  e  per  conseguenza  p  ==  —  n.  Qui  notiamo  che.  se 
si  prendono  altri  due  punti  M'  ed  M"  sulla  curva,  il  segmento  rettilineo,  che  va 
dal  centro  del  circolo  MM'M"  air  ortocentro  del  triangolo  MM'M" ,  è  diviso  nel 
raf)])orto  di  1  a  2  d!\l  baricentro  dello  stesso  triangolo;  e  che,  d'altra  parte,  per 
una  nota  proprietà  dell'iperbole  equilatera,  l'ortocentro  appartiene  alla  curva. 
Dunque,  se  M'  ei  M"  tsnlono  ad  M,  siccome  il  baricentro  ed  il  centro  del  cir- 
colo circoscritto  tendono  a  contbn  lersi  risiiettivamente  con  M  e  con  C,  è  chiaro 
che  l'ortocentro  tenie  al  punto  H  d'incontro  della  normale  con  P altro  ramo  del- 
l' iperbole,  e  che  si  ha  MII  =  2p.  In  altri  termini  l' diametro  del  circolo  a$JUÌ€Uore  in 
un  punto  qualunque  di  ti n  iperbole  e'iuil.ittra  è  uyuale  al  segmento  che  la  curva  stenta 
determina  «uVa  iwnnale. 

d)  Notevole  ò  la  cardioide^  anche  per  la  facilità  con  cui  si  lascia  rettificare. 
Da  r==/f(I  -f-cosO)  si  deluco,  successivamente, 

di         J ;«  0  0 

r=  —  rtsenO     .     -     =  v  r*  +  r' =  2acos —     ,     «=:4asen —   , 

(.0         '       ^  2      '  2    ' 

ponenlo  nel  vertice  A  l'origino  degli  archi.  Se  il  raggio  vettore  OM  incontra  in 
K  la  circonferenza  che  ]>assa  per  A,  col  centro  nel  polo,  si  vede  che  Varco  AM  è 
l'ingo  quanto  il  negmento  rettilineo  AK.  Ne  segue,  in  particolare,  che  la  lunghesn 
dell'  intera  cardioide  è  Sa,  Inoltre 


r"=:^  —  acosO  ,  r  — r/'  =  a-(l -f- ^osO)=  *;,n'  ,  p  =  -j 


«'+*/.»' 


? = Vi" 


r    ■ 
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Dunque  il  centro  di  curvatura,  in  M,  divide  la  noì^male  polare  nel  rapporto  di  2  acf  1. 
A  questa  proprietà  si  giunge  più  rapidamente  mercè  la  (7),  quando  sia  già  nota 
la  costruzione  della  normale.  Si  descriva  infatti  la  circonferenza  di  diametro  a  , 
che  ha  per  concoide  (§  190,  À:),  rispetto  ad  un  suo  punto  0,  la  curva  considerata; 
già  I*  il  suo  centro,  L  quel  suo  punto,  che  sta  sul  raggio 
vettore  OM,  ed  N  il  punto  diametralmente  opposto  ad  L.  K 
noto  clie  la  normale  alla  cardioide,  in  M,  è  MN.  Dal  fatto  che 


il  triangolo  MLN  è  isoscele,  come  OPL,  segue  LMN  =  */jO.  ^r^tjK 
Dunque  P inclinazione  della  normale  sull'asso  polare  ò  7t^>         ^---U  y 
Buchù  ^9  =  '/jf/0 ,  e  per  conseguenza  p  =  */,?*.  Sia  H  l' al- 
tro  punto  della  circonferenza,  che  sta  su  MN.  Evidente- 
mente, poiché  il  triangolo  MLN  è  isoscele.  II,  projezione  di  L  su  MN,  divide 
MN  per  metà.  Sia  M'  il  simmetrico  di  L  rispetto  ad  IT.  La  retta  PM'  incontra 
MN  nel  centro  di  curvatura.  Infatti  il  i>unto  C,  cosi  costruito,  è  il  baricentro 
del  triangolo  LNM';  e  però 

MC  =  MH  +  */3li^'  =  V3^il^^'/V^^'^'  • 

Finalmente  si  noti  che  l'equazione  intrinseca  della  cardioide  è  «*-j-  dp^  =  costante, 
^e  poi  si  computano  gli  archi  a  j)artire  dal  polo ,  si  trova  che  la  lunghezza  deWarco 
OM  è  «==  4a  (1  —  sen*/j6),  e  d' altra  parte  la  lunghezza  ddla  corda  OM  ò 


«» 


r  =  a(l -f- CO8  0)  =  «  —  ;:—  . 

Sa 

A  questa  relazione  si  può  anche  giungere  per  via  geometrica,  dopo  avere  osser- 
vato che,  in  virtù  dell'equazione  stessa  della  cardioi<le,  la  perpendicolare  condotta 
per  A  ad  OM  passa  nel  simmetrico  di  K  rispetto  ad  M;  quindi  AK'=^4rt.2MK, 
W8ia  (4a  —  «)*  =  8a(2a  —  r)jecc.  Ne  segue  che,  quando  M  tende  ad  0,  la  dif- 
ferenza fra  Parco  e  la  corda  è  infinitesima,  non  del  terzo  ordine  {c/r.  §  186),  ma 
del  secondo:  ciò  si  deve  al  fatto  che,  in  O,  la  curvatura  è  infinita. 

e)  Dall'equazione  delle  ninraìi  sinanoidi  r'**  =  a"*senw<0  si  deduce  i****~V  = 
a-co8fitO,  poi  (m  —  Dr^-V*  -\-  r^-'^r"^  —  mr"^,  cioè  (w  —  l)r'*  -}-  rr"=  —  mr\ 
e  finalmente  r'*  —  rr''  =  »ij(r'  -[-  ''^)'  Dunque 


.1 


(r'  +  rY  _ 


\/r'  +  r'' 


n 


(l+«i)(r«-f  r')  1+'»  l+f^ 

risultato  evidente,  per  la  (7),  giacché  9=6  -|-  a)=(l  -}- w)0.  Ne  segue  che  il  rag- 
$io  di  curvatura  è  pi'opoi'zionale  alla  normale  polare.  Per  fn  =  —  2  e  per  m  =  */j  si 
ritrovano  le  precedenti  costruzioni  del  centro  di  curvatura  dell'  iperbole  equila- 
tera e  della  cardioide;  per  7w  =  2  si  ottiene  l'analoga  costruzione  per  la  lemniscata  ; 
perm= — */,  si  trova  che,  nella,  parabola ,  la  perpendicolare  condotta  per  il  fuoco 
ti  raggio  vettore  divide  per  metà  il  raggio  di  curvatura;  ecc.  Finalmente  facendo 
n  =  0  sì  ricade  sulla  costruzione  trovata  per  la  spirale  logaritmica.  Per  questa 
ligìone,  siccome  d'altra  parte  l'equazione  r'^  =  a"^3enmO  diventa  illusoria  per 

'41 
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7/1  =  0.  si  suole  co usid tarare  anche  la  spirale  logaritmica  come  una.  spirale  Mna- 
soido  y  corrispondente  al  valore  0  dell'  indice  m.  Essa  è  come  la  linea  di  separa^ 
zione  tra  la  classe  (cfr.  §  190.  m)  delle  spirali  sinusoidi  finite,  e  quella  delle  «pi- 
rali  sinusoidi  che  si  estendono  ali*  infinito. 

//  Le  due  classi  di  spirali  sinusoidi  si  deducono  l'una  dall'altra  per  iiiofr- 
st'unf.  Si  chiama  così  quella  trasformazione  geometrica,  che  fa  corrispondere  a  cia- 
Si^'un  j)unto  del  piano  il  suo  reciproco  rispetto  ad  un  cìrcolo  fisso.  Se  r=f(b)  e 
l'equazione  d'una  curva  qualunque,  r  =  a*/-0)  e  T equazione  della  sua  inversa 
rispetto  ail  un  cìrcolo,  che  ha  il  ra»:gìo  <i  el  il  centro  nel  polo.  Cosi  la  spirale  di 
Archimede  e  la  spirale  iperbolica,  la  coclcjì  le  e  la  qua  Iratrice,  l' iperbole  equilar 
tera  e  la  lemniscata,  la  parabola  e  la  car.l ioide,  e  più  generalmente  due  spirali  si- 
nusoidi con  indici  m  uguali,  ma  opposti  nel  segno,  ci  offrono  altrettanti  esempiì 
«li  coppie  di  curve  inverse.  È  dunque  utile  siipere  come  si  costruiscono  i  centri  di 
curvatura  d' una  linea  quando  si  sanno  costruire  quelli  d'  una  sua  inversa.  Lascia- 
mo al  lettore  la  cura  di  far  vedere  che,  in  due  punti  che  si  corrisiiomlono  su  due 
curve  inverse,  le  tangenti  sono  antiparallele  rispetto  al  raggio  vettore,  eil  ì centri 
di  rurvutura  sono  in  linea  retta  col  reufro  ti'  inversione, 

r/ì  Si  chiama  at*  ferviti  e  la  curva  rappresentata   in  coordinate  cartesiane 

1        1.        1 
ortogonali  dall'equazione  .r^  -j-  f/^  =  ii\  Simmetrica  rispetto  agli  assi,  la  cur\'aò 

costituita  da  quattro  archi  uguali,  taiigeiiii  agli  assi  negli  estremi.  Sia  AB  uno  di 

questi  quadranti,  e  si  fissi  nel  suo  punto  di  me;:zo  (x  =  y  =  a2\^^  l'origine 

deixli  archi.  Evidentemente 


."■=-(7)  .  »■+.-••-(:;)  , 


M  -:zz 


1  ■    ■       *  ^ 


1*  .m 


Ne  segue,  in  ]»anicolare.  che  la  lunghezza  ilell' intera  curva  è  Gei.  Inoltre 


.Vr  \.'7// 


poi  un  calcolo  facile  mostra  che  4<**  -|-  p-  :^=  '  ^ir  è  l'equazione  intrìnseca  dell'a- 
steroide. Ma  più  agevolmente  si  riesce  a  scoprire  le  proprietà  di  questa  curva, 

.'e  considerandola  come  un  luogo  geometrìco,  definito 
nel  seguente  mo  lo.  l>air  origine,  col  raggio  a,  si  de- 
scrìva la  circonferenza,  e  cias<-un  punto  di  questa, 
L.  sì  projettì  prima  sugli  assi,  in  P  e  Q,  poi  su  PQ. 
in  M,  11  luv\ro  di  M  è  un'nsteroide,  perchè,  se  si  raj>- 
presenta  con  0  Taìigolo  LOA.  si  ha  MP  =  asen'6, 
M*J-.;-^  «icos'O,  e  però  le  coordinate  di  M  sono 

.1      ;  ^ki.co>6---^(rcv^s"6  .   »/:=:MP.senO  =  rtsen*6  . 

iti 

e  svvidisfano.  come  si  vele,  all' equazione  -j  *  -j   y*  r—  ,i\  Ciò  premesso,  sì  ha 


»  » 


i/,r 


:^iseiiOcos*0(/0 


1/1/ .-    ^HicosO  M»n*0<'0 


i^=:3<i8enOoo09</9  . 
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Danqae,  in  primo  luogo,  rinclinazione  della  tangente  sull'asse  delle  x  è  *r  —  6 , 
Tale  a  dire  che  la  tangente  in  M  è  la  stessa  retta  PQ.  No  segue  subito  che  il  seff- 
mento  (Uler minato  dcu/U  assi  tsnlUi  tnntjent^,  à  afMtuìUeniente  w/uaU  mi  a.  Inoltre,  so  l'o- 
rigine dogli  archi  si  pone  nel  punto  inolio  dell'arco  AB,  si  ha  h -^  ---  ^/^acos20, 
e  però 

arcoMA  =  =»/;a(l  —  cos26)  =  ^>sen*e  =  7,MP  . 

Dunque  gli  archi  MA  ed  MB  si  possono  subito  rettificare,  sulla  tangente,  pro- 
lungando per  una  metà  i  segmenti  MP  o  l  MQ.  Finalmente  il  raggio  di  curvatura, 
a  prescindere  dal  segno ,  è 

ds 

d^         '^ 

e  si  vede  nuovamente  che  4«*-f~p*=7i"*  j  P^'j  **®  ^^  osserva  che  ML=asen6co86, 
si  ottiene  p==  3ML.  Dunque  il  rayyio  di  rui-vatura  è  trijflo  di  ML.  Se  poi  si  desi- 
gna con  L'  l'altro  punto  d'incontro  «lolla  normale  con  la  circonferenza,  si  può 
anche  diro  che  il  centro  di  cui'V  ttura  è  il  simmctri.'o  di  L'  rispetto  ad  M. 

h)  Lungo  una  conica  la  cnrratiwa  varia  come  il  cubo  della  distanza  fra  la 
tangente  ed  il  centro.  So,  per  fissare  le  ideo,  si  prendo  un' ellisse,  riferita  ai  suoi 
assi ,  si  può  dall'  equazione  ò*x*  -|-  a*i/"  =  a*b^  successivamente  dedurre 

b*x  +  d'yy'  =  0     ,     /-'  +  a\/+  a',,,/'  =  0     ,     ,«y.v"  =  -  6»  ; 
poi,  intro.lucendo  la  distanza  <lel  centro  alla  tangente 


\/l  +  ?/•'       ,/  ^1  +  / 


e  scegliendo  convenientemente  il  segno  di  p, 

a'b' 


h 


s 


Altre  forme  di  p  si  ottengono  corcando  di  far  comparirò,  invece  di  7t,  la  lunghezza 
/  del  semi-diametro  conjugato  ad  OM,  o  la  lunghezza  n  del  segmento  MN  di  nor- 
male, compreso  fra  il  punto  d'incidenza  e  l'asse  focale.  Basta  infatti  osservare 
cho  lh  =  ah  jnh  =  />*,  per  trovare 


l'  n' 

ab  p- 


P=-r     ^     P=   -.   > 


dove,  secondo  l'uso,  p=b*ja.  All'ultima  formola  si  giunge  rapidamente  in  coor- 
dinate polari.  Infatti,  essendo  r  =  pj(l  —  ^•cos6)  l'equazione  della  conica,  riferita 
al  un  fuoco  F  come  polo ,  ed  all'  asse  focale  come  asse  polare ,  una  nota  formola 
(§  159,  d),  in  cui  si  pone 

1  — ^cosO  ,        A:         ^  „        k         ^  »        1 

/= ,     /'=  — sene     ,    /''  =  _cose     ,    /-[-/"==—, 

J?  VI?  P 


ci  dà  subito 


p= 7 


fntanto  si  noti  che  nel  triangolo  FMF  ,  poiché  MN  è  bisettrice  delP  angolo  M, 
si  ha  (ricordando  che  MF  +  MF'  =  2a  ,  NF  -f  NF'  =  2l:a) 

FN  FM 

2/.V/  2n  ^ 

Si  ricade  cosi  sulla  tormola  ottenuta  precetlontomcnte. 

i)  Ed  ora,  intorpotrando  goomotricaniento  V  ultiirra  forma  di  p,  cerchiamo 
dì  costruire  il  centro  di  curvatura  in  un  punto  d'  una  conica.  Prima  osserviamo 

che,  se  si  projetta  FNM  su  FM,  si  trova 


M 


ncost}/  =  r  —  A:rcos6  =  p  , 

vale  a  dire  che  la  projezìane  della  mugnaie  sul  raggio  vettore  è 
contantemente  uguale  a  p.  Ciò  premesso ,  si  ha 

n'  n 


P=-l  = 


p'       cos^|/ 

Dunque  per  N  ai  elevi  la  perpemlicolare  alla  nttrmaìe  fino  alV  incontro  con  un  raggio 
vettore,  in  P;  poi  da  P  «i  elevi  la  perpeiulicohire  al  raggio  vettore:  questa  incontra  la 
normale  nel  centro  cercato.  Sì  giunge  \n>r  ultra  via  alla  medesima  costruzione  richia- 
mando alcune  osservazioni  di  geometria  iiiiinitesimale  (§  11)1,  d),  per  le  quali,  se 
si  pone  MF  =:  r ,  MF'  r=:  /•',  e  si  rapproseutano  con  G  e  G  gli  angoli  in  F  ed  F' 
del  triangolo  MFF',  si  ha 


7'(/G  =  —  rVG'  =  cos^* .  fltf  . 

Siccome  rincliiiazione  della  normale  sull'asse  focale  si  può  esprimere  sia  con  6  -j-^» 
sia  col  supplemento  di  G'-["  4^?  ^  chiaro  che  per  l'angolo  di  contingenza  si  ha 

d<f  =  dò-\-d^     ,     —d(f  =  nb'  +  df^  , 
Ne  segue ,  sottraendo  e  dividendo  per  ds , 

(fG       rfG' 


2        (fG       rfG        /  1     ,     1  \ 

—  = =( r—rl  ^os  + 

p         d«        ds        \r   ^  r  J        ^ 


D'altra  parte,  essendo  i  fuochi  separati  armonicamente  dalla  normale  e  dalla  tan- 
gente, le  loro  proiezioni  sulla  normale  dividono  armonicamente  il  segmento  n , 
sicché 

21,1  2 


n        rcos^'        r'cos^j/       pcos'^' 


.h. 
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098Ìa  pcoQ*^-=zn]  eoe.  Mediante  semplicissime  considerazioni  f^eometricho  si  tras- 
forma poi  la  costruzione  precedento  in  un'altra,  parimenti 
utile,  dovuta  a  Mannheim  *.  La  perpendicolare  condotta 
per  C  ad  FF'  incontri  PP'  in  Q ,  e  siano  G  e  G'  i  punti 
d' incontro  con  MF  ed  MF'  della  parallela  condotta  per 
Q  ad  FF'.  Siccome  gli  angoli  CPG  e  CQG  sono  retti ,  i 
punti  C,P,Q,G  stanno  sopra  una  circonferenza,  e  però 

CGQrrCPQ.  Analogamente  si  dimostra  che  CG'Q^CP'Q; 

e  siccome,  evidentemente,  si  ha  CPQ  =  CP'Q,  si  ha  pure  CGQr=CG'Q,  cioè 
il  triangolo  CGG'  è  isoscele,  e  però  Q  divide  GG'  per  metà.  Ne  risulta  che  la 
retta  MQ  incontra  FF'  nel  punto  di  mezzo,  cioè  nel  centro  della 
conica.  Si  perviene  cosi  a  quest'  altra  costruzione  :  j><?r  N  ai  elevi  la 
jxfrpendicolare  alla  noi-maU  fino  alV  incontro  ccd  diametro,  in  Q  ;  j)oi  da 
Q  9i  conduca  la  perpendicolare  all'asse  focale:  questa  incontra  la  nor- 
male nel  centro  di  curvatura, 

j)  La  prima  costruzione  del  centro  di  curvatura  d' una  co- 
nica ci  mette  in  grado  di  costruire,  in  un  punto,  il  centro  di  curvatura 
ddh pedale  d'una  cui'va  qualuyique,  rispetta)  ad  un  punto  dato,  quando  si  conosce  il  cor- 
rispondente centro  di  curvatura  della  cui'va  stessa.  Al  punto  M  della  curva  data  cor- 
risponda, sulla  pedale,  il  punto  P,  sia  cioè  P  la  projezione  d'un  punto  fisso  O 
sulla  tangente  alla  curva ,  in  M.  Il  centro  di  curvatura  di  questa  linea  si  projetti 
8u  OM,  in  Q,  poi  si  projetti  Q  sulla  normale  MG,  ed  il  punto  N  cosi  ottenuto 
si  congiunga  ad  0.  iZ  centro  di  curvatura  della  pedale,  in  P,  sta  al- 
l' intersezione  K  di  ON  con  la  normale ,  in  P ,  alla  pedale.  Infatti , 
quando  si  trascurano  gli  infinitesimi  d' un  ordine  superiore  al  se- 
condo, alla  curva  data  si  può,  intorno  ad  M,  sostituire  la  circon- 
lerenza  del  circolo  osculatore  (§  193),  o  qualunque  altra  curva  che 
in  M  ammetta  il  medesimo  centro  di  curvatura  C  ;  ed  è  chiaro 
che  alla  pedale  della  curva  data ,  rispetto  ad  O ,  verrà  a  sostituir- 
si, intomo  a  P,  la  pedale  della  nuova  curva,  senza  che  ne  rimanga  alterata  la  po- 
sizione del  centro  di  curvatura  K.  Intanto  si  sa  dalla  Geometria  analitica  che  la 
pedale  d'  una  conica  rispetto  ad  un  fuoco  è  la  circonferenza  descritta  sulP  asse 
maggiore  come  diametro.  Dunque  possiamo  affermare  che  K  è  il  centro  d' una  co- 
nica, che  ha  un  fuoco  in  O ,  passa  per  M ,  ed  ha  in  C  il  corrispondente  centro  di 
curvatura.  Ora  dalla  costruzione  apparisce  in  modo  evidente  che  tale  conica  è  ap- 
punto quella  che  ha  V  asse  focale  ON.  Dunque  K  appartiene  ad  ON.  Il  lettore 
potrà  esercitarsi  ad  applicare  questa  costruzione  alla  lemniscata,  considerata  come 
pedale  d'una  iperbole  equilatera  rispetto  al  centro,  ed  alla  cardioide,  pedale  di 
una  circonferenza  rispetto  ad  uno  dei  suoi  punti  ;  ed  in  tal  modo  ritroverà ,  con 
Tajuto  di  considerazioni  geometriche  elementarissime ,  le  costruzioni  particolari 
già  segnalate. 

k)  Quando  si  applica  alla  parabola  la  prima  costruzione  del  centro  di  cur- 
vatura d' una  conica,  si  riconosce  facilmente,  per  mezzo  di  eguaglianze  di  angoli, 


*  Crturs  de  Geometrie  descriptive^  p.  175. 
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che  i  triangoli  MFN ,  HFN,  sono  isosceli,  e  se  ne  deduco  che  AfH  è  diviso  per 

metà  da  F.  Si  ricade  cosi  sulla  costruzione  già  trovata,  in 
virtù  della  quale  si  può  dire  che  la  parabola  è  una  spirale 
sinusoide^  col  polo  nel  fuoco.  Ma  se  invece  del  fuoco  è  data 
la  direttrice ,  conviene  sostituire  alla  costruzione  preceden- 
te quella  che  ora  ne  dedurremo  per  mezzo  di  semplicissi- 
me osservazioni.  Si  projetti  M  in  G,  sulla  direttrice,  e 
sia  S  il  punto  d'incontro  della  normale  con  la  direttrice. 
I  triangoli  rettangoli  MFR,MGS,  sono  uguali,  perchè 
hanno  uguali  gli  angoli  in  M,  ed  inoltre,  per  una  notis- 
sima proprietà  della  parabola,  è  >rF  ==  MG.  Sono  dunque  uguali  fra  loro  le  ipo- 
tenuse MR ,  MS.  Ne  segue  che  il  rayyio  di  curvatura  è  doppio  del  segmento  di  nor- 
male ,  sta^xato  dalla  direttrice  a  partire  dal  punto  d*  incidenza.  E  siccome  si  chiamano 
linee  di  Itibaucour  tutte  quelle  linee,  che  hanno  il  raggio  di  curvatura  pro- 
porzionale alla  normale  cartesiana,  si  può  dire  che  la  parahola  è  una  linea  di  lii- 
baucour, 

l)  Anche  la  catenaria  ò  una  linea  di  Ribaucour.  Infatti ,  siccome  si  è  dimo- 
strato (§190,  e)  che,  nel  triangolo  rettangolo  MPN,  la  proiezione  di  MP  =  ?/ 
sull'ipotenusa  MN  =  n  è  MQ  =  a,  dimodoché  si  ha  y^z=zan^  dall'equazione 
della  curva  segue 


a^n' 


2a^  't  yy  // 


Dunque  il  centro  di  cui-vatura  è  simmetrico  di  N  rispetto  oc/  M.  Si  ò  anche  visto  pre- 
cedentemente che  l'arco  »,  contato  a  partire  dal  vertice  A,  è  uguale  a  PQ.  No 
seguo  che  nel  triangolo  MPN  si  ha  »'=MQ.QN;  quindi,  essendo  n=rMQ-j-QN. 


si  vede  che  l' equazione  intrinseca  della  catenaria  è  p  =:  a  -\- 


a 


in)  Per  la  catenaria  di  eguale  resistenza  (  «/•  =  —  alogcos  —  ì  si  ha 


y'=tg-   ,    »/i  +  /=- 

a 


'/ 


a 


y  = ?    p 


cos 


acos 


a 


a 


X 

cos  — 
a 


cioè  pcos9  t=  a.  Dunque  la  projezione  del  raggio  di  cuiTatura  sull'asse  di  simmetria 
della  curva  è  contantemente  uguale  ad  a.  Meno  facile  è  il  calcolo  di  s ,  che  potremo 
eseguire  nella  terza  parte  del  corso;  od  allora  saremo  in  grado  di  vedere  che 
l'equazione  intrinsoca  della  catenaria  di  eguale  resistenza  è 


p  =  -J(e«  +  e"«). 


n)  Altra  importante  linea  di  Ribaucour  è  la  cicloide  (§  191,  a).  Riferiamoci 
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alla  figura,  ed  osservi  amo  che,  esseudo  (per  definizione;  ON  =  arcoMN  =  aO,  le 
i     Coordinate  di  M  sono 

a;  r=  ON  —  PN  =  a(6  —  senO)  , 
y  =  PR  +  RM  =  a(l  —  eoa 0)  . 

Ne  segue 

(ix  =  a(ì  —  cosOjc/O  ,  dtj  =  asen0(/6  ;  .e 

quindi  dyjdx  =  cot  —  .  D'altra  parte  MLN  =:  ^/^MQN  =  */,6V  Dunque  ML  è  la 

tangente,  e  per  conseguenza  MN  è  la  normale  alla  curva,  in  M.  Quadrando  e 
sommando  le  ultime  uguaglianze  si  ottiene  </«* ,  poi  successivamente 

e  /  ^  \  0 

da  =  2«9en  —  r/0      ,      «  ==  ia  (  1  —  cos  —  )  =  Ha  sen*  —  , 
2  '  \  2/  4    ' 

(ouvenenlo  di  contare  gli  ardii  a  partire  dal  punto  0.  La  lunf/Jiezza  d'un  arco  com- 
pidn  di  t'idolde,  ossia  d*un  arco  generato  in  un  giro  completo  del  circolo,  si  ottiene 
tncenlo  0  =  2ir:  essa  è  dunque  Ha,  cioè  quattro  volte  il  diametro  del  circolo  gene- 
ratftre.  Siccome  poi,  a  prescindere  dal  segno,  l'angolo  di  contingenza  è  Vi^^j  '^'^ 
l^a  subito  p=z4rtsen  '/j6,  ossia  p  =  2n.  Dunque  //  centro  di  cuivatnra  è  simmetrico 
'//  M  ritpHto  ad  N.  E  questa  una  proprietà  quasi  evidente  *,  in  virtù,  di  cose  dette 
precedentemente  (§§  194;  im,  a).  Finalmente,  se  l'origine  degli  archi  si  pone  noi 
Vertice  A  (punto  medio  d'un  arco  completo),  si  Jia  /*  =  4acos  */*  ®  ?  ®  ^^  vede  subito 
'he  l'equazione  intrinseca  della  cicloide  ò  «*  4"  P"  ^=  costante, 

o)  Pia  generalmente  chiamaiisi  i-ìt-Uette  le  curve  descritte  da  un  pimto  di  una 
linea  che  rotola,  senza  strisciare,  sopra  un'altra  linea,  fissa  nel  piano.  Per  tutte 
Je  rullette  si  ha  la  proprietà,  osservata  nella  cicloide,  che  lu  normale  passa  per  il 
jiunlo  istantaneo  di  contatto  della  linea  m<thile  con  la  linea  fissa. 
Quando  la  linea  fissa  è  una  retta,  mentre  la  linea  mobile  è  una 
circonferenza,  si  ha  la  cicloide.  Nel  caso  inverso,  cioè  quando 
una  retta  rotola,  senza  strisciare,  sopra  una  circonferenza,  ogni 
suo  punto  descrive  una  curva  chiamata  sviluppante  di  cir- 
colo. Se  6  è  l'angolo  di  cui  la  retta  ha  rotato  intorno  al  cen- 
tro del  circolo,  nel  senso  opposto  a  quello  degli  indici  d'un 
orologio,  a  partire  dal  momento  in  cui  il  punto  mobile  M  si  trovava  in  A,  sulla 
circonferenza,  e  se  si  dirige  l'asse  delle  x  secondo  OA,  le  coordinata  di  M  sono 

x  =  a(co8  6 -f  OsenO)     ,     t/==a(8en6  —  6cos0)  , 
dimodoché  si  ha 

c/x  =  a8co86rf6  ,  rfy  =  a8sene(/0  ,   — ;=tgO  ,  ds  =  a^d^  .  p==^=a6  . 

dx  '  rf6 

Dunque  la  curva  si  mantiene  costantemente  normale  alla  retta  mobile ,  ed  ha  il 


*  Duhanoiel  «  ÉUémenU  de  Calcul  «  1. 1,  p.  177. 
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centro  di  curvatura  nel  punto  di  contatto  della  retta  con  la  circonferenza  itfriì.  li^ 
lungliozza  dell'arco  AM  è  a  z=  */*a6',  e  però  l'equazione  intrinseca  della  svilup- 
pante di  circolo  è  p*  m  2as.  Essa  ci  dice  che,  se  la  retta  che  congiunge  M  col 
punto  C,  diametralmente  o])posto  a  C  sulla  circonferenza,  incontra  in  L  la  cir- 
conferenza stessa,  la  retta  CL  intercetta  sulla  tangente,  a  partire  da  M,  un  seg- 
mento uguale  ad  s. 

p)  Quando  poi  entrambe  le  linee  sono  circonferenze,  si  hanno  le  ipoc£~ 
ci  oidi  o  le  epicicloidi  secondo  che  una  circonferenza  è  interna  o  estoma  all'al- 
tra. Noi  qui  vogliamo  fermarci  a  studiare  queste  particolari  ruUette,  del'e  quali 
si  ve  Irà  l'importanza  nella  teoria  dei  meccanismi;  e  supporremo,  per  fissare  lo 
idee,  che  una  circonferenza  di  raggio  ina  rotoli  esternamente,  senza  strisciare  , 
sopra  una  circonferenza  di  raggio  « ,  dimodoché  i  risultati  ai  quali  perverremo 

saranno  applicabili  tanto  alle  epicicloidi  quanto  alle  ii>o- 
cicloidi,  se(!ondo  che  m  si  supporrà  positivo  o  negativo. 
Immaginiamo  che  il  punto  mobile  M  si  trovi  prima  in  A. , 
sulla  circonferoT^za  iissa,  clie  ha  il  centro  in  O,  e  dirigia- 
mo secondo  OA  l' asse  dello  ascisse.  Rotolando  la  circon- 
ferenza di  raggio  mn ,  col  contro  Q,  nel  senso  inverso  lii 
quello  di'^li  in  liei  d'  un  orologio,  consideriamola  in  un'al' 
tra  posizione  qualunque,  dopo  una  rotazione  mO  della  li* 
nea  dei  centri  intorno  ad  O.  Sia  N  il  punto  di  contatto 
delle  due  circonferenze,  ei  osserviamo  che,  dovendo  essere  uguali  fra  loro,  i^ 
virtù  della  definizione,  gli  archi  AN  ed  MN,  l'angolo  NQM  è  necessariamente 
uguale  a  6.  Ne  segue  che  le  coordinate  di  M  sono 

x=al(l4-wi6)coswG— wcos(6fwi0)j  ,  y=:ri   (l-f;/?)9enf?<6— njsen(6-|-wi0)  j   ; 

quindi 
dx=2ni{l+my  sen--- co J—+m^\lb  ,  (/?/=2w(l  +  m)«.sen  — senf  — -fmO  h/0  • 

e  finalmente 

L*  inclinazione  della  tangente  sull'asse  delle  .t  è  dunque  (p=  \',6-f/w6.  Ora,  se  »* 
congiunge  M  col  punto  L,  diametralmente  opposto  mi  N  sulla  circonferenza  m^ 
bile,  l'inclinazione  di  ML  su  Ox  è  appunto  uguale  alla  somma  degli  angoli 

QLM  =  V,0     ,     AON  ==  mb  . 

Dunque  ML  è  la  UingenU,  e  per  conseguenza  MX  è  la  lumnale.  Inoltre,  se  si  con- 
tano gli  archi  a  partire  dal  punto  A  (0  =  0),  ò  chiaro  che  dev'essere 

8=.\m{]. -{- m)a{l  —  cos  —  1=  Hmi  1 -|- //i)asen- 

t^  però  la  lunghezza  d'un  arco  completo  è  8m(l  -f  m)a.  8e  invece  si  computa  tt  a  par- 
tire dal  punto  di  mezzo  (0  =  ir)  d'un  arco  completo,  si  ha 

Af  =  —  4m(l  +  '^'jttcos —  ; 


dif        l-\-2m  dfl 


1  +  3 


■■]  vede  che  »*  -{-  (1  -|-  2ni)*p'  =  i:o»lauU  ti  1' «'limai one  inlriiisera  delle  ttijU'k'l-iidi 
['  JeUo  ipouieltìidì.  Per  i;oittruire  il  centro  ili  uttrviitura  ai  osservi  die  i!  segiaeoto 
Jì  Txonoale  MN  bn  U  lungheBza  n  ^  Uinasen  ',',  0  ;  i'uHro  acuente  MK',  deternii- 
nxto  sulla  normale  dalla  circoiii'erenza  fisaa,  ha  la  InngltesiKa  n',  die  ai  calcola  os- 
sflcv  andò  fa  proporli  ione  («'  —  »)/«  =  "/'"'<,  da  cui  ai  ricava  mn'^  (1  4' '"'"■  '-■'^ 


3(1  +  m)  2  11 

'=1+.,,."  ■  """"  7=^+.'- 

Di^Tique  C  fi  il  c'oujugato  ai-iiioiiii'o  iii  M  rispetto  ad  NN',  vale  a  dire  die  il  centro 
•li  •yitrvitara,  in  l'KUcun  ptmOi  M ,  apparlUne  aliti  palare  di  M  rùpetto  al  circolu  fimo. 
y«e«tB  proprietà  si  trasforma  subito  in  uu'altra  oBservando  che ,  essendo  il  raggio 
0>J'  maniftatament*  parallelo  a  QM,  ss  la  (ivinteraa  armonica  MNCN' bÌ  projetta 
'1"  O  sulla  rettji  QM,  ai<.*ome  la  projezione  dì  N'  à  all'infinito,  quellft  di  N,  cioè 
Qi  divide  per  metà  In  projeaione  di  MC,  vale  a  dire  che  C  bì  projetta  nel  simme- 
trìoo  di  51  rispetto  a  Q.  In  altri  termini;  il  centro  di  cwvalura,  in  eiiuatn  jmnto  M, 
'1  frr/na  *K  quel  dùimelro  dd  ciroofo  fitin,  che  paisà  nel  punto  diainctralmente  opptmlo  nd 
M    tmìla  circon/ermza  mMh. 

■/i  Iti  particolare  per  m-=0  (purché  si  mantenga  coatanto  mn,  immaginanilo 
'W  II  vada  prescetido  all'iDfiuita  mentre  in  tende  a  vero)  ai  ottiene  la  cktoide 
'P  ==2ii).  Invece  per  m  ^  »  (cioè  ae  ai  fa  crescere  m  iudeflnitamente ,  in  modo 
l'Ile  mf)  conservi  un  valore  >)  si  ritrovano  le  pro]irietà  della  «viluppunle  di  eircelo 


p  =  2ali 


-  =  «i 


:=Ralin 


>.(l+™)s. 


-'1,-y- 


l'si  reato  à  chiaro  che,  in  questo  oaao,  confondendosi  in  uno  i  punti  N  ed  N',  con 
■^nideTB  («ufoudersi  aucha  C.  Per  m  =  —  '/,  ai  ottiene  p^x,  e  però  l'ipoci- 
'  liiiile  ò  una  retta,  come  si  riconosce  anche  eseguendo  la  costruzione  della  normale 
'"{UhUb  del  centro  di  curvatura.  In  altri  termini,  te  u/ui 
'"'•'n/erensa  rvloln  internamente,  khui-  atritciarf,  topra  u 
'"Ain/crenca  due  volte  più  ifrande,  cicuouno  dt:Ì  imoì  punti  »i  , 
'ì"tìa  /unjfo  un  (ifaine(ro(fci«»Vcri/u^BO.  Questa  proprietà,  evi- 
(ieutftsulla  figura,  viene  utiliszata  in  taluni  ingranaggi.  An- 
•'hn  In  i;ardÌoiile  è  uu'  epicicloide ,  come  si  vede  subito  facen- 
'lo  ni  =  1  nelle  formole  generali.  Ciò  risulta,  del  resto,  an- 
rke ilnlla  figura  (§  l'M,  d).  Intatti,  se  si  osserva  che  l' angolo 
LPH  è  doppio  di  LNH,  e  per  conseguenza  uguale  a  0,  si  vede  che  PH  è  parallela 
ti  OM,  e  però,  come  divide  LSI'  i>er  metà,  così  passa  nel  punto  medio  Q  di  MM'- 
Np  «egue  che  la  circonferenEa  descritta  su  MM'  come  diametro  tocca  in  N  la  cir- 
ij;ilerenzii  lis*»;  u  d'iiltra  parte   T cguaglitiuE;t  uvidenlo  tra  gli  angoli  l.tl'U  eil 
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MQH  moatm  che  sono  nneUe  uguali  gli  archi  OH  el  MH  sulle  due  cinvmfanuu». 
Dunque  Ih  eartUoiiie  ti  può  eOAtidrrarf  etrnie  generata  ih  un  pittilo  rf'uivi  eirron/m 
che  rnfoìii.  iitaxa  itrùriare,  toyru  una  rirvn/ti'enza  iii/tialt,  Se  sì  applica  1a  costni- 
sione  generale  ilol  ceulro  Hi  cucvuhirn,  hi  rk-nde  sulla  4o- 
«truaione  pnrticoliire  già  trovntu.  Fin  al  in  ente  por  ni= — '/, 
Hi  Ottiene  Vatterm'iU.  Ln  fifriira  mostra  subito  che  la  r.irconft- 
renza  (lewrittn  iiullii  uietà  IIL  iliil  raggio  OL,  co  iuf>  ili  amb- 
irò, pasaa  nei!  |iimto  M  ilell' ni>teroiilt^ ;  e  stcì'Oine  l'sngolo 
MQL  è  miiDitWtaniBnte  quadruplo  <li  AOL,  l'nrco  LU  della 
i^irponferenzft  internn  è  sempre  uguale  all'nroo  AL  dellit  cir- 
eonferenaa  eaterua.  Dunque  Viuteroiàt.  ti pxùi  coruideraT»  oumt 
n  jmnlii  di  «mi  circyn/treti^i  rlir  rvffìii  inlertMmente .  tema  ttritrJare,  ro- 
jira  unn  circon/erensa  ipiaSavpla.  La  l'ostruzione  generale  del  centro  di  curvatura 
conduce  alla  costruzione  ottenuta  precedentemente,  giftci>jiè  per  la  nota  relBEioae, 
che  deve  aver  luogo  tra  i  segmenti  determinati  dallH  traaveTHR.)»  OC 


ingoio  MQL, 


i  ha 

QM' 
"MM'  ' 


OQ 


=  7,MC 


v)  La  prima  forma  della  coainiKÌoiie  del  centro  di  curvalum  delle  epict- 
vloidi  o  ipoctcloidi  suggerisce  lo  Mwlio  (che  noi  qui  vogliajuo  soltanto  propom 
come  eserciaio  ai  nostri  lettori)  delle  ixrve  che  hanni>  il  ra.gijin  ài  ciiiro/unf,  in  aiata» 
jisnln  M,  projHiciìomi/e  al  aryiaenlo  iii  nmtnule,  comyre»o  fra  M  e  lii  jmlare  rft  M  »»■ 
i^ytlto  ad  un  ciVco/o  fitto.  Oltre  le  precedenti,  godono  di  questn  proprietà  infimta  «J- 
tre  curve,  ed  in  pattioolaru  trttte  le  cunivhr.  Per  queste  il  circolo  fisso  è  Q  circolo  di 
Monge ,  ossia  il  circolo  concentrico,  di  roggio  |/(j* -f  6'.  Quando,  nel  caoo  gon»- 
Tale ,  il  circolo  lisao  si  riiluce  ad  un  puMo ,  si  ritrovano  le  tjiiraU  ■i'iukoAIi;  qnwdo, 
invece,  diventa  una  rttta ,  si  hanno  le  linee  di  Itibavrimr.  La  famiglili  d«Ils  oolttohft 
comprende  dunque  una  spirale  sinusoide,  col  polo  nel  centro,  ed  una  linM  di  lU- 
Imucour:  la  prima  si  ottiene  Incendo  a'-^-^'^O,  ed  è.  per  conseguenaa,  V  ijtcìliolK 
ti/uitatera:  all'altra  si  giunge  facendo  crescere  indefinitamente  il'-}- 6',  ovvoro  im- 
maginando che  il  centro  si  allontani  all'infinito.  Essa  ;■  diinqn"  In  jiantMn. 

.A-SMlXL-tOtl. 

107.  Iiiimiigiiiiaiiio  chi?  ilue  piuiti  teud;uiu  »  culi  full  liersi  pL'ivui'i'«iiiln 
due  linee,  meutrc  la  retta  che  lì  cougiuage  si  altuoltiiui  ull'inlluitu.  o  givsk 
iuilennit.iimente  interno  ad  im  punto  flssn.  Se  ciò  acuada  (senza  cscliidefo 
che  [joBsa  miti  aver  luogo  quundu  vi  è  fra  i  due  punti  qualche  particolai-e 
cwrrispondeuza)  si  dice  che  le  due  linee  sono  fi-a  loro  assitttoUche-  Cosi, 
per  esempio,  suppouiaiiio  che  un  punto  SI  si  allontani  all'iuRnito  lungo 
una  linea  ì/  =  f{-f),  vale  a  dire  che  la  sua  distanza  dall'origine  tenda  ad 
uttrepasitare  ogni  limite,  e  che  per  cnnsegiien/.a  almeno  una  didle  sua 
coordinate  cartesiane  vada  crescendo  all'iiiflnìto.  Quando  ciò  avviene  per 
lina  sola  coordinata,  potremo  sempre  supporre  che  questa  sia  la  o:,  sffiUQ- 
hiandu,  se  occori-e,  o:  con  y.  Ciò  premesso,  si  consideii  sopra  un'altra  li- 


iiea  (/=:j5r(a;),  per  cì»seun»  iiosizioue  dì  M ,  il  punto  che  ha  la  raeddsìma 
M^cissa  cU  M,  e  si  supponga  che,  per  x  tendeate  uirinfiuito  (positivo  (i 
iw^atiTo).  Ih  dilTereDKU  delle  oi-diuatti  fXx)  —  g{a-)  teutla  a  zera.  Allora  si 
i'itrù  alt'erinai'e  che  le  due  liuee  sono  ivo.  loro  assi  uto  tic  he;  ed  iLltrettant» 
-i  potrà  dii-e  dello  liuee  rupproseiitate  ìu  cooi'diaate  pohiri  diiUd  «{Uu- 
/.i.jQÌ  j'  =  /T[ft)  ed  r  =  i7(6j:  Siccome  poi  anche  la  differenza  /"(a?)  —  (/"(*) 
Illude  a  zero  (§*'7,  c"),  siilvo  che  non  oscilli  iudeiini lamenta,  si  vede  che 
if  due  linee,  oltreché  ad  avere  un  punto  comune,  tendono  in  generale  a 
titccarai  ;  ma  questo  fatto  va  studiato  con  maggiori  cautelo. 

108.  Se,  chiamate  x  ed  y  le  awrdlnate  del  punto  M,  cUa  si  alloutana 
ill'infinìto  lungo  una  data  curva,  ai  riesce  a  determiuure  le  costanti  m 
>-<\  h  in  modo  che  y  —  nix  —  h  abbia  per  limite  zero  quando  x  tende  al- 
i'ìnlimto  (positivo  o  negativo),  si  potri\  dire  che  la  retta  Y=:j»X  +  A 
'■  un  assintoin  della  curva  data.  È  della  ricerca  di  questi  assintoU  rettiii- 
m-i  t-lie  ntd  rr^Hamo  più  specialmente  occuparci.  Dalla  stessa  eguaglianza 


Kl-'»). 


tnulta  subito  che  (/  —  ìiìx,  ossia  x[ mi,  tende  al  limite  Unito  A;  e 

wnie  il  fattore  x  cresce  indefinitamente  in  vaìort?  assoluto,  è  ueces- 
irio  elle  l'altro  fattore  tenda  a  siero.  Dun([ai' 


VuM'J  - 


.,.)  =  /.  . 


'ella  successiva  applicazione  di  queste  due  uguaglianze  (yreouietricameu- 
t<;  evideutl)  risiede  la  r^fola  per  la  i-icerca  degli  assìntoti  quando  si  fa  uso 
dì  coordiuate  cartesiane.  Invece  iu  coordinate  polari  l'assintoto  potrà  es- 
M'i-e  determinato  mediante  la  sua  inclinazione  a  sull'asse  polare,  e  la  di- 

i.inza  q  dal  polo.  Prima  si  osservi  che,  se  l/r^/'(6)  è  l'equazione  dalla 
':iir-va,  f\h)  tende  a  zero  quando  M  si  allontana  all'inlìnito;  e  parò,  se  la 
iletta  funzione  è  continua,  gli  angoli  che  l'asse  polare  fa  con  gli  asaintoti 
sono  le  radici  dell'equazione  /^8)  =  0.  l*fv  completare  la  determinazione 
dell' assintoto,  corrispondente  ad  una  data  radice  ot,  basta  oasei-vare  che 
la  distanza  di  M  all'assiutoto  d^rve  tendere  a  zero,  e  che  per  conseguen- 
z:i ,  in  virtù  della  definizione  stessa  dì  /'(a), 


=  lini . 


Q-«j  =  l, 


'  /(e)       /'(«j 


UHI.  Ora  vogliamo  dimostrare  che,  alloutauandosi  M  airinflnito,  se 

In  tangente  in  M  tende  ad  una  posizione  limite,  questa  è  necessariamente 

-n  assinloio.  È  per  questa  proprietà  che  si  suole,  in  Geometria  analitica, 

insideraregli  .-is.'^intati  come  le  tangenti  nei  punti  d'incontro  della  curva 

,11  In  retta  all'infinito.  Paragonando  infaiti  l'equazione  della  tangente 


y  =  Xj/' -j- (!/ —  .171/')  con  quella  della  posUione  limite  Y^m,X4-A|.  si 
rexleche,  iLiiiiunttei-e  Te^iateuza  ili  ijuesta  piisii-.Ìoiie  limite  vale  rjuaato 
:Lmtntitlei-u  l'esistenza  dei  limiti  di  y'  e  dì  y  —  .<■;/'  per  x  ìnlìnilti,  ilimo- 
dochè  sin 

lutiiuto  si  ha,  applicando  il  teorenui  di  l'Hospilal, 


Al  medesimo  risultato  si  giuuge  con  altrettanta  facilità  adoperando  coof 
diuate  polar'i.  luTutti  la  distaiixti  della  tuDgentu  al  j>oto,  computata  com  ^ 
UQ\  paragrafo  pi-ecedente,  i:  — /-seno),  e  non  può  tendere  ad  un  limite  q,  * 
per  r  infinito,  senza  che  u  tenda  ad  un  multiplo  ili  n.  Nt'  segue  che,  s^^ 
a,  è  riucIiuazioDe,  sull'asse  polare,  della  i-etta  con  cui  si  suppone  cli^^ 
tenda  a  coufondei-si  la  tangente,  vale  a  dire,  se  0  -|-a)  tende  ad  un  limite^ 
a,,  esiste  anche  a  =  lim6^a|  —  ««;  ed  inoltre 


rtgw  = 


200.  Esempii:  "■)  La  curva  xij^caax  è  mntiifestaiiiente  assintotica  ■ 
tranibi  gli  uaii;  ma.  mentre  l'asse  delle  y  hi  può  conaidoraro  come  limite  d^llft 
tangenti)  iii  M,  ([unado  cresce  imi  e  finitamente  l' ordinata  i/  di  q^uesto  punto,  al- 
trettanto non  9i  può  dire  per  l'asae  delle  x,  perchè  i/  —  xy'  non  tende  ad  alcan 
limite  quando  x  cresce  air  infinito.  In  altri  termini  la  tangente  non  reasa  dì  oscil- 
lare, come  9Ì  riconosce  anche  osservando  che  le  tangenti  negli  infiniti  punti  d'in- 
contro (Iella  curva  con  l'a-we  delle  j  concorrono  tutte  aull'asae  delle  i/,  nei  punti 
(/  ^±  1.  Adiinipie  un  a»»inti>U>  jniù  nun  eaatrt  la  fonhìone  limite  della  tangente,  vale 
a  dire  che  non  suaslite  la  proposisionB  reciproca  di  quella  che  abbiamo  dimoatrata 
nel  precedente  paragrafo. 

b)  Nell'esempio  precedente  U  tangente,  pur  non  ammettendo  una  posiaione 
limite,  tende  a  diventar  pamllela  iiU'assint^ito;  ma  nella  curva 


•l(i_V.l/.,-^H)  , 


già  considerata  (§63, /J,  la  tangente  oscilla  inde  finitameli  te  anche  in  orienta- 
«ione,  in  modo  da  diventare  infinite  volte  perpendicolare  all' aasintoto.  Invece  per 
la  curva  si/=[,r]  si  ha  limi/=l,  per  x  infinito,  mentre  lim(/=0|lim(y — xy')= 
21ìm([3:)/.r)^2,  vale  a  dire  i-hu  Itt  tangente  tende  ad  u/us  poiizione  limite  (y^2), 
twi  qitetta  non  cnineidt  eoi»  V  uniintxto  (y  =  1).  Ciò  non  contradilioo  al  teorema  di- 
mostrato nel  precedente  paragrafo ,  perchè  nella  dimostraKione  di  quel  teorema , 
invocando  il  t*nreinadi  1' HiKipitiil,  tiicitamenti*  si  tiiip[>one  ohe  la  derivatadì  jf 
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sìa  unica ,  mentre  nel  caso  da  noi  considerato  manca  la  derivata  a  sinistra  di  tutti 
i  punti  ad  ascissa  intera.  Valga  questo  esempio  a  mostrare  come  si  debba  stare  at- 
tenti, quando  si  applica  un  teorema,  a  curare  che  le  coalizioni  restrittive  dell'e- 
nunciato siano  soddisfatte. 

c^  Per  trovare  gli  assintoti  della  curva  (profilo,  dell' elicoide  sviluppabile) 
rappresentata  dalle  equazioni  orcosO  =  a ,  y  =  &(tg6  —  6 1,  o.  me- 
glio, di  quel  ramo  della  curva,  die  corrisponde  ai  valori  di  6 ,    1 
compresi  fra  —  */,'fc  ed  Vj^*  ^^  deve  prima  osservare  che,  per 
far  crescere  all'infinito  una  coordinata,  bisopjna  far  tendere  8  a  ± 
zt  */jTP,  nelle  quali  ipotesi  si  ha 

IH  =  lim  —  =  —  lini  (sen  6  —  6  cos  0  )  =  db  —  . 
j'         a  ti 


h  =r  lim  (yip  —  .TJ  =  ft  lim 


sen  6  —  Ocos 0  m  l 
cos  6 


=  —  6  lim  6  r=r  ip  *;  jlt/> . 


Gli  assintoti  cercati  sono  dunque  le  rette  rappresentate  dalle  equazioni 


.T 


ir 


d)  Nella  ricerca  degli  assintoti  non  bisogna  trascurare  di  far  tendere  x  a 

—  00  come  a  -j-  ^»  giacché  si  possono  avere  assintoti  differenti  nei  due  casi.  Cosi, 

e* —  c~"* 
por  esempio,  per  la  curva  »/  =  x .  si  ha,  quando  x  tende  a  ±  x  , 


^  + 


t—a 


in  zzz  lim 


c*  +  «- 


=  ±1  , 


h  =•.  lim(y  zp  j)  =  ip  lim 


2x 


c'*+l 


=  0, 


0  X 

0  però  la  curva  è  assintotica  alle  bisettrici  degli  assi.  Un  esempio  più.  semplice  c{ 
è  dato  dalla  curva  y  =  are  tgx.  La  considerazione  dei  due  casi  è  necessaria  anche 
per  sapere  se  la  curva  si  accosta  indefinitamente  alFassintoto  nei  due  sensi,  o  in 
un  senso  solo. 

e)  La  curva  y  =  x/(i  -{-«*)  ba,  nell'origine,  due  tangenti,  perchè  (§  41,  e) 
si  ha  y'  =  1  a  sinistra ,  y'  =  0  a  destra  dell'origine.  Quando  x  tende  a  it  x , 
anche  y  va  crescendo  sempre  in  valore  assoluto;  ma  i  due  rami  infiniti ,  che  in 


tal  modo  si  ottengono,  sono  assintotici  ad  una  stessa  retta,  perchè  si  ha  lime^=  1, 

■  ■  Il 

2 
1  +  c* 

1 


limjc(c* —  1)=  1,  ©  conseguentemente  m=lim  —  — ^  =  —  ; 


1            1  — c* 
h  =  lim(y  —  7,a:)  =  —  lima: -, 


per  x=szho:.  Dunque  l'equazione  dell' assintoto  è  x  —  2y=*/i-  ^  questo  risul- 

x         1  1 

tato  sì  giunge  anche  sviluppando  y  in  serie  :  y  =  —  - — j-  +  tt^  + 


•  •  •  » 


f)  un  sviluppi 
tnrsi  delle  curve  nei  i 


uo  motto  utili  jier  lo  studio  del  modo  ili  ooropor 
Bstendono  all' intiaito.  Cosi,  data  la  curva  y^**" 


Mi  ha  y=  J  -{-  1  -[_  —  -j-  ...  par  nccorgersi  che  la  curv*  è  «•- 
alla  retta  y^j:-\-\.  Inoltre,  aiccome  ;/  cresce  all'  iiifinito  aacbe  iiuando 
ì  tende  a  zero  deoresi'eiulo ,  mentre  invece  ha  per  limite  Kero  quando  t  t«iide  S  MCO 
crescendo,  ni  vede  che  la  curva  consta  di  due  turni,  entrambi  aasiutotici  a  quelU 
retta,  ma  tali  che  un  iiolo  di  essi  è  assintotico  anche  all'asae  delle  y,  nieutre  l'al- 
tro si  ferma  nell'origine.  Similmente  ai  vede  snliito  che  la  curva  i/  =  ^'*"  «in- 
mette  l'asse  delle  y  come  unico  aatintotico  rfttiliiieo  (_del  Bolo  ramo  di  destra),  ma  8 
dotai»  invece  dell' ajtsmtoto  parabolico  y  =  i'-[-a;-|-'/j,  che  si  estende  intemamonW 
al  ramo  di  siniittra.   ed  esternamente  a  r^uello  di  destra.   È  poi  notevole  la  ciirvn 

_V  =  Jc'/C^  +  ^ )  P'^"^''^  rassomiglia  molto  mi  una  parabola ,  e  tende  (all'  intìniUil  ■ 
comportarsi  appunto  come  la  parabola  y  =z  'l^{i-c'  —  *).  Se  a  queata  si  fa  sultFre 
una  traslaiione  nel  piano,  in  modo  che  il  vertice  vada  nell'origine,  in  questo  punU 
le  due  curve  «i  ulliiiveranno  nel  tempo  at«sso  ohe  si  toccano ,  |iercliè  1/  <  '/,x'  » 
deatr»  dell'origine,  )/>'j,i'  a  sinistra. 

jfj  Quando  si  applicano  alla  spirale  iperljolicA  le  formole  dat«  in  fine  dei 
§1!J8,  si  ottiene 


/(0)  =  - 


/'{fi)  = 


RI  ritrova  cosi  t'aasintoto  parallelo  all' a 
190,  ff).  Similmente  per  la  ([ua-lratrice  ('■ 


se  polare,  segnalnt"  pre  1 -eden («meo M" 
190,0  fi  hi^ 


In  modo  analogo  si  dimostra  che  le  spirali 
toti  a  diatanaa  finita  soltanto  per  m  <;  — 
tutti  dal  polo,  e  fanno  e 
h)  Per  la  conica  i 


u!«)idi  (§  190,  m)  ammettono  awin- 
d  in  questo  cjmo  gli  assintoti  earono 

lare  gli  angoli 


1' 


dppresentata  dall' eijiiazione   r 
/'(9,)  =  -Ì  senti     ,     coHa  = 


Solo  nel  caso  dell'  iperbole ,  cioè  per  l  >  1 ,  ai-  reale  ;  ma  gli  infiniti  angoli  i 
che  hanno  il  coseno  1/it,  determiiiano  due  sole  direzioni,  antipnrallele  rispetto  al- 
l'asse focale.  lu  questo  c^lso  ji^rz  —  b'ju ,  ì.' —  1  =i'ya',  e  però  q^=rizh,  ed  anchA 
y  =  +  ÌK§en  et.  Dunque  i  due  lusintoti  possano  por  il  centro  e  distano  di  b  dal 
]iolo,  oseia  dai  fuochi, 

ij  Tutte  le  volte  che,  nel  discutere  curve  date  in  coordinate  polari,  si  trova 
che  r  tende  ad   un   limite  a   quando  9  tende  all'intlnito  fpoaitivo  onegativo),  1 
può  affermare  che  la  curva  ammette  un  cìrcolo  iumìUAìm  dì  raggio  a,   col  oeataQ 


I  polo.  Ed  £  utils  notare  che,  col  tendt^re  di  r  M  t 

e)  che  r'  tende  a  boto  ,  e  conseguent-emente  w  tv 
a  toocartt  il  cìrcolo.  In  partii'olate,  se  »  t=  0,  il  polg  è  i 
cudeper  vnrie  ciir^'e  sliidiiite  prec eri en temente  (§  190,  i 


uwìone  ordì  nari  amente 
Y,7t.  cioè  la  liurva  tende 
1  pìmto  auinUiHeo  :  ciò  itc- 
y,  h),  coma  la  spirale  lo- 


garitiiiicft,  laapirale  iperbolica,  In  cocleoide.  Basta  prendere  le  concoidi  (§190,^) 
ili  queste  curve  rispetto  al  polo  per  ottenere  altre  curve,  dotate  di  cìrcoli  iiasint*- 
lii'i.  Particoliirmenttì  notevoli  sono  le  concoidi  della  spirale  logaritmica,  le  quali 
•«juo  tutte,  per  una  data  spirale,  simili  fra  loro.  Dirìgendo  infatti  l'aase  potare  dal 
polo  della  spirale  al  punto  d'incontro  di  questa  con  Iti  circonferenia  Baaintottca  di 
una  aua  concoide,  l'equazione  della  concoide  è  necessariament«  r^a(e  ±1), 
dove  soltanto  a,  raggio  della  circonferenza,  è  arbitrario.  Il  ramo  corriapondente 
ai  wgno  -j-,  tutto  esterno  al  circolo,  si  avvolge  indeii ultamente  intomo  ad  osso. 
T.'iiltro  ramo  penetra  nel  circolo,  passa  nel  polo,  dove  si  comporta  come  unaripirali- 
rii  Arcliimede  (r^iii«6j;  ed  allontanandosene,  con  infiniti  giri,  si  accosta  indefi- 
uitamente  alla  circonferenza. 

201,  Occu  piti  III  ucl  ora  più  particuljiriiieiittì  degli  assiototi  delle  curve 
algebriche;  e  primii.  [ter  cercare  lineili  che  .toii  paralleli  all'asse  liélla  u, 
oitl iuiaiiio  r eqiiiizione  deliii  curva,  ^iù  ridotta  a  forma  raziosale  ed  intt;- 
ra,  rispetto  ad  y: 


^ 


y'-K^j  +  y^'-ì/.f-'i  +  y-'^-.W  -I h  +„f^)  = 


'ei-  V  infinito  £r  deve  tendere  ad  uu  limite  /,  che  si  tratta  appiiulo  di 
calcojiire;  e  perù  ^(^'),  +,(.»),.. . ,  fuozioui  continue,  tendono  ai  limiti  fi- 
niti 4'(0''ViCO Ne  segue,  dividendo  l'enuazìone  per  y",  efacendopoi 

fondere  y  all'infinito,  4'(0=*''  Questa  è  l'eijuazione  che  fornisce  i  valori 
di  /,  a  ciascuno  dei  ((uali  corrisponde  un  nssintoto  X  =  /.  Ora .  messi  dii 
parte  gli  a^sintotì  paralleli  uH'  asse  delle  y,  ordiniamo  re<|uazioQe  della 
curva  per  gruppi  omogenei.  Posto  y  =  tx,  si  potrà  scr-ìvere 


^••<fM)-\-x"-'^,(l)  4-  x~-'.f,it)  -f  . . .  +  9„0)  =  0  . 


(18)  . 


Intanto  si  Ila  Wi  =  liiii^  ed  in  è  liiiito;  quindi,  se  si  divide  pera;"  l'equa- 
•/.'ìiine  pi-eccdente,  si  ottiene,  per  Jt'  infinito,  9(»i)  =  0,  llasta  risolvere  que- 
sta tìquazione  per  determinare  le  direzioni  degli  nssiutoti.  Prima  suppo- 
niamo che  m  sia  una  radice  semplice  di  9,  dimo<locbè  9'(«j)^0,  e  cer- 
chiamo di  calcolare  It.  Se  si  divide  per  jf~^  l'equazione  (l?)  si  ha 


=  0; 


(V.t) 


|wu,  pel-  X  iuliiiilo,  dopo  iivei-e  osservato  che 

lim^((-,«)  =  lim(y-m^)=A   , 

^t  ottiene,  ricoi-dando  che  <f(iii):=0. 

ali, 
ÌÌnij:9(()  =  l''U*l,(~-'F.,i.liiii  -i^^  = /,^'(«)  . 


Se  m  è  radice  imiltipla  di  9.  si  ha  ifXin)=0:  e  se  non  è  9, (»«)=(!  si  può 
dire  che  l'assintoto  è  infìnitanieute  luDtauo;  ma,  se  aucUe  ip,(/H)—0,  l'nl- 
timà  Ibrmola  è  illusoria,  e  bisoguii  risalire  alla  (12).  Dividendo  questa  per 
'  si  ottiene 

=0 .  (U) 

Quindi,  liei-  X  iuliuito,  re(niazioue(H} diventa 

'/.  *''P"I'")  +  '"f'i"')  +  9.("'  =  0  -  '  '*) 

e  wmmiuistra  due  valori  di  h,  coi-rispondeuti  a  due  assiutoti  (reali  0  im- 
itiaginarii)  paralleli.  Se  jioì  m  è  radice  tripla  di  9,  uno  degli  assintoti  cor- 
rispondenti è  [renerai mente  a  distanza  ii)linìta;re  ne  soq  due  iufiuita- 
niente  lontani  se  anche  9,0»)='^'  e  tlnahnente,  sa  sono  nulli  tutti  i  coef- 
licienti  dell'eiiuazione  (15),  bistatna  riprendere  l'eiiuazione  (12),  diriderì& 
per  x'"',  e  passare  al  limite  per  x  infinito,  in  modo  da  ottenere 

("•J-f9aH  =  0  ; 


2iyj.  .Mer-cè  le  CLiordinale  omogenee  la  ricerca  degli  assintoti  dfllk 
curve  algebriche  si  può  condurre  con  maggiore  semplicità,  purché  si  fac- 
cia uso  dfl  teorema  dimostrato  nel  g  199.  Prima  si  noti  che  il  risultato  1 
<f{m)^t}  si  può  enunciare  dicendo  che,  piando  si  sopprimono  nell'efju».-  [ 
/.ione  d'una  cni-va  dell'onlioe  n  tutti  i  termini  di  grado  ìiifei-iore  ad  n  r 
l'equazione  che  si  ottiene  rappi-esenta  l'insieme  delle  parallele  coudotl*' 
l>er  l'origine  agli  n  assintoti,  i-eaii  0  immiiginarii,  distinti  0  coiocidenffi^ 
t'iò  riesce  quasi  evidente  se,  dopo  aver  posto  ^^^H 

i  OS  .serva  che  scrivei-e  l'e-^ 
è  lo  stesso  cioè  che  cwi-^ 
la  retta  all'ìnliinto.  Ora.  \ 


.(t)^ 


e,  per  esprimere  che  il  puuto  di  contatto  sta  all'infinito,  si  ponga  ;::  t=:  0 
nei  coefficienti.  Si  ottiene  cosi  un'equazione  omogenea  in  x  ed  [/;  poi,  eli- 
minando il  rapporto  yjx  fra  questa  e^iuazione  e  ciò  che  diventa  <l>  =  0 
per  z  =  0,  si  giunge  all'equazione  complessiva  degli  assintoti.  In  so- 
stanza questo  metodo  non  differisce  dal  precedente.  Infatti  per  z  =  0  si 

ha  4>  =  0^*91  —  I,  cioè  4>  =  0  quando  si  pone  per  yjx  un  valore  7u  sod- 
disfacente a  9  =  0.  Inoltre 


X 


e  per  conseguenza 


(Quindi  l'equazione  (16)  diventa,  in  cooi*dinate  non  omogenee, 

9iW 


Y  =  mX  — 


9'(m)  • 


208.  Esercilii:  a)  Data  la  curva  x'  -{-  y'  =  8aa;y,  che  si  chiama  folium  di 
Cartesio,  si  ha,  per  la  determinazione  dei  coelEcìenti  angolari  degli  assintoti,  l'e- 
quazione 1  -f-  wi'  =0,  che  ammette  1'  unica  radice  reale  w  =  —  1;  poi 

9j(wt)        8m« 

Dunque  la  curva  ha  un  solo  asaintoto  reale,  rappresentato  da  x -}- y -f- a  =  0.  Per 
le  applicazioni  hisogna  ricordare ,  non  le  formole  ottenute  nel  §  200 .  ma  il  solo 
procedimento  adoperato  per  giungere  alle  formole  stesse.  Cosi,  nel  caso  del  fo- 
lium, dopo  avere  osservato  che  x-f-y  è  l'unico  fattore  reale  dell'insieme  x'-{-y' 
dei  termini  di  più  alto  grado,  si  può  immediatamente  scrivere  l'equazione  dell'  as- 
aintoto : 


\  x'  —  xij  +  if 


•  •  •  • 


Al  medesimo  risultato  si  giunge  sviluppando  y  in  serie  : 

a'         a*    , 
-^  ^  3x*       8x'  ~ 

b)  Un  po'  più  generalmente ,  si  consideri  l' equazione 

(x  +  y)(x«  -  2A'xy  +  y»)  =  2(1  +  h)axi,  , 

che  per  k  =  ^/,  rappresenta  il  folium ,  e  per  A;  =  0  un'  altra  importante  curva , 

detta  logoeiclica.  Fintantoché  A;'  <^  1 ,  non  si  ha  che  un  solo  assintoto  reale,  la 

cui  equazione  è 

/    2(1 +fc)axy   \ 

29 


owU  (scrìvendo  x  ed  y  per  le  coonlJnate  correnti)  dall' eliiiii 

1  -|-  m'  ^:  0  ed  X  -{-  nt'y  ^=  iim.  Eseguendo  l' eliminaiione  si  ottiene 

■='  +  !''  +  «'  =  ^"^.V  . 
e  questa  equasione  bI  decompone  nella  tre  seguenti 

dove  u  TuppreBenta  una.  radice  cubica  iniuiuginaiia  dell'  unità.  11  Iblium  ha  dun- 
que, oltre  l'Hasintoto  reale  j; -|- y -|- a  =  0,  due  assiti to ti  immaginarii,  che  s'in- 
tersecano nel  punto  (o  ,  a),  L'equaaione  ottfintita  si  può  anche  stabilire  immedìa- 
lanieute  lasciandosi  guidare  dall' oaservHzione  che  l'equaisione  complessiva  degli 
asintoti  d'una  curva  dell'ordine  n  ai  deve  poter  dedurre  dall' equazione  ataasa 
della  curva,  alterando  i  coefiìcienli  dei  termini  dì  grado  inferiore  ad  n — 1  in 
modo  che  l'equiizione  ai  speizi  in  n  equaeioni  lineari.  Nel  caso  del  folium  questa 
osservazione  conduce  subito  al  risultato,  perchè  ai  ss,  *  che  bssta  aggiungere 

.Inalisi  alffeiirica,  p.  366. 


a*  ad  X* '\' y^ —  ^axy  per  trovare  il  valore  del  circolante  (ac,y.a),  scomponibile 
in  tre  fattori  lineari. 
d)  Sia  ancora 

♦(x ,  y ,  z)  =  ax«  +  6y»  +  rs'  +  S/yr  +  272»  +  2hxy  . 

U  equazione  della  tangente  è 

(ax  +  hy  +  yz)X  4-  Qix  +  fty  +/2)  Y  +  («/-r  4-/y  +  '-2)2  =  0  , 
quindi ,  facendovi  «  =  0  ,  Z  =  1 ,  si  ottiene 

(aX  +  /iY+5r)a-  +  (/*X  +  />Y+/)y==0  , 
e  bisogna  eliminare  yjx  fra  questa  equazione  e  l' altra 

(ix^  4-  hy^  +  2^//  =  0  ; 
sicché,  ponendo  x  ed   */  per  X  ed  Y,  si  trova 

a{ìix  +  hy  +/)*  +  h{ax  +  hy  +  y/  —  2/ir^j;  +  hy  ^ y)[hx  +  6y  +/)  =  0  , 

ossia 

a  h  oo;  -j-  /«y  -|-  y  I  =  0  . 

A  &  /,a;^6y+/ 

axJfhy  ■\'  y     hx  -\-hy-^fO  \ 

Sottraendo  dalF  ultima  verticale  la  prima  moltiplicata  per  as,  e  la  seconda  molti- 
plicata per  y,  poi  operando  analogamente  sulle  orizzontali,  si  trova 


a     h     y  =0 

h     h     f 

il     f    e  —  * 

Dunque  Inequazione  complessiva  degli  assintoti  della  conica 

ax^  +  />y«  4-  e  +  2/y  +  2yx  +  2/iary  =  0 

si  ottiene  ponendo  nel  secondo  membro .  invece  di  0,  il  discriminante  D,  diviso 
per  ab  —  /*'.  A  questo  risultato  si  perviene  assai  più  rapidamente  mercè  V  osser- 
vazione fatta  nel  precedente  esenrizio,  cioè  sostituendo  a  e  un  numero  c\  tale 
che  Inequazione  si  spezzi  in  due  equazioni  lineari,  per  la  qual  cosa  occorre  che  sia 
nullo  il  nuovo  discriminante 


a 


9 


I  h     h 

\u    f 


—  \(%    h    yl  +  |«     h     0         j  =  D+frt/>  — /*«)(/— r)  , 


h     h    / 

y    /   '•  I 


I     I 


h     h     0 


I  y   /  *■  —^\ 


osHÌa  che«i  abbia  c'=c -  •  • 

ab  —  /r 


I 


■204.  Flessi.  Taluna  pai'Ucolai-ltii,  che  possono  presentarsi  In  tèi 
inulti  'l'uiia  curva,  e  che  sono  inerenti  alla  sua  forma,  fauno  dare  a  tali 
punti  il  nome  di  punii  singolari.  Così,  per  esempio,  quantunque  nei  punti 
per  i  quali  è  j/=0  si  presenti  la  particolarità  che  l'ordinata  diventa,  ge- 
neralmente, minima  o  massima,  pure  essi  non  sono  punti  singolari,  perchè 
basta  un  cambiamento  nell'orientazione  degli  assi  per  trasportare  altrove 
l'osservata  particolarità.  Non  cosi  avviene  dei  punti  nei  quali  è  y"=0: 
questi  si  chiamauo/T(JSSi  o  punti  il' inflessione,  e  sono  punti  singolari,  per- 
chè in  essi  é  nulla  Ut  viiri'tUur'f ,  si  verifica  cioè  nn  fatto,  che  nessuu 
cambianionto  di  assi  vale  a  distruggere.  Del  i-esto  è  facile  constatare  che, 
intorno  ad  un  tal  punto  M,  la  curva  si  comporta,  rispetto  alla  tangente 
in  M,  in  modo  eccezionale,  perchè,  trasportata  in  M  l'origine,  se  si  di- 
rigono gli  assi  secondo  la  tangente  e  la  normale,  si  ha,  perla  definizione 
(li  y"  come  derivata  di  y',  lUa{y'!x)  =  0;  poi,  in  virtù  de!  teorema  di 
r  Hospital,  lim(y/a:'):=0,  vale  a  dire  che  la  distanza  della  tangente  in  M 
dai  puuti  infinitamente  vicini  ad  M  è  iiifinitesùna  d'un  ordine  supeiion 
ni  secondo,  diguisachè  si  potrebbe  quasi  dir«  che  nei  puuti  d'inllessione 
una  curva  tocca  maggiormente  le  sue  tangenti.  Per  giustifìcai-e  poi 
la  denominazione  di  punti  d'inflessione  bisogna  osservare  che  y",  annul- 
landosi, generalmente  cambia  seguo,  e  però  (§  107,  tf)  avviene  che  nel  pas- 
sare da  una  parte  all'altra  d'un  flesso,  lungo  la  curva,  la  convessità  di 
questa  si  muta  in  concavità,  o  viceversa.  Si  ha  dunque  una  vera  e  pro- 
liria  inilessione,  nel  senso  volgare  della  parola,  vale  a  dire  che  la  curva 
attraversa  la  tangente;  ma  ciò  non  accade  quando  y"  conserva,  intorna 
ad  M,  un  segno  determinato,  nel  qual  caso  il  valore  zero  rappresenta  uà 
minimo  o  un  massimo  di  y",  d'onde  segue  (§  72)  che  le  ascisse  dei  punti, 
nei  quali  una  curva  attraversa  le  sue  tangenti,  sono  le  radici  semplici  di 
y",  o  quelle  multiple  d'un  ordina  dispari.  Ciò  si  spiega  facilmente  oss«^ 
valido  die  son  questi,  appunto,  i  valori  di  x  die  rendono  minima  o  maa- 
sima  la  funzione  j/',  cioè  le  ascisse  di  quei  punti,  intorno  ai  quali  avviene 
die  la  tangente  cessa  di  progredire  in  un  senso,  e  prende  a  spostarai  nel 
senso  opposto,  come  più  chiaramente  ancora  risulta  dalla  formola  (7). 

2(5.  Per  determinare  i  flessi  della  curva  y=f{cG)  bisogna  dunque  ri- 
solvere l'equazione  /"(ìf)=0,  o  qualunque  altra  equivalente  (§1(6),  ossia 
atta  ad  esprimere  che  la  curvatura  è  nulla.  Cos'i,  per  esempio,  quando  U 
curva  è  data  mediante  una  coppia  di  equazioni  x  =  'i{t),  y^^^l),  iuvece 
di  j/'==0  conviene  scrivere  da;d'y  —  dyd'x  =  0.  In  altri  termini  i  flessi' 
run-ispondouo  u  quei  valori  di  (,  che  annullano  ip'(/)'y(/)  —  ^'(Of'Xl)-  Io-' 
vece,  se  la  curva  è  data  in  coordinate  polari,  l'equazione  che  si  ado{Hìr^ 


—  229  — 

è  r'-f-2r'  —  rr"=0,  escluse  le  radici  (necessariamente  multiple)  di  r;  o 
pure,  se  l'equazione  della  curva  è  data  sotto  la  forma  l//'=/'(6),  ai  scrive 
/•4-/^'  =  0.  Se  poi,  pur  facendo  uso  di  coordinate  cartesiane,  si  considera 
la  curva  rappresentata  dall'equazione  /'(a?,|/)  =  0,  l'equazione  che  dà  i 
flessi  è 


w 

w 

V 

òx* 

òxòy 

òx 

iV 

w 

3/ 

Sxòy 

V 

J)y 

v 

ày 

0 

=0, 


(17) 


imrchè  si  escludano  i  punti,  nei  quali  è  anche  àf=0.  Alla  (17)  si  può 
dare  una  forma  notevole,  nel  caso  delle  curve  algebriche,  quando  rei|ua- 
zione  della  curva  sia  stata  già  resa  omogenea.  Sia  n  il  8U0  grado,  e  nel 
determinante  che  precede  si  sottraggano  dall'ultima  verticale,  moltipli- 
cata per  n  —  1,  la  prima  moltiplicata  ])er  a?,  e  la  seconda  moltiplicata 
per  [/;  \m  si  faccia  altrettanto  per  le  orizzontali.  I  primi  due  elementi  del- 
l'ultima  verticale  o  dell'ultima  orizzontale  si  cambiano  (§  I3ii)  in 


y/ 

òy  ò;  * 
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die  si  riduce  a  s 


..ay 
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Cosi  rec^uazione  amsiderata  diventa 
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Adunque  i  flessi  delia  curva  algebrica  f=0  5/  determinano  poneìxdo  ugwi- 
le  a  zero  l'hessiano  H  della  finzione  f,  ì-esa  omogenea  {cfr,  §§  139, 170). 
La  curva  H  =  0  si  chiama  la  hessiana  della  curva  f=Q,  I  flessi  d'una 
curva  algebrica  sono  dunque  fra  i  punti,  nei  (|uali  essa  incontra  la  pro- 
pria hessiana;  e  siccome  questa  ha  l'ordine  3(n  —  2),  si  hanno,  in  gene- 
rale, 3n(n  — 2)  flessi  lungo  una  curva  dell'ordine  n.  Per  esempio,  una 
conica  non  ha  flessi,  una  cubica  ne  ha  nove  (sei  dei  quali  son  sempre  im- 


iiKigiiiam);  ecc.  Si  noti,  richiamantln  la  form'thi  (0),  che  opni  jinoto  a>- 
liiiiiie  alili  curvi!  f^O  od  H:=0  è  un  flesso  della  )i('iiiia  curva,  sera^JiVi 
(■he  non  sia  Af=:  0,  cioè  che  non  vi  si  aiuiuUìuo  ait  un  tempo  !«  dei-iTHt« 
piime  di  f.  La  condizione  \f=n  basta  da  sola  (eoo  f^O)  a  definire  al- 
tri punti  singolari,  suddislacenti  altresì  alla  (17),  u  situati  perciò  suH'lien- 
.-(iana.  Di  questi  punti  si  discoiT«rii  fra  breve  (§207);  ma  intanto  si  noti 
elle  la  loi-o  pi-esi-nza  pnHluoe  un  abbnssam(>nto  nel  nunieiv  3n(n  —  2)  dei 
lli-ssi. 

/                  ■'■  \                             2i'i/— a) 
SOtnEserciXli; 'fi  Per  la<|Uft<iriitri('e  [,v=:  J-cot  ^1  ,   aaaeudo   •/"=   — , 


l'^iiacione  dei  flessi  si  riduce  ui  y  =::  a ,  purché  x  ^  0.  Dunque  il  tamo  cantnle 
non  s' inflette,  ma  la  tADgente  nel  vertice  taglia  tutti  gli  altri  rami  nei  rìs[ietlìTl 
tIeMi.  Le  normali  alla  curva,  in  tutti  questi  punti,  concorrono  nell'origine. 

b)  La  forma  della  curva  (§  200,  li)  rappresentat»  dall'equazione  l/=^'rr^ 
lama  subito  indovinare  resistenza  di  due  tiessi,  aìmmetrici  rispetto  sii' asse  della 
1/;  ed  etfettivamente  l' equazione  (/"==0  conduce  ad  y^l,  equaiione  d'una  ret- 
ili .  l'he  incontra  la  ciirvn,  ilntn  nei  suoi  punti  d' inHessione. 


cj  Per  la  curva  y  =  x'  —^ l' equazione  dei  flessi  h  troppo  compliwt» 

perchè  se  ne  possa  trarre  profìtto;  ma  «  tacile  rendersi  conto  della  forma  genenle 
della  curva,  osservando  che  lueata  passa  per  1'  origine  (c/r.  §  63,  6)  tangentid- 
mente  all'asse  delle  x,  e  si  estende  nll'  infinito  assisto  ti  e  ani  ente  alla  retta  y^l^t. 
Ansi  lo  H%-iluppo  y=:  —  —  -_  -|-  . . .  ci  dice  che  la  curva  è  asaintotica  all'  ip«- 
bole  i'  —  2j^j/='/,,  e  ciò  ne  rende  pia  agevole  la  costruzioue  approssimata.  In  t»l 
modo  si  riesce  a  prevedere  die  la  curva  s' inflette  in  tre  punti,  in,  \ 
qua]j  è  l'origine  0.  Nondimeno  hiaogna  notare  che  O  non  è  un  flevO. 
e  si  ha  cosi  un  esempio  di  curva  allruveTiaUi  ttalln  tangente  ìn  ttnpai^ 
che  mia  è  un  punto  d'injiwiionf.  Infatti  sì  sa  (§  IH,  i)  che  y",  considerala' 
come  derivata  destra  o  sinistra  di  i/',  ha  il  valore  2  o  il  volore  —  2. 
Del  resto  basta  osservare  che  lunQ/jx*)  ^  dz  1  per  accorgersi  c!l« 
nel  punto  O  viene  a  mancare  una  proprietà  essenziale  dei  punti  di 
inflessione,  giacché  la  distanza  della  tangente  in  0  dai  punti  infiai*) 
tamente  vicini  ad  O  non  è  infiaitetiuia  d'  nn  ordine  ruperinre  ut  mc*" 
lio,  ma  è  proprio  del  secondo  ordine,  come  nei  punti  ordìnariL  | 
lì)  Per  convincerai  delP  utilità  di  possedere  uu  criterio  analitico  sicaf^ 
(;/"=0)  per  la  ricerca  dei  punti  d'inflessione,  basta  costruire  la  curva  y=te*.^i 
aggiungendo  senj^  alle  ordinate  della  logaritmica  y^e*.  t!na  costruzione 
solana  condurrebbe  a  credere  che  la  curva  s'inflette,  anche  per  -r^O,  infln]l4 
volte;  ma  ciò  non  avviene,  perchè  la  funzione  i/"  =  r'  —  sen  j;  non  am 


,i  flessi,  le 


ndo  r'>lè8 


e  per  j!  >  0.  ,SÌ  ha 


L  '[iielle  dei  pu 


i  d'i 


a  dell»   log.ir 


I,  per   a-  <  0,  ìaK 


ej  Unta  iiiiii  ImruH'j»  qimluiiqiio  {r^=avoaf)  +  !•).  *'  trnvu 

r»  -|-  2r''—  «■"  =  2rt'  +  6*  +  «(ticostì  . 

rchè  inesU  fiinsione  di  0  ti  lumulli  i>er  vhIoH  reati  di  4.  bìBoguu 
f  ft*  non  superi  '-iii/i ,  b  ']  uìiidi  che  6  t'iulii  noli'  intervallo  (a  ,  2n)  ;  ma  1' 
B  biferiore  va  ew-liiRo,  porche  per  b=:a  è  6  =  n.  radi<!6  doppia  di  r.  Duniiue 
'V.  §  190,  k)  le  sole  lumache  dotate  di  fiesei  aon  quelle  per  le  quali  b  è  maggiore 
n ,  ma  noo  di  So. 

/;  Fra  le  noni^oidi  (§  VJO,J]  della  retta  ai  i^onsìderi  quella  che  contiene  il 
ilo.  Dalla  sua  equaxione  (r—  iijcosB^^a  si  deduce,  per  determinare 
iasione  cos'8  -j-acoa'8  —  2  =  0,  dalla  quale  si  traggono  per  costì  i  valori  —  1, 
-  1  4"  r  ■*  •  —  ^  ~~  K'*-  D^l  primo  non  hì  deve  tener  conto,  perchè  annulla  r 
sd  insieme  r')-  l'ultimo  non  corrisponde  a  valori  reali  di  9;  rosta  il  swondo,  che 
1>  r^  ';',«  (S  +  V'j):  è  questo  il  raggio  d'  una  circonierenea,  col  centro  ne!  jwlo, 
■ho  taglia  la  curva  nei  due  punti  d' infleanìoiie.  È  facile  dimostrare  che  i  punti  di 
inHeHiono  di  tutte  I»  concoidi  della  aIosbil  retta,  rispetto  al  medesimo  polo,  ca- 
itiilio  nulla  parabola  semi-cubica  j:'  =  iaij*. 

•j)  l'inai  mente  domandiiimoci  se  le  concoidi  (§  aOO,  i)  d' una  spirale  logarit' 
niicinKwsono  inflettersi,  quantunque  <i  priort  sembri  che  ciò  non  debba  accadere. 
Dn  r  =  u(e'"<±l)  si  deduce 

,■'  -i-  -l/^  rr"=  (1  +  ».')r'  ^:  ìim'ar  +  2mW  . 
*«  v«<le  che,  se  ">'  «CU,  quoato  trinomio  non  può  annullarsi  per  valori  reali  di 
'■  Xe  segue  che  le  spirali  cercate  sono  soltanto  ijuello  che  incontrano  i  loro  raggi 
Tettali  eotto  un  angolo  auiHaieii temente  piccolo ,  cioè  tale  che  il  suo  seno  non  su- 
I""i  'I,.  Ciascuna  di  esse  ha  tutto  le  concoidi  dotate  di  due  punti  d' inflessione , 
l'orriipondenti  a  valori  di  r  che  sun  sempre  compresi  tra  n  e  2fl.  Oli  archi  delle 
infinite  concoidi  d'  una  stessa  spirale,  che  hanno  gli  estremi  noi  punti  d'iuHessio- 
"f-snu  visti  dal  polo  sotto  un  angolo  costante,  nullo  per  m  =  '2|/2  e  pic*oliaaimo 
l"!  "1  grandissimo. 

W.  FnnU  multipli.  É  iiotn  (S  I7:f)  oh-',  iier  hi  detemiiiiaRioue  della 
'iN^'cule  iu  un  punto  ilell:i  i-urv:i  f{x,  l/)^0,  si  fa  uso  dell' efiuazìooe 


lliiillf-  s 


a/- 


3/- 
'  T-  jiiano  coutiiuie .  ed 

h 

:(J,  non  si  può  più  asst?- 

ihe,  ìiit^irco  iid  M,  !/  è  runzione  di  se,  cioè  che  ad  ogui  valore  di  3" 

'"nisponde  uno  ed  un  sol  v;iioi*e  di  y;  ma  ciò  riiuuiie  vero,  per  la  suppo- 

I  'diitinuità,  iutoruii  ad  M,  vale  a  dire  elle  iu  puuti  M',  infini tameate 

icii  ad  M ,  la  derivata  y'  esiste,  ed  ha  il  valore  che  si  ricava  dalla  (18). 

iiiMJido  M'  tende  ad  M.^-  tende  ad  anuuiiarsi,  lueutre  r-  tende  ad  un 
di/  (Xc 

iriiite  ^tiiiui'iiltueute  divui-so  da  zt^'i-o,  e  [xirò  [/'  cfesce  iudetiuìtameute.  N(> 


.legiie  che,  iu  M,  la  tangeute  è  parallela  all'asse  delle  y,  e  ciò  tiou  meU- 
tuisue  sitifrolai-i là.  Ma  se  tendesse  a  xero  aiirlie  ^ ,  nulla  sì  itotrebbe  tx- 
lei-ire,  seuxu  uu  ulteriore  esauie,  uifcu  il  limite  di  j/.  L^equaziuiie  (Ut) 
teude  allora  a  diveuii-e  Illusoria,  e  si  ri<;uiTH  iieiTÌò  ad  una  uuova  diffo- 
feimiazioue  : 


ì  +  V 


ìl^ììy  ' 


D/ 


(19) 


Aimuettinniu  che,  uel  teudere  di  M'  ad  M ,  y'  tenda  ad  uu  limite  fiuitu,  0 
l'erohianio  di  determiuai'lu,  avverteudo  che,  se  1/  crescesse  iodefiuita- 
iiieute,  basterebbe  coiisidet'ai-e  diJcjdy  (die  tende  a  zero)  invece  di  àylàir, 
|ier  convincersi  che  sussistono  i  risultati  che  siamo  per  ottenpre.  Or»,  per 
■limostrare  che  y"jr  non  può  tendere  ad  uu  limite  divei-su  da  zeru,  aài?- 
ma  di  l'Hi^pital,  0.  .•jcriviamn 


periamo  il  teore 


Siccome  Ih  l'unzione 


3v  ''■^  8;/ 


dx  ò</ 


wta  fìnita,  per  ipotesi , 
a,  al  limite. 


=  0.  Itnu'|ue  l'equazione  (10)  ili- 


sy 


i  +  ^'i 


intendendo  che  alle  dtM-ìvate  seconde  di  /"si  iittrlbniscauQ  i  valori  chflU 
sumouu  iu  M.  Adunque  sì  haUEio  per  1/',  in  M,  due  valori,  vale  a  dire  che  1 
la  curva  ammette,  uel  detto  punto, 
i-eali  e  distinte,  o  coincidi 
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Nei  pi-imo  caso  il  punto  M  si  ciiiama  punto  doppio,  nel  s» 

,  1      /       y.  punto  (ti  regresso  o  cusp 

/    ^        i'      ./^  \\ /*   "'^'  '''^■*"' *'^''<*®  ""i /'""'o '«ori 

\CZy-.     '{         — ^-    W         ''°''°''*  '"'"'■'"'  •'"'  M  "»"  può  esisKn 

^^^      /'.  /  "'«""  i'itii)  punto  leale  della  culti 

''■•''  "  '"'■"'"■'lUaiidoiideleriiiiiiauleCSl) 

positivo,  si  sa  (S  140)  Cile  la  funzione  r  Ini .  in  M ,  „„  ,i,i„|„„  „  ^^  ,„^^ 


tini:  e  poioliè  ia  (jiiesto  ptiato  il  suo  valore  è  zei-o,  vuol  dii-e  che,  inlorao 
;i'l  6380,  la  ruQzione  è  sempre  positiva  o  sempre  negativa.  Invece,  se  il  de- 
r--i-miaaute  (21)  è  riffgaiivo,  lo  spazio  aiij,'olai'e  intorno  ad  M  vien  diviso 
{rfr.  §  171)  ili  due  regioni,  in  nuii  delle  iinali  />  0,  in  vìciuauza  di  M. 
mentre  nell'ultra  è  /■<0;  e  tali  regioni  sono  separate  moi-cè  le  rette,  in 
dii-ezione  delle  quali  f  tende  a  conservar»*  il  valoi-e  0.  Sod  queste  rette 
appunto  le  duo  tangenti  alla  curva  f^O,  in  M.  Veramente  la  discussione 
che  precedo  è  poco  rigorosa  ;  e  per  condurla  accuratamente  bis(^nerebbe 
lasciarsi  guidare  "  da  considerazioni  analoghe  a  quelle,  che  sono  state 
evolte  nel  §  17a. 

208.  Riassumendo  vediamo  che,  per  cereare  luogo  una  data  curva 
f=Q  le  singolarità  ultimamente  descritte,  bist^oa  porre  uguali  a  zero  le 
derivate  prime  di  /",  e  cercare  tutte  le  soluzioni  x^n ,  f/^6  del  sistema 
così  formato,  ritenendo  soltanto  quelle  che  soddisfano  anche  all'equaziouc 
detta  curva.  Sostituiti  i  valori  a ,  6  ad  ir ,  j/  nelle  derivate  seconde,  se  essi 
non  annullano  t-j  si  ha  un  punto  doppio,  una  cuspide,  o  un  punto  isola- 


secondo  che  la  fuQziooe  (21),  ossia 


r-;  r%  —  1  -T"^  I  -  assume  un  valore 
to'  dij'     XdxOy/ 


negativo,  nullo,  o  positivo.  Se  poi  t-ì=!0,  ma  ;— r  ?  0,  l'equazione  (20) 
:uiimette  una  sola  radice  finita,  e  si  ha  uu  punto  doppio,  con  una  tan- 
.;>iut«  parallela  all'asse  delle  y.  Se  anche  ——-^0,  ma  =-7^0  nel  pun- 
!(■  (fi  ,b),  si  può  dire  che  le  radici  delt'eiiuazione  (20)  sono  entrambe  infl- 
uite, e  perà  si  ha  una  cuspide,  con  la  tangente  parallela  all'asse  delle  y. 
Finalmente  può  accadere  che  tutte  le  derivate  seconde  siano  nulle  nel 
punto  (1,6);  ed  alloi-a,  diventando  illusoria  l'equazione  (20),  bisogna  ri- 
correr-e  all'altra 


Oy' 


che  .Mtmministra,  in  generale,  tre  valori  per  y',  sicché  ai  trova  un  punto 
triplo.  Cosi  continuando  ai  perviene  alla  nozione  di  punto  multiplo  dell'or- 
dina «t,  o  punto  m"**",  geometricamente  caratterizzato  dall'appartenere 
;id  m  rami  della  cun'a,  reali  0  immagiuarii,  ed  analiticamente  dal  fatto 
ihe  in  esso  si  aunullano  tutte  le  derivate  parziali,  il  cui  online  è  inferiore 
:t.l  Jrt.  menti-e  almeno  una,  lì'a  lineile  dell'ordine  m,  è  diversa  da  zero. 
Quando  l'equazione  si  rende  omogenea  si  può  anche  dire,  piii  semplice- 
mente, che  il  punto  ni'"'*'  è  caratterizzato  dall' anuullamento  di  tutte  le 


Il  Corso  di  Calcalo  inflnluiima/e  «  rol.  1,  pp.  509-515, 


Sopivate  parziali  (rn  —  l)*™.  Osserviamo,  per  fluire,  che  t punti  muiUi>U 
(t'una  cw-va,  come  i  puuti  d'iaflessioiie,  apiKtrtetigom  air hesstana  delia 
curro;  e  si  può  iuoUr-e  diiiiostrareche  souu  mullìpliauchepei'  l'tiessiaua. 

300.  Oavpidf.  Fi-ii  i  punti  doppii  haiioo  speciale  imiiortauzu  le  cu- 
spidi, {lerchè  iuUiniu  a  siflatti  punti,  come  iatoruo  ai  flessi,  la  curvai 
comporta  in  modo  ecceziouiile  rispetto  alla  taugeute.  lufktti,  se  si  preude 
cime  Oi'i}^iue  iì  punto  che  si  vuol  considerare,  t^  come  assi  la  tuonate  e 
la  aormale  alla  curva,  è  chiaro  che  debbouo  eoa  a?  ed  y  auuullai-si  /  «  le 
!-ue  derivate  prime  e  seconde,  Iratiae  j—j ,  giacché  l'equazione  (20)  deve 


V 


3'/, 


uell'oi'igine,  uu  valore  diverso  da  zei-o,  l'equazioue  della  curva  si  riduce 
alla  forma  y^^ka:*  quando  si  trascurano  gli  iolìniteaimi  d'un  oitline  su- 
iwrioi-e  ai  terzo.  Dumiue  la  curva  si  comporta,  in  vicinanza  dell'origiHo . 
come  una  paralwla  semi-cubica,  e  però  tende  a  svolgersi  da  un  lato  solo 
della  normale,  in  due  rami  separati  fra  loro  per  mezzo  della  tangente. 
Questo  avviene  generalmente,  e  si  suole  esprimere  dicendo  che  la  cuspide 
è  di  prima  specie,  riservando  il  nome  dì  cuspide  di  seconda  specie  al  caso 
eccezionale  dei  rami  non  -sepai-ati  per  mezzo  della  tangente,  che  può  pre- 
sentai-si  solo  quando  ò  anche  ^-j^'O  nel  punto  che  ai  considera.  Nel  caso 
generale,  essendo  lim(i//A'')^oc,  si  vede  che  la  curva  si  distacca  mag- 
gior lìtente  dalla  tangente,  e  se  ne  deduce  che  nelle  citspidi  la  curvahtra 
è  generalmente  infinita.  In  altri  termini  il  raggio  di  curvatura  sì  annul- 
la; e  siccome,  uell' annullarsi,  in  generale  avviene  che  il  suo  segno  cam- 
bia, si  vede  così,  in  altro  modo,  che  solo  eccezionalmente  può  darsi  il  caao 
d'una  cuspide  di  secouda  specie. 

210.  Conviene  ora  ritornare,  per  un  istante,  sulla  ricerca  dei  iiessi 
d'una  cui-va  piana,  rappresentata  in  coordinate  polari.  Nel  §  205  ab- 
biamo esclusi  i  valori  di  fl  che  aunullano  r  insieme  ad  f*-\-^-^ — rr", 
perchè  annullano  anche  r',  e  per  conseguenza  r'-f-  r'  ,  dimodoché  non  si 
sa  dire  che  cosa  diventa  la  curvatura.  Anzi,  in  generale,  è  facile  cousta- 
tai-e  che  questa,  invece  dì  tendere  a  zei-o,  cresce  oltre  ogni  lìmite,  sicché 
si  ha  una  cuspide  invece  d' un  flesso.  Per  sapere,  dunque,  se  11  polo  è  uà 
punto  d'iudessioue,  bisogna  pori-e  ugnale  a  zero  l'espressione  completa 
delia  curvatura,  e  non  il  solo  numeratore;  o  pure  discutere  direttamente 
l'andamento  della  curva  iutorno  al  polo.  Supponiamo  che  r  si  annulli  per 
6=01,  ed  in  vicinanza  del  polo  consideriamo,  sulla  curva,  un  punto,  le  cui 
cooi-dinale  rispetto  alla  tangente  ed  alla  normale  nel  polo  siano 


r«>a((l- 


«J 


-«;  ■ 


EvlduoteniHiiit;  si  lia 


2y 


rcos'vO  -  a) 
àBen(9  — «)" 


B— o 


in  Yii-tìi  della  defliiìzione  stessa  della  lierivata  »•',  che  s'intemle  calcolatii 
per  6  =  «.  Del  resto  anche  la  seconda  formola  (8)  si  riduca,  i»er  r  =  (l  ol 
«•"^  0,  a  p  =  '/,'■'-  Diitiiiuo ,  se  la  rniizioni!  r'  si  annuii»  insieme  ad  r  |n;i' 
•  =  o .  8i  ha  p  =  0.  Per  avere  un  imiitn  d' iullessìone  bisognerebbe  iiivecn 
cbe  fosse  ?•'=», 


SII.  Esereiiii:  a)  Nel  foli 
l'origine  è  uq  punto  doppio,  perchè  le  fi 
9Ì  aDniUlano  sìmultaneBmentu  per   x-^iV) ,  i/  = 
non  soddisfallo  all'equnzione  della  curva);  poi 


I.  rapprosentato  dall'equaKione  k'  -|-  y'  _ 

3/  ,.   .  -,  y 


:  0  (eil  anche  per  ; 
«il>a  7,  ^,  =  2» 


Ò'f  _ 


=  2u;  quindi  l'oquBBÌone  (20),  che  diventji  04-i/+0.y^0,  ummett« 
-0!/- 
una  radice  natia  e  l'altra  inflniU,  e  peri  la  curva  tocia,  iiell' origine,  entrambi 
gli  a4si.  Sei  reato,  aenxa  ricorrere  al  procedimento  i^ 

generale,  ae  sì  ammette  che,  per  x   tendente  a 
y'  ha  un  limite  iiniu>,  basta  dare  aH'etju! 
curva  la  forma  ^-j-i/l  —  ]  =;3i 
ai  che  il  detto  lìmite  è  neceasariamente  nullo.  Diu 
<]□«  la  curva  toc«a,  nell* origine,  l'aase  delle  x, 
(per  ragione  di  aimmetria)  anche  l'asse  delle  y.  Se 
poi,  per  costruirla,  se  ne  vuole  cooom'ere  l'anda- 
mento intomo  all'origine,  basta  far  tendere  .r  a  ieero 
in  modo  ohe  i/ji  tenda  a  zero,  e  Irnscurar^  nell'equi 


x,^Z 


e  gli  intinìtesimi  d'  u 


ordine  superiore  al  tereo.  Allora  si  vede  che  il  ramo  tangente  all'  a 
comporta  come  la  parabola  .e'  =  3ay ,  e  per  conaeguenza  l'altro  con 
y*  ^  Sax.  A  conseguenze  simili  conduce  lo  studio  della  logociclica 
pib  generali  ronsiderate  nel  §  203, 

b)  La  curva  :c' ==(.'■*  —  y*ìy  ha  un  punto  triplo  nell'origine 
M>iut«lare  c«l  metodo  espo.^to  nel  §  30N,  o  riconoscete  in  modo 
pHl  semplice  e  rapido  scrivendo  l' equazione  della  curva  sotto 

\V 


le  delle  x  si 
I  la  parabola 


lik  forma  31^ (  "^  )  ■  '^'''  tendere  di  j:  a  :<e 

y' — y'  =  0,  e  però  i/'  ha,  nell'origine,  i  valori  0 


ottiene 
-l.Per 

'labile  indipeudE 


costniìre  la  curva  è  u 

il  rapporto  (  =  i//j:,  sostituendo  cosi  all'  equazione  data  la  cop- 
pia di  winaRìoni  ./=;(  —  (',  y  =  ('  —  /'.  Sulla  figura 
gnftti  gli  eBtremi  degli  intervalli  nei  quali  varia  (  quando  un  punto,  provenienta 
dall'  infinito ,  percorro  la  curva  tornando  all'  infinito ,  dopo  esser  passato  tre  volte 
(1  =  —  1.0,1)  per  l'origine. 


r.i  Pur  liti  curva  i*  -J-  ^'  =  ótus'y'  ni  luriva  nd  un  iiimU>  iiuadruLilaf] 
tuDte  dulia  riunione  di  due  cuspidi  neli'  origine.  Più  generalmeiita  l' oq^m 
x'H-i  _]_  j,«-+i  =3  ^2„  _j_  i)nxy  rappresenU  una  cu 
ato  tipo,  o  del  tipo  del  folìuxn,  secondo  che  n  è  pari  o  dispari: 

oiù  si  deve  alla  diversA  posieione  dall'unico   asintoto  real* 

.r  +  j,  =  (-iyv 

li)  Esempi!  di  cuspiiii  ne  abliiamo  gift  parecchi  nelle  C^l^ 
ve  studiate  precedentemente  (cardioide,  sviluppante  di  ciioole, 
asteroide,  cicloide,  «ce),  ed  il  lettore  potrà  eeercttarsi  a  verifi- 
care die  intomo  a  tali  punti  le  dette  curve  si  coinportwno  come  una  parabola  sb- 
mi-oul>ica  in  vicinanza  della  propria  cuspide,  e  constaterà  l'aciluLente  che  in  esi  il 
raggio  di  curvatura  è  sempre  uullo.  Cosi,  per  esempio,  nel  pro^o  vertÌMle 
{§  200,  e)  dell' elicoide  sviluppabile,  trasportata  l'origine  nella  cuspide,  si  lis 
lim(y,0 ',)  =  '/,''>  e  perù  Tequasione  fla'j/' ^  8è'f  '  tende  ad  es- 
ser vera  per  fl  infinitesimo.  Invece  sulla  curva  (j/  —  «')'^j' 
ni  riscontra  uua  cuspide  dì  seconda  specie.  Evidentemente,  {>«^ 
l'.liè  aia  reale  y,  occorre  che  sia  positivo  x.  Scrivendo 

,=..■(1  +  1/;) 

ai  vede  subito  ohe  la  curva  consta  di  due  rami  tangenti,  nd- 
l' origine ,  all' aaae  delle  .r ,  ma  i  due  ramisi  oomportano,  ri' 
spetto  alla  tangenle,  come  in  im  punto  ordinario,  giacché  « 
Ila  liiii(y/.r')^  1,  d'onde  segue  che  la  curvatura  !•  misurata,  nell'origine,  dal  nu- 
mero 2.  Aggiungiamo  clie  uno  dei  rami  si  estende,  in  forma  parabolica,  all'infl- 
uito, mentre  l'ullro,  dopo  un' intlessione  nel  punto  ili  ascissa  {'l,,ì',  acquista  1* 
maasimii  ordinala  per  x^('/,)*,  e  poi  scende  anch'asso  parabolicamente  all'ia- 
tìnito,   tagliando  nel   punto  3;  =  l   l'asse  delle  ascisse. 

e)  Esempio  notevole  di  curva  con  flessi  e  cus])idi  ai  ha  nella  curva  det» 
wckfl  li'if,  ossio  flicorno,  dagli  inglesi; 


■2n±y7' 


l'er  applicare  il   metodo  indicato  nel  §  20b  bisognerebbe  porre  l' equaJsioiH 

l'orma  razionale  ed  inteca;  ma  qui  conviene  lasciarla  c-ome  si  trova,  ed  o 

l'be  si  hanno  due  rami,  secondo  che  si  prende  il  segno  -|-  o  il  segno  - 

minatore.  Multipli  sono  evidentemente  quei  punti,  nei  quali  avviene  che  si  c«-*  ^ 

fondono  le  due  de  termina!  ioni  di  y.  Occorre  perciò  che  sia  jc*  =  n', 

«uenEa  i/^O.  Per  calcolare  i/'  in  tali  punti  (±t»,0)  si  puìi,  evitando  la  deriva 

zione,  osservare  che,  in  virtù  della  definizione  stessa  della  derivata,  ai  ha 


la  tangente 


::=  ^^  l   per  x  =  a,   etì   .v'=I   per  jr  :^  —  u.  PoÌoliè,Ìi.  „.„ 
si  hanno  due  cuspidi;  e  le  tangenti  in  tali  punti 


iu  un  vertice  (0 ,  a)  della  curva.  Anolie  l»  e 
calcolare  cion  procedimento  analogo: 


L  lineato   punto  A  ai  |iu 


.+lm 


.-k-,? 


2« 


Adunijue  p=  '/,u,  aicchè,  chinmaodo  A'  l'altro  vertice  (0,  '/»")'  "  ^***  '^''*  '" 
curva  ùeuula.  in  A,  la  circonferenza  descritta  sul  diametro  AA'.  Quanto  ai  flegsi, 
se  ai  pone  y" ^ 0 ,  si  trova  '■i  \^it*  —  x'±2"  =0.  e^ unzione  soddisfatta  (purdiè 
81  prenda  il  segno  — )  solo  per  x^=±:  ','j  a  yb,  e  conseguentemente  y=  Y,a.  Dun- 
que  ì  punti  d' inlleasione  ai  trovano  sulla  tangent»  nel  vertice  A'. 

/j  Quando  il  procedimento  esposto  nel  §  208  si  applica  all'  equazione  com- 
plessiva di  due  curve  (q^^O  ,  t('^=0),  si  trovano,  oltre  i  punti  multipli  delle  due 


curve,  anche  i  loto  punti  d'incontro.  Infatti,  posto  /= 


,  è  chia 


ÒU 


si  annullano  ,  come  /,  tutte  le  volte  che  ai  an 

nuUauo  i 

sieme  ^  e  4';  eii  essendo 

inoltre,  in  ciaesto  caso. 

ìx    8, 

' 

W      3V 

8+    H 

òxìij     ijy'    i 

ìix       ì)l/ 

ai  vede  che  i  punti  comu 

ni  alle  due  curve  app 

ariscono 

ome  veri  punti  doppiL  In 

particolare,  se  si  annulla  il  secondo  membro,  come  accade  (§  178,  a)  quando  le  due 
curve  si  toccano,  si  annulla  anche  Ìl  primo,  e  per6  ì  punti  dì  contatto  delle  dne 
curve  ci  si  presentano  come  cuspidi,  quanttinque  le  curve  si  estendano  dall'uno 
all'  altro  Iato  della  normale. 

2L2.  Le  aiugolaritù  finora  studiate  souo  le  sole  che  si  osservino  sulle 
curve  algebriche,  coDsiderate  nella  loro  geaerazioue  per  punti.  Quando 
poi  si  Ta  uso  di  coordinate  tangeaziali,  ed  invece  dei  punti  si  considerano 
II!  tangenti  alla  curva,  m  può  ripetere,  con  jierfetta  dniilità,  tutta  la  di- 
scussione precedente,  ed  invece  dei  punti  doppii,  tripli,  wc,  s'incoatraun 
le  tanffenil  doppie ,  triple,  ecc.;  ma  uou  sì  ottengono  altre  sìngolai'ità  es- 
senzialmente nuove.  Si  trovano  infatti  le  tangentt  regf-cdlenU  e  le  tan- 
genti iìiflessioiìali;  ma  le  prime  non  soao  che  le  tangenti  nei  punti  d'in- 
deasione,  e  le  altre  sono  invece  le  tangenti  nei  punti  di  regresso.  Per  que- 
sta ragione  il  numero  v  delle  cuspidi  e  quello  jj.  dei  flessi  si  corrispoudono 
per  dualità,  nello  stesso  modo  che  al  numero  v'  dei  punti  doppii  corri- 
>;Minde  il  numero  |i'  delle  tangenti  doppie,  ed  nW ordine  n  \i\ctasse  ni.  Un 
uliro  numero  importantissimo,  che  corrisponde  a  se  stesso,  si  chiama  il 
yenei'e  della  curva,  e  si  rappresenta  abitualmente  con  p.  Si  dimostra  • 
che  questo  numero  sarebbe  uguale,  per  uua  curva  priva  di  punti  multipli, 
ad    7i("  —  0("  —  -)■  ^  anche  noto  che,  nelle   medesime  condizioni,  Iu 

*  Il  lettore  potrà  atuiliure  In  Thiùrie  dei  eovrbti  pianti  algibrìqutt  nel  t.  [  del  Court 
d'/lnalgM  di  Jordan. 


classe  in  rUuItorebbe  uguale  ad  n{n —  I).  i-d  il  uuiutti-u  ft  ilei  tiessi  (§205) 
a  3n(n  —  2).  Orbene  si  dimostra  che,  pec  effótto  delia  presenza  dì  VpDDtt 
«loppìi  f  ili  V  cuspidi,  i  Dumeri  precedenti  sì  abbassano  rìspettivameate  (lì 
v+v',3w  +  2«'.8v  +  6v'.  Quiudi,  per  dualità,  se  da  7,(»i  —  !)(».  — S^, 
i'i(in  —  1) ,  3/rt(»ì  —  2)  sì  sottraggono  rispettivamente  ji. -[- f*' ■  3|i -f*  ^  ■ 
Xfi  +  flp'.  si  trovano  ì  numeri /j,»,v.  Le  foi-iiiole  alle  quali  in  tal  mocin 
si  petTiene  si  chiamano  fhrmole  ài  Plvcker.  Da  esse  è  facile  dedurre  che, 
.per  una  cnrva  di  online  n,  di  classe  m .  ili  genere  p,  i  numeri  dell) 
Ilarità  sono 

=  2{«+,.-l)-™    .    v' =  '/,(«- I)(n  ~  6j +  «.- 3j.  , 
.  2(,»  +  ,,-!,_«      ,     ,1  ~  </,(m  ~  l)(...  _  B)  +  n  _  .■!/. 

qualora  non  si  abbinilo  altre  sÌDt;olui-ità  più  complicate.  FarticolariiieutK 

notevoli  sono  le  cioi'e  di  ffeneiv  zeiv,  le  quali  hanno,  tutte,  la  proprielÀ 

ihe  le  caratterizza)  di  essere  ìmici'rsali,  cioè  dì  avere  le  coordinalo  J*,!! 

i  loro  punti  esprimibili  razionalmente  in  funzione  d'una  terza  varinbi- 

:  tali  sono,  per  esempio,  le  coniche  e  le  prime  tre  curve  studiate 

(precedente  paragrafo. 


213.  Altre  singolHirìtà  possono  verilìt'H 
n)  Prinm  di  tutto  ei  ai 


«jIo  nelle  curva  traeteniitìniffl 


i  l'onvinre  tiu^ìliiiente  che  su  tali  curve  si  jiomoho 
vere  infinite  singolarità.  Ciò  si  è  già  conatatato  nalU 
quadratTÌce  (infiniti  flesaij,  nella  cicloids  (ìofiniH 
cuspidi),  ecc.:  ed  ora  si  |>uò  aggiungere  che  1»  «arra 
^'Gzeen'x,  dotata  d' una  cuspide  nell'origine,  e df 
due  flessi  Inori  dell'aitae  x,  possiede  inoltro,  su  ^u*' 
sto  Hsse,  inlìniti  jiiinti  isoluti  eil  intìniti  punti  doppii,  i  quali  sono  anche  punti  dì 
intt«(wione. 

Il)  Infiniti  punti  <l'inil«MÌane  prettentn  anche,  in  un  intervallo  finito,  In  rur- 

T«  i/=^XBeTi  — ,  che  ha  un  aasintoto  (y=  1)  parallelo  all'asse  x.  Sii-oome 
jc'y"=  —  y,  l'intiessione  avviene  sempre  sull'asse  x.  Oltre  le  tangenti  regf»- 
dienti  (che  concorrono  in  due  punti  dell'asse  y),  la  curva  ammette  come  tangood 
singolari  le  bisettrici  degli  assi,  dalle  quali  è  toccata,  infatti,  in  infiniti  punii 
Onesta  curva  è  poi  notevole  per  la  seguente  proprietà;  da  ogni  punto  dell'ae»  j^ 
compreso  nell'intervallo  ( — 1 ,1),  le  si  ponnono  condurre  infinite  tangenti, 
punti  ili  contatto  stanno  «opra  una  retta  uscente  dall'origine.  Analoghe  propneA 
si  rincontrano  sulla  curva  y=3:8en*  — ,  assintotica  all'iirtse   r. 

a  quelli  nei  quali  termina  hrusi>amente  un  nUDOdl 
a,  come  nccmle  nell'origine  per  uno  dei  rami  detllf 

,  dotata  inoltre  d'i. 


.■)  Punii  di /rni-ala  S 


.   cutv»  y= 


1  flesso  per  x^*j  , 


iBintwtica  alla  retta  y=l.  La  curva  ;/=(r'—  l)j(^S,ì 
insta  anch'  essa  di  due  rami    ,  i>ii..i:  .,:  e •» '.- 


deUe  y  nei  punU  y=d:l,  B-intìsttono  sulla _^ 

i- nono  entramlii   iissintotici  all'asse  delle  or.  Anelala  curva  j/  =  *IcigjB   d^^l 


auipio  umì  lempUce  di  femuta  neirorigùiH.  dove  UHH^a  l'niuMt  itetlti  ij.  Allr 
ntpii  oi  MAO  dati  'ialle  curve 


lOfJ 


y  — xMog 


A  d^lle  '{tiali  Im  un  rumo  rlie  si  iWitin.  nell'origiue;  e  rio  avvisae  pen'hà 
on  vi  sona  punti  refiii  sulla  priuin  i-tirvu  jier  .c<^0,  uè  sull'ultra  per  i<^!/-  I'B 
ritna  aembrn  coinportHrai ,  rispetto  ntla  tangente  nel)' origine,  come  in  uu  punto 
'  itttleMione,  perchè  (r/r.  §  UHI 


^fteour 


-.==0 


1  punto  ili  regresso,  peri-lif- 


itii'o,  corie  il  primo,  itlln  retta 
.  per  In  Hecoiula.  Questi  ranii 
MQpre  la  i-onvewiti  verso  l'as- 


EuLtuiilje  le  curve  posseggODo  im  nitro  rRmo,  aasin 
' ^l  )wr  la  prima  curva,  etl  alU  retln  x  —  y  ^ 
si  "Stendono  ]K3Ì  nuovamente  uU'  infinito,  volgendo 
»  dulia  X ,  dal  quale  hanno  una  distanza  minima   2r. 

ili  tifl  due  rami  d'  una  curva  a'  incontrano  in  un  punto  M  ,  e  vi  ai  l'ennuio, 
M  ìt  iru  jmntu  talitntc.  la  M  la  curva  tocca  due  rette,  come  in  un  puuto  doppio, 
HI*  cbtscnn  nuiio  esÌBl«,  cume  In  una  cuspide,  da  un  lato  solo  della  corriapondent« 
notmiile.  Un  punto  saliente  lo  abbiamo  già  incontrato  (§  200,  e)  sulla  curva  defl- 
uiti ilall' equazione  v  =  »'/{l -f"*"))  ^"^  ""  '^'t'o  esempio  semplicissimo  ne  ab- 
binino {§  4 1 ,  /')  1  l'^''  ■'  ^  0 ,  nella  curva  y  =  j;arp  tg  —  . 

ej  Quando  poi  un  solo  dei  due  rami  9i  ferma  nel  punto 
111  ]>ua(u  di  »dojtpitivienti>  *,  ossìa  la  curva  presenti 


in  pimto  che  la  percorro  in  un  certo  » 


,  questo  è 
bivio,  per  cosi  dire,  ad 
Per  averne  eaempii  basta  ag- 


pungere  e  ',  o  riog.c,  o  \x\,  fi:..  tt'\  ;/,  nell'equazione  d'una  curva 
lioUU  d' un  punto  doppio,  per  esempio  in  x' -^  y* ^  \inxg.  Si  viene  così 
«Mpjiriniere  o  ad  asportare  uno  dei  quattro  rami  uscenti  dal  punto  dop- 
rlo^ed  i  chiaro  che  lo  stesso  proemi  ime  nto  permette  di  sopprimere  duo, 
tie  Q  quattro  rami ,  e  può  quindi  servire  a  costruire  curve  dotate  di  punti  salien' 
pimli  di  tennata  a  punti  isolati. 


[  "1  i""" 

1 


<::oxxtn.t*i. 


p2l  l.  Ordine  del  contatto,  Intrn-uo  ad  uu  punto  ordinario  M ,  co-^ 
'ìflHne  H  due  linee,  coasidei-iniiio  due  punti  P  e  Q,  uuo  aopra  una  linea, 
['alliii  sull'altra.  Immiifriniiimoi'lifi  V  r-  i)  d'uditiid  sirrmltarie.iTneiit*i  »il 


*  Su  questa  liagoiarità.  segualate  venticiiiq 
irtrcojo  di  UanalOQ  in  MathtMÌi,  \SS^,  y.  l'Jl, 


a  btlgu  Platelu  ,  vaili  un 


M.  e  per  fissare  le  idee  suppoDÌaino  (quantunque  iiOQ  sìa  aecessaHo) clt« 
la  ratta  PQ  tenda  ad  una  posizioue  limita,  nella  quale  siano  diversi  di 
zei-o  (e  da  «)  i  suoi  angoli  a  e  3  eoa  le  due  linee,  ossia  con  le  loro  tan- 
genti in  M.  È  anzitutto  facile  vedei-e  die  gli  ai-chi  MP  ed  MQ  sofloiiiB- 
..!.„.,:„:  j„i  — »-ìiino  ocdioe.  Inl'atti  il  limite  del  loi-o  rapporto  ha  il  va- 


iiitesiini  del 
lore 


1      ^^- 

""  MQ" 


■n  MP(J 


■  fluito  e  divei-iio  da  Kei-o. 
infinitesimo  [iriucipale, 
ha  piii-e 


in  virtù  dell'ipotesi.  Ora,  proso  MP  o  MQ  oonis 
■  chiamato  tu  l'iiugolo  dulie  due  linee,  in  M.  sì 


MQ 


uTMQ  _ 
nMPQ 


e  si  vede  che  la  distanza  PQ  è  infinitesima  del  primo  ordine,  o  d'uDO^ 
dine  superiore,  secondo  che  senni  è  diverso  da  zero  o  uguale  a  zero,  vale 
u  dire  secondo  che,  in  M,  le  du  ;  linee  si  tagliano  o  si  toccano.  Adun(|U« 
il  diventare  PQ  infinitesimo  d'nn  ordine  superiore  al  primo  è  un  fatto  che 
I  caratterizza  il  contatto  delle  linee.  È  dunque  naturale  assumere  come  ili' 
dice  del  contatto  più  o  meno  stretto,  che  si  può  avere  fra  le  linee  coQi^iiie' 
rate,  l'ordine  d' infìaitesimo  di  PQ.  Pertanto  diremo  che  il  contatto  è  dfl- 
l'ordine  n  quando  PQ  è  infinitesimo  dell'ordine  n  +  1.  Bisogna  tuttiivi* 
far  vedere,  prima  di  adottare  questa  definiitioae,  che  il  numei-o  n  è  unto* 
r  per  gli  infiniti  possibili  modi  di  assumere  coppie  di  punti  P  ,  Q ,  tendunlt 
I  ad  M,  Suppongasi  che,  mentre  il  punto  Q  tende  ad  M,  invece  di  congìuii- 
gerlo  a  P,  si  congiuuga  ad  altro  punto  I'',  tendente  anch'esso  ad  M  in 
guisa  che  P'Q  tenda  ad  una  posizione  limite,  non  tangente  alle  linee,  in  M. 
È  noto  {§  107.  e)  che.  tendendo  P  e  P'  ad  M  hmgo  nna  delle  due  linee, 
PP'  tende  a  confondersi  con  la  taiiKeute,  in  M,  a  questa  linea;  e  però 


^  _ 

'  l'Q 


n  PPQ 
u  l''FtJ 


Dunque  P'Q  è  inlinittisimo  dello  >tesso  ordint;  di  PQ. 

215.  È  facile  ti-ovare  le  condizioni  analitiche  del  contatto  n""'*'  par 
due  linee,  date  in  coordinate  cartesiane  mediante  le  equazioni  Y  =  ?(X)i 
ì  =iIi(X),  Supponiamo  clie,  in  M.  le  linee  ammettano  una  taligenteCOr 

i,  non  paiallela  all'asse  delle  y,  e  tagliamole,  intorno  ad  M,  con  uM 


muue,  I 


inuue,  iiim  ifiuaiiota  «n  ^^^~-  — ..^  a,  -  ~i>ri"'^*<"'ic,  luiuruu  au   a\,    COU  UO» 

parallela  al  detto  asse,  che  le  incontri  in  P  e  Q.  Qui  si  noti  che.  se  la  tan- 
gente fosse  parallela  all'asse  delle  y.  basterebbe  scambiare  fra  foro  gli  as- 


''  coU8eini«iiteniBute  le  coordinate,  per  rimanere  nell'ipotesi  fótta.  Ciò 
masso,  se  ic  ó  l'ascissa  di  M.  ed  oj+h  finella  ili  P  e  Q,  è  oliiai'o  cliu 
:  iiinitesimo  h  è  dell'ordine  dì  MP  e  di  MQ,  cioè  del  primo  ordine,  per- 
!■  il  rapporto  dì  h  ad  MP  o  ad  MQ  tende  al  coseno  dell'angolo  che  la 
.i:i^'i3nte  in  M  facon  l'asse  delle  *■;  e  per  ipotesi  questo  coseno  non  è 
Jullo.  Anclie  per  ipotesi  la  retta  PQ  non  tende  a  confondersi  con  la  tan- 
gente in  M,  e  però  le  condizioni  del  contatto  «-"'*'  soii  tntle  raccbìnse 
tCitto  cite  PQ  è  iuQuitflslmo  dell'ordine  n-|-l;  e  sìccnnio ,   posto 
1=,(37)  — i^j;),  si  ha 
ide  che  per  un  tal  fatto  sono  necessai-ie  e  iJuOlcìcnti  le  coiidizioni     m^ 

Ihat^ae,  affinchè  fra  le  due  linee  ci  sia.  ìieljnwto  M,  un  contatto  detVor- 
itiiw  [i,  occorre  e  tiasla  che  si  alitila 

clo^  ulie  lo  pi-nne  n  derivate  de)l'oi-diuat,'i  rispetto  all'aiìicissa  siano  lira 
loi-o  usnali,  nelle  due  linee,  ma  1«  derivate  (n  +  l)"'""  siano  differenti.  Si 
noti  l'ho  la  prima  di  queste  condizioni  esprime  semplicemente  che,  in  ^I . 
Itì  linei'  s'incontrano,  h  la  seconda  che  esse  si  toccano. 

116.  Ossei-viamo  che,  quando  n  è  dfspai-l,  le  condizioni  trovate  sou 
|è  stusse  che  permettono  di  asserire  (§72)  che  la  funzione  xC^Ì  ha, 
X.  nu  luinimo  o  un  massimo;  e  siccome  la  funzione  è  nnlla  («p 
valore  di  X .  essa  conserverà  invariato  un  certo  segno  intomo  ad  M, 
conseguenza  le  due  linee,  in  M,  nnn  si attrav^ersano.  Se,  invece,  n 
,  la  funzione  considerata  non  ha  né  minimo  né  massimo  per  \=x, 
si  ha  9{X)>+(X)  da  un  lato  di  M.  e  (p(X)<'KX}  dall'alti-o  lato, 
le  due  linee,  pur  toccandosi  in  M,  si  nttrarersaìio.  Duiiriue  il  solo 
che  dne  linee  nel  toccarsi  si  attraversano  rivela  un  contatto  supe- 
flure,  yd  in  tutti  i  casi  d'un  ordine  pari.  Nondimeno  questa  conclusione  è 
subunlinata  all'ipotesi  implicitamente  contenuta  nelle  precedenti  consi- 
•I^Taìiìoni ,  cioè  chele  funzioni  p  e  4'  ammettano  le  successive  derivate 
""k'he.  Cosi,  per  esempio,  nel  §  "iOfì  abbiamo  incontrata  una  curva  che  at- 

§.-sa  la  tauffeute  nell'origine,  malgrado  che  il  contatto  fi-a  le  due  li- 
a  itemplice.  Un  caso  analogo  »i  dà  per  la  curva  i/==a*/(14-^)-  che 
rìdine  toct^a  ed  attraversa  (§200,  f)  la  parabola  y  =  'ì,x*,  quantun- 
que Don  Ti  aia  che  un  contatto  semplice  fra  le  due  curve.  È  poi  da  notare 
dm  il  contatto  della  medesima  curva  con  la  propria  tangente  è  semplice 
' Tiintstra  dell'origine,  mentre  a  destra  non  si  saprebbe  dii-e  quanto  ne  sia 
ahto  l'ordine. 


217.  Algebricamente  cousiderate  le  con<ÌÌxioni  {22)  dicono 

requasioiie  )[(X)^0  ha  in  \=j'  una  ridice  (n -fh)"  ^ 

sia  è  r<M|U»)!Ìoae  che  TorDisce  le  ascisse  dei  iniDti  d'iacunlnj  ritìlle  dm»* 
Dee,  si  può  dire  che  in  M  sono  ritmiti  ii-|-l  punti  comuni  iille  linee  >tm- 
se.  Questo  modo  di  vedere  è  poi  geometriL-iimente  piustillcat«  dal  Mi» 
che,  se  si  coodaCfl  per  uu  punto  M  d'uua  Uuea  Y  =  /^X)  noaliuca^i- 
riabile  Y^9(X),  la  cui  e<iuazÌoue  racchiuda  iiiii  di  n  parametri  apM- 
trarii,  e  se  sì  dis|>oiie  di  questi  parametri  iu  mo<lo  che  la  linea  passi  par 
altri  »  punti  M'.  M", ...  della  prima  linea,  e  se  Hualmeute  questi  n  punti 
si  Tamia  sìmultaueameute  tendere  ad  M  in  modo  che  la  luiea  Tnriabile 
t«oda  ad  occupare  una  posizione  limite,  in  questa  essa  ha  un  contatto  di 
ordine  generalmente  uguale  ad  n  con  la  linea  data.  Supponiamo  infatti 
che  n+  1  parametri  della  linea  varì:tbile  siauo  stati  detcrminati  tu  modo 
da  soddisfare  alle  condizioni 


9 W  =/(.«)  ,  9(1.)  =/V, 


,  9fx^^=/(.J  . 


ftnot<.<SI«>ì 

9(X)  =  /(z}  +  (X-«)Ajr,;r,,-f  ,:X-x}{X^*,)/(*,jt,..t,l  +  ... 


nelle  quali  x.o),  ,a:,, . . .  sono  le  adisse  di  M.  M'.M" 
che  si  può  scrivere 


-KX-iKx-x,)„(x-»_,)/(x,»,._.,.j-Kx-«)(x-^,)-.(x-xj^ 


**X4) 


'  (M-i)'- 
rappresentando  con  i  un  oumero  compreso  fra  la  più  piccola  e  la  pin 

grande  delle  ascisse  X,a;,x^, x,.  K  anche  noto  che,  quando  ir,. 

Xf ,  ■  ■  ■ .  37,  tendono  (insieme)  ad  x,  si  ha 

Dunque,  se  si  rappresenta  cou  4  uu  numero  compreso  fra  X  ed  :r. 
D'altra  parte,  se  4,  è  un  altro  oumero  compreso  fra  X  ed  x. 


Per  couseglienia 

,.    /iX; 

-?(X) 

il— 

*" 

S   (X 

-.r*' 

:■+ 

1)! 

Cioè  la  dìlTeix'uza  AX)  —  9(X)  *  ìuliuit«8ima  d'un  oi<diue  supetiurt!  ad  m 
e  peri»  le  due  linee  hann(\  in  M.  un  contatto  dì  ordine  non  inferiore  ad  ib 


Il  coDtstto  puù  diveutaru  rl'uu  ordiae  superiora  ad  n  quaado  altri  punti 
i'iacontra  delie  due  iìaee,  oltre  queili  da  noi  considerati,  vaduu»  :i  cou- 
fondersi  eoa  M.  Naturalmente  iu  tutto  ciò  si  suppone  n  intero;  ma,  nel 
(leOuire  l'oitliue  del  contatto,  non  si  esclude  che  possa  essere  frasioanj-io. 
me  accade,  per  esempio,  nel  contatto  fra  una  curva  ed  una  3u:i  tau^etite 
iiiionale.  dove  l'ordina  è,  in  generale  (§  209),  uguale  ad  '/«  ■ 


3IS.  Osculazione.  Ora  supponiamo  die  ad  una  data  linea  /'(X,V)=(J 
Ai  voglia  coudurri),  in  un  punt^>  (:<',{/),  una  linea  che  abbia  con  essa  un 
WHitatto  «-"''",  ed  appartenga  ad  una  famiglia  di  linee,  definita  dall'equa- 
zione ^(X,Y)^0,  che  l'acchiude  più  di  n  parametri  arbitrarli.  Biso- 
giian'i  derivare  le  due  equazioni  n  volte  di  seguito,  come  per  calcolare  le 
luime  n  derivate  di  Y  rispetto  ad  X,  ed  esprimere  poi  che,  in  entninilw 
le  serie  di  equazioni  cosi  ottenute,  le  dette  derivate  hanno,  per  \=;j  ed 
^  =^1  gli  stessi  valori.  Si  ottengono  così  n  -j-  1  equazioni,  comprenden- 
dovi quella  che  si  ha  ponendo  \  =  x  ed  V^y  nell'equazione  della  linea 
iilcognita.  Esse  servono  a  determinare  n  +  l  parametri,  ed  in  generale 
avverrà  die,  soltanto  so  i  parametri  arbitrarli  saranno  in  numero  mag- 
giore di  n,  si  potrà  ottenere  un  contatto  n'"**".  Quando  sì  dispone  di  tutti 
i  parametri,  in  modo  da  raggiungere  il  contatto  massimo,  ossia  dell'or- 
iliiie  più  elevato,  si  dice  che  le  duo  linee  sono  oscutatrict.  Ciò  non  toglie 
che,  [mr  una  particolariti  ineraote  alla  prima  linea,  si  iiossa  oltrepassare 
l'ii-dine  massimo,  ed  allora  si  dice  che  le  linee  sono  sio-o&culatrfei.  Per 
sapere  in  quali  punti  a^Tiene  la  surosculazione,  basta  derivare  una  volta 
ili  più,  ed  eliminare  i  parametri  ij-a  tutte  le  equazioni  otteoute. 

319.  Esempii:  a)  Qutmdo  oA  una  curva  ti  vuol  condurre,  in  un  punto  {x  ,  ;/) , 
UDa  retta  tangente ,  se  ai  osserva  che  l' equaeiane  della  retta  Y^=inX-f-A  contiene 
<!>'«  ptramebrì  arbitrarii ,  ai  prevede  che  non  si  può  otteaere ,  in  generale ,  se  non 
nn  contatto  semplice.  Intanto,  col  proced intento  indicato  uel  precedente  paragra- 
'Oj M  trovano  le  condizioni  y^iinx-j- A  ,  y'^=m,  nelle  nuali  bisogna  pensare  clie 
'iil,y'  fa  riferiscano  alla  curva  data.  Se  ne  ricavano  i  valori  dei  parametri  ni=:i/', 
'•^y  ~-  xj/,  e  bÌ  trova  (e/n  §  187)  che  l'equazione  delia  retta  tangente  è 


Y: 


=  iV +(.'/- 


■.v) , 


=  !/'(X-x). 


^^an  contatto  superiore  bisogna  che  Mia  ^"=:0,  e  ciò  dipende  dalla  curva  data' 
»  pieciaamente  si  vede  che  solo  nei  Sessi  una  curva  ha,  con  la  propria  tangente,  iiu 
intatto  di  ordine  superiore  al  primo.  Questo  contatto  è  generalmente  del  secondo 
Ordine,  e  la  tangente  atlrm-rrna  la  curva;  ma,  perchè  ciò  avvenga,  occorre  inoltre 
e  Wta  che  la  prima  delle  successive  derivate  y''',  ij'" , ... ,  che  non  è  nulla,  sia  dì 
online  dispari.  Con  linguaggio  geometrico  si  può  dire  che  iu  un  punto  d' intlesBio- 
Ot  M  sono  confusi  almeno  tre  punti  comuni  alla  curva  ed  alla  sua  tangente,  e  che 
l'flOgni  caao  il  numero  dei  punti  accumulati  in  M  è  dispari  o  pari  secondo  che  ia 
wLè  Dttraveniata  o  no  dalla  curvn. 


h)  ITn  circolo  dì  centro  (£ ,  il)  e  di  raggio  p  i  rappresentato  dniraqiM 


('■ 


''  +  (H~tì)'  =  p'  ,  ■'  — %  +  (.!/  — tÙ!/'-- 


i  irne.  auocoBaivamente , 


i+y'+(i/— t)V'= 


Jl-h/)'" 


Si  ritrova  coat  il  lircolo  già  chiiunato  osculatore,  e  si  vele  cho  il  suo  contatto  em 
U  curva  ^  generalmente  del  aecondo  ordine,  d'onde  segiie  (c/r.  §  W.ì)  che  la  tir- 
ron/nimsa  mir.ulatripc  allraeersa  la  i:arva  nel  iiunta  itetiio  ìn  cui  la  Ineea.  Si  può  anche 
dire,  riterendoai  &  quanto  si  é  visto  nel  g  217,  che  la  circooforeoBa  osciilatrì» 
pass»  per  tre  punti  delln  l'iirva,  infiiiit«inont«  Ticini,  ed  è  bene  rammentarsi  ài» 
proprio  cosi  questa  eÌTCoafersnaa  ci  sì  è  preaentata  per  la  prima  volta  1§  107,  <). 
e)  Se  pni  si  vuole  die  una  circouti-renBa  aldda  eoo  una  curva  data  un  COB- 
ttttodi  ordino  Biiiwriore  al  secondo,  bisogna  che  sia  soMiat'alta  aneli 
^lianzn  i~he  si  ottiene  derivando  l' ultima  delle  (SH),  cioè 


%'.'/"+ (y  —  'iiy'" 


a^y''=(i  +  /),/ 


'iù  dipende  dalla  natura  della  curva,  nel  punto  particolare  che  si  connldoi 
li  noti  che  la  derivata  di  p,  rispetto  ad  at,  ò  precisamente 


(!+.'/)' 


,J(%y'-(i+/)!/j. 


Dunque  ("fr.  §  193),  immaginando  che  M  percorra  la  curva,  avviene  che  fl«V- 
colo  nnfutal'it,  qHnniio  rtioenlrt  mininiii  o  m/uiimii,  asquùlti  cri»  /a  curua  un  conlitìlodi 
OTtiàiK  'upi^ritir*  al  t^oniìo.  Ciò  non  toglie  uhe  la  su  rose  ulaa  ione  posali  uver  luog* 
anch"  quando  il  circolo  non  diventa  loiuijno  o  tnaaaimo. 

Xxa-Pllupx»! . 

22<1.  JDeflnizione.  Sìa  data  unu  ruiaigli.'i  di  lìnee  mediuiite  l'tiqua- 
zioiie  /"(■(.' .  y .  flJ^O,  dove  ciascuu  valore  del  parametro  a  individua  una 
linea.  Supponiamo  che /"sia  continua  anclie  rispetto  ad  0, 
ed  ammetta  le  derivate  prime  contìnue.  Sia  M  uu  punto 
d'incontro  delle  linee  (a)  ed  (a -f  A),  ossia  delle  liuee  cor- 
rispondenti  ai  valori  a  ed  a-\-h  del  pai-ametro.  Quiiudo, 
fissato  a,  si  fft  tendere  h  a  zero,  la  linea  (o  -f-  ft)  tende 
Il  coufondersi  cou  (a),  e  può  darsi  cite  il  punto  M,  scorrendo  su  (a),  tenda 
ad  occupare  una  posizione  limite  A.  Se  le  linee  non  s'incontrano,  posson» 
tuttavia  esistere  punti  A,  sulla  linea  (a),  tuli  ctie  il  segmento  determi- 
Dato  dall'altra  linea  sulla  normale  in  M.  a  |iartir.3  da  M,  diventi,  iu  A 


—  245  — 

dfìuitesimo  d'un  ordine  superiore;  e  tuli  punti  di  massimo  in/lnito  avvi- 
inamento  possono  venir  considerati  anch'essi  come  appartenenti  alle 
uè  linee,  a  prescindere  da  infinitesimi  superiori.  Il  luogo  dei  punti  A 
hiamasi  inviluppo  delle  linea  f[pc ,y,a)  =  0. 

221.  Squasione  dell'inviluppo.  Neirii)otesi  che  A  non  sia  un 
unto  multiplo  della  linea  (a),  (|uesta,  per  la  supposta  continuità  delle  de- 
ivate prime  di  /*,  sarà  pi'iva  di  punti  multipli  anche  intorno  ad  A.  Ne 
egue  che,  se  si  prende  sulla  medesima  linea  un  punto  M,  sullicientemen- 
e  vicino  ad  A,  si  ha  in  M  una  normale  b(Mi  detei*minata,  i  cui  coseni  di- 
ett<)ri  a  e  p  difteriscono  inniiitaiìieiite  poco  dagli  analoghi  coseni  della 
lormale  in  A: 

(X  =r    —  - —  -4-  ...       ,       p  .==  — -    —   —  -t"   •  •  •    • 

Siano  4  ed  tj  le  coordinate  di  M,  tendenti,  per  h  inlinitesimo,  a[le  coor- 
dinate a:  ed  [/  di  A.  Sia  /  la  lunghezza  del  segmento  MM',  che  la  linea 
in  -\-  II)  determina  sulla  normale  in  M.  Tale  lunghezza  si  dovrà  supporre 
uulhi  quando  M  è  un  punto  d'incontro  delle  due  linee.  In  tutti  i  casi  le 
c^>onlinate  di  M'  sono  ^  -\-  la,t\-{-l^,  e  debbono  soddisfare  all'equazione 
iWla  linea  {a  +  h): 

Ne  segue,  ricordando  che  /'(è ,  ti ,  a)  =  0,  e  trascurando  infinitesimi  d'un 
ordine  superiore. 


d'onde 


/  =  .        ''     ^^ 


Và?^'' 


Affinchè  l  sia  nullo,  o  soltanto  infinitesimo  d'un  ordine  superiore  ad  // . 

òf 
<^iTe  e  basta  che  si  abbia  --  =  0,  giacché  si  escludono  i  punti  multi- 
la 

pli.  Dunque  l'equazione  dell' inrilvpjKt  si  oli  iene  eliminando  a  fra  le  erpta- 

fy.r,y,a)  =  0     ,     /'(.r  , // ,  fiì  =  0  .  (24) 

222.  Proprietà  oaratteristioa.  Si  può  anche  dire  che  l'equazio- 
ne dell'inviluppo  è  l'equazione  stessa  della  famiglia  di  linee,  ossia  la  pri- 
ma delle  (24),  quando  vi  si  pensi  a  come  funzione  di  w  e  di  y,  definita 
dalla  seconda  equazióne  (24).  In  ({ueste  condizioni  la  difi'erenziazione  to- 
tale della  prima  equazione  dà 

Ox       òy  ufi  d'I' 


0> 


che  geaeralmeate  si  riduca,  in  virtù  della  second».  a  t — h— ^'=(it  W» 

tu  òy 
a  quella  slessa  Biiuazione  che  liix  il  valore  di  /  per  )a  linea  (a).  Uan^ 
l'inciluppo  tocca  tutte  le  linee  detta  fìimigtia.  È  poi  questa  una  pruprieti 
caratteristica  dell'luriluppo,  percliè,  i)ualuui|ue  sìa  la  lìasa  che  si  nml 
KUpporr^  tangeute  u  tutte  le  liues  della  fauiiglia,  si  paù  «euipra  iiumagi- 
nare  cb«  la  sua  equazione  sia  ta  prima  delle  (21),  dove  a  è  uria  ruaXtMls 
iacognita,  dìi  determiaare  cuiiveuìeutemeute.  Questa  determinazioiiB dii- 
r'eiìser  Tatia  la  guisa  che  la  {;£>)  aonuitioisti-i  per  ;/  lo  sttuiso  valore  cIik 
•iì  ha  per  ciascuaa  liaea  {a),  ({ualuiKiue  sia  ».  É  dutiijue  necessario  che 
U;  e  pdi>ù  l'etjuazioae  della  linea  cercata  e  a[>puntu  i|rielln  clrv 
ilta  dall'eliininazìQDe  di  a  Tra  le  (24). 

2:^.  L'equazione  f{x,y  ,a)^(i  coordina  i  punti  del  piano  luogo  li- 
nee, che  sono  abitualmente  situate  da  una  stessa  parte  dell'iovilappo. 
sicché  (|Uesio  segna  il  confine  della  regione  solcata  dalle  linee  della  rami- 
glia.  Invece  che  nell'unica  maniera  prescritta  dalla  suddetta  eqnaziuiie, 
i  punti  del  piano  potrebbero  anche ,  io  infiniti  modi .  essere  coordinati  In 
linee  dalie  equasiooi 

/ix,.j.a,f.)=0     ,     yrj-,y.,i.ft)  =  0  .  ,;2C,t 

l«  quali  stabiliscono  una  corrispondenza  fra  le  coppie  di  valori  dei  para- 
metri indipendenti  a,b,  ed  i  punti  {x.u)  del  piana  Se  si  domanda  il  con- 
fine della  resone  occupata  da  questi  punti,  si  è  condotti  a  cercare  l'invi- 
luppo della  famiglia  di  lìnee  rappresentata,  per  esempio,  daUa  prima  d- 
((nazione  (2t>),  quando  vi  si  pensa  a  come  unico  parametro  arbitrario,  e  h 
come  funzHwe  di  o^,  y  ed  a.  definita  dalla  seconda  equazione  (20).  Si  ha 


-  è  data  da  ~+r 


=  0.  Ne  3 


{«> 


Basta  eliminare  a  ,b  fra  questa  e  le  {M)  per  ottenere  l'eaiuazinne  della  li- 
nea cercata.  Una  delle  (20)  poti-ebbe  anche  non  couteaere  x.y.  tìd  allo» 
si  è  rìcoodotti  al  caso  d'un  sol  parametro,  giacché  nati' altra  ec[uaxioaA 
uno  dei  parametri  si  deve  considerare  come  runzìooe  dell'altro  parametro. 
11  risultato  (27)  sussiste  tal  quale.  Più  generalnieute,  date  ni  e<|uazioill  ' 

con  n  parametri. 


vincolati  da  n  —  m  relaxioixi 

4, e, .-0  =  0     ,     +.>,»,*., ..r  = 


^i  trova,  differenziando  lotalnente  tutte  le  equaiiouì  rispetto  ai  n 

tri. ed  eliminando  tlii,<A.t'<- chedev'i^^ere  nullo  il  detenuinnnM 
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f unzioQale  di  /*, f7 , ... ,  9 ,  4^ ? ...  rispetto  ad  a,h,c Aggregando  l'equa- 
zione COSI  ottenuta  alle  n  precedenti,  si  giung<^  poi,  per  eliminazione  di 
fl  ;  7/ ,  f , . . . ,  air  eciuazione  dell'  inviluppo. 

224.  Sviluppata  e  sviluppanti.  Si  chiama  svMifppata  d'una  cur- 
va l'inviluppo  delle  sue  normali.  Ogni  curva,  poi,  si  dice  sviluppante  della 
propria  sviluppata.  Per  quanto  si  è  visto  nel  §  191  si  può  subito  aflermare 
che  la  sviluppata  d'una  ntrva  piana  è  il  luogo  dei  suoi  centri  di  cuiTa- 
(nra.  Ora  questo  teorema  si  può  anche  dimostrare  applicando  all'equazio- 
ne della  normale  X  — a?  +  (Y  — 2/)[/=0  il  procedimento  accennato  in  fine 
del  §221.  Si  ottiene  infatti  — (l  +  /)+(V  — ?/)//'=0,  e  però  le  coordi- 
nate del  punto  di  contatto  della  normale  col  suo  inviluppo  sono 


//  // 

1)' altra  parte  si  è  visto  nel  S210  che,  se  è  ed  tq  sono  le  c<Mirdinate  del 
centro  di  curvatura,  si  ha 


Duuque  X  =  4 .  Y  =  t). 


'J 


U  —  TQ  --= 


y 


jf 


225.  Scritte  le  coordinate  del  centro  di  curvatura  sotto  la  forma 


'^^  uè  deduce 


è  =  JJ  —  p  sen  9     .      q  =  //  -j-  P  ^os  9  ì 


rf4  =  rfj5  —  pco99(/9  —  8eu9.Jp     ,     dt\=i(ltj  —  p8en9f/9 -J- co89.f/p  ; 

^luindi,  ricoi*daudo  che  rfo*  =  (-089.^5  ,(///  =  sen 9. t/.v,  e  ponendo  ds  per 
p<?9 .  si  trova  rfè  =  —  sen  9 .  ^/p ,  dfi  =  cos  9 .  dp.  Queste  for- 
cole mostrano  che  T elemento  CC  di  sviluppata  si  può     ' 
considerare  come  se  fosse  collocata)  sulla  normale  alla 
sviluppante,  e  come  se  avesse  la  lunghezza  d7  =  dp.  Ne 
^ue,  ancora  una  volta,  che  le  tangenti  alla  sviluppata  ^ 

^om  normali  alla  sviluppante.  Inoltre  Te^ruagliunza  f/(a  — p)  =  0  mostra 
che  j  — p  è  costante;  e  però,  se  si  considera  un   arco  di  sviluppata 

C,C,=^c7^— a^ ,  negli  estremi  del  (|uale  i  raggi  di  curvatui»a  della 

sviluppante  considerata  abbiano  i  valori  p,  e  p,,  si  lia  <7^'-p^  = 

cr.— p,,  cioè  a^  —  ^i=9i  —  Pi-  In  altri  termini 


arcoCjC',  =  M,C,  —  MjC,  .  (28) 

Segnaliamo  alcune  notevoli  conseguenze  di  questa  proprietà: 

o^  Se  l'arco  M4M,  è  siUIicien temente  piccolo  perchè  la 
sua  curvatura  vada  variando  sempre  in  un  senso  da  un  estremo  all'altro, 
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le  circoufeiMMize  oscul.itrici  in  M^  ed  M,  non  possono  incontrarsi,  perchè 
(S  103)  separate  appunto  (lalTairo  M,M,.  Del  resto  è  facile  culcolarnela 
distanza,  uguale  alla  distanza  d(ìi  loro  punti  Qi,Q, ,  che  giacciono  (iu 
vicinanza  delTarcn  M,M  J  sulla  retta  che  ne  congiunge  i  centri.  Si  ha 

ossia  (}^ii,  =^  arco(\(\  —  rorda(\C,  >  0.  K  dum^ue  evidente  che  due  cir- 
c^)nferenze  osculati'ici,  sulJicienteniente  vicine,  non  s'incontrano;  ma  pos- 
siamo anche  aHerman»  (S  ISCi)  che  (fue  circon/e)'e)ize  osculairici  infinita' 
mente  vieine  noa  /lanno  (tleini  inmtn  comi f ne:  e  la  loro  distanza  è  infini- 
tesinnt  del  terzo  ordine  rispetto  ftlln  distanza  dei  centri, 

h)  Segue  ancora  dalla  (28)  che,  se  si  immagina  avvolto  un  filo  sopra 
una  curva  piana,  e  che  poi,  tenendo  Asso  un  capo  del  filo,  questo  si  svol- 
ga, restando  teso,  nel  i)ian()  della  curva,  ciascuno  dei  suoi  punti  descrivi» 
una  sviluppante  della  curva  data,  l'na  curva  ha  dunque  infinite  svilu])- 
panti,  le  quali  costituiscono  un  sistema  di  c\iv\ e  parallele  ed  equidistanti 
Si  possono  anche  consid<ii*are  le  sviluppanti  d'una  curva  come  rullette, 
generate  dai  punti  (runa  retta  che  rotola,  senza  strisciare,  sulla  cuna 
stessa. 

220.  Per  la  completa  conoscenza  d<dla  sviluppata  d'una  data  curva, 
ci  resta  ancoi*a  da  determinarmi  la  curvatura.  AlTuopo  si  osservi  che  nelle. 
due  curve  l'angolo  di  contingenza  lia  lo  st«^sso  valore.  Ne  segue  subito  che 

il  raggio  di  eurvatnra  della  scilifpj^ata  è  agaaie  a  p-^;  e  perciò  accade, 

in  generale,  che  nei  punti  di  minima  o  massima  curvatura  della  sviliil>- 
pante,  la  sviluppata  presenta  altrettanti;  cuspidi.  Invece  le  cuspidi  deUi^ 
sviluppante  (almeno  «luelU;  di  prima  specie)  cadono  sulla  sviluppata,  per- 

• 

che,  annullandosi  p,  il  punto  M  ilella  sviluppante  ed  il  punto  C  della  svi- 
lui)pata  si  confondono  in  un  punto  A;  ed  inoltre,  se  a  è  il  raggio  di  cu*'" 

vatura  della  sviluppata,  in  A,  daireguaglianza  limo  -£  =  «  si  dedur-*-* 

ponendo  in  A  l'origine  degli  archi  della  sviluppante,  ed  invocando  il  tt?<  ^ 
rema  di  l'Hospital, 

lini  — =  2r/  . 

Dunque  la  sviluppante  si  comporta,  intorno  ad  A,  come  se  la  sua  equi»- 
zione  intrinseca  l'osse  p-  =  '2us,  ossia  (e/)'.  S  1-W>,  o)  come  si  comporta  l  -* 
sviluppante  d'un  circolo  <li  raggio  a  intorno  alla  propria  cuspide. 

227.  Esercizii  :  a)  L'equazione  i/  =  (.r.  —  àf  rappresenta  una  inlinità  di  pa-' 
rabole  cubiclir  uguali,  inviluppate  dall'asse  delle  r.  Questa  retta  tocca  tutto  le^ 
parabole  nei  loro  punti  d'inflessione,  e  perciò  tuni  divide  il  piano  in  due  regioni -» 
delle  quali  una  sola  contenga  le  curve  inviluppato,  e  l'altra  no.  come  accade  ordì- 
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uariamente  (c/r.  §  '2'2S),  Similmeutu  l' inviliippo  (Ielle  parabole  y  ^  a'(a!  '^  a)'  6 
costituito  dall' luae  delle  x  e  dalla  curva  16y  =  x';  mnqueata,pur  toccando  in 
un  punto  fi^Sa)  oinaouna  c.irvo,  l'attrnVBraa  in  altri  due  (ac  =  —  ZaiSal/S) , 
e  cosi  la  regione  occupata  dallo  parabole  9i  trova  limitata  dal  solo  Haae  delle  r.: 

b)  Si  cercJiI  l'inviluppo  d'una  rottn,  mobile  nel  piano  in  guisa  clie  due  auoi 
punti  restino  sai  lati  d' im  angolo  ri'lto.  Ì5e  /  è  Ih,  ilistanEa  di  questi  punti,  l'equa- 

zione  della  retta  è  — —  -\-  ■  ^  '  >  »  8  *'  P"ò  oonaiderare  come  quel  parame- 
tro arbitrario ,  a  ciascun  valore  del  quale  corrisponde  una  posÌEÌone  della  rutta. 
Derivando  rinpetto  od  esso  la  precedente  equasione  ai  ottiene 


cob'O 


W^i 


r^l  T 


/aen'6;  poi  x' -{-  i/*=:=P.  Dunque  (§  19fi,  jy) 


ila  tutti  gli  altri 


Ì  cos'è        sen'6     ' 

nseguen temente  .r  =  ieoB'l) 
atta  inviluppa  uu' asterò Up. 
cj  L'asteroide  è  ani'Jie   l'inviluppo  delle  elli 
ti  della  retta.  Intatti,  speziato  il  segmento 
l  in  rt-f-^T  l'equazione  dell' elliase  descritta  dal 
punto  di  divisione  è  — ;-! — j  =1:  diflereuBian- 
^Bhla  rispetto  ai  parametri  a  a  (r,  ei  osservando 
^^Bto  da-\-iib  =  0,  si  trova   r'|'a'i=y'/6',  ov- 
■T        x';a'        y'/é»        1 

tero  — ■ — ^^ — ■ — ^-r-    quuidi,    «uccessiva- 

<i'// ,  ,r=h*ll ,  .tJ+!/*=F.  Se  invece  le  langheiae  d^li  assi  sono  vin- 

^«late  dalla  relazione  a'  -^-h'^^l'.  w  trova,  in  modo  analogo,  cbo  l'inviluppo  è 

istituito  dalle  i|iiuttro  rette  +-c±.r/=^f,  vale  a  dire  ohe  le  infinite  ellissi,  che 

□  in  comune  gli  assi  ed  il  circolo  di  Honge,  sono  inscritte  in  un  medesimo 

d)  Fra  le  sviluppanti  della  catenaria  è  particolarmente  notevole  quella  che 
mode  origine  ne)  vertice  della  curva,  e  che  si  chiama  trattrice.  Le  proprietà 
Hl'Jd,  l)  della  catenaria  conducono  immediatamente  a  sco- 
ia le  seguenti  proprietà  della  trattrice:  è  costante  il  Kg- 
Io  ttaceato  rfirW'oMiWodi  nulle  tatujtnti,  u  partire  ilai  ritpel- 
tìpuUi  di  ttontallo;  ai  il  antro  di  r.arvatara  sta  nulla  perpen- 
t  rltraUt  aU'ivisìntnla  itnl  jiieiU  iMla  tangente, 
ei  E  facile  constatare,  anche  per  via  geometrica,  che 
Iboicloide  è  uguale  alla  propria  sviluppata,  che  la  svUup- 
Plta della  cardioide  è  una  cardioide  tre  volte  più  piccola, 
K  la  sviluppata  dell'asteroide  è  un'  asteroide  due  volte  più  grande ,  ecc.  ;  ma  pii^ 
Mieralmente  si  può  dimostrare  che,  esclusa  la  sviluppante  di  circolo,  oyni epici- 
■I  ijiociclaide  è  simile  alln  propria  aviluppaUtl  il  rapporto  di  similitudine  è 
f  £tn  (se  m  è  il  rapporto  della  circonfereasa  mobUe  alla  circonferenza  fissa) , 
Kha,  per  conseguenBa,  i  valori  1  .'3,'j.,  c-c. ,  \wt  la  cicloide  \>n  =0),  per  la  car- 
a  (m  =  Xj,  per  l'asteroide  (m=^^'/»)i   ^"■'- 


f)  Sìa  da  ceroate  1' 
dei  centri  e  la  legge  di 


Uuppo  li'  uiiu  t'amigliu  di  circoli,  conoeoenttu  U  UoM 
del  ru^giu,  lungo  la  linea  atoMM.  He  4r  <l'p  *0'>i> 
circolo,  dati  in  fuaiiODo  delTaroo  O  ilall» 

e  l'equazione  (i  —  4)' 4" 'J/ —  ^U'^^^P' 
lUnti,  Si  ottiene 


locoordÌDate  del  centro  ei  U  riiggio  d'un 
linea  dei  :'entri,  ai  è  condotti  a  deriva 
rispetto  a  e,  tmttando  j;  ed  y  come  co 


li  vede  ube  la  drronferenza  toc<;a  il  ruo  inviluppo  milU  retta,  parallela  alla  d 


male,  tracciata  alla  diatanEn  —  p  —  .  AAincliè  Ti 


a  reale  oucorre  e  b 


Bla  che  il  valore  asnoluto  di  «fp  non  superi  quello  di  rfa.  In  altri  termini  Tinvi* 
luppo  è  realB  Holtanto  se  la  lapidìtii  con  cui  si  aposta  il  centro  non  è  superata  da 
quella  con  cui  si  dilata  o  si  contrae  il  circolo.  Per  |  ('p  |  *CI  'ta  |  l' inviluppo  oon- 
Fita  di  due  rauii,  die  si  confondono  iu  uno  per  (ip  =  +  >/a.  In  questo  c«ao  la  tao* 
gente  alla  linea  dei  centri  è  normale  all'  inviluppo,  e  però  la  curva  (^  ,  ti)  altra 
non  è  che  la  sviluppata  della  curva  {■',•/).  Adunque  la  condizione  <ìp  ^^z^do, 
già  trovata  necessaria  (§  225),  è  ancjie  'ujìicieiifc  jKi-rhi  una  ftuni</lia  di  •■ir<:.ìi  aia 
•laelUt  dei  cimi/»  osculatori  di  qualclie  '■nn-ii. 

228.  Pedali  ed  aatlpedali.  Abbùtraii  giù  duttu  (^  UH,  e)  cìm  si 
chiama  pedale  d'uua  curva  (M,),  rispetto  ad  im  {wlo  Q,  il  iuoffo  delle 
projezioui  di  Q  siiIIh  taugeiitì  di  (M,).  Se  (M)  ò  la  pedale  eli  (M,),  si  dice 
che  (M,)  è  Vantipedate  di  (M)  rispetto  a  Q.  E  ovvio  che  l'autiiietlale  di 
una  curva  rispetto  ad  uà  punto  Q  si  può  considerare  come  l'iuviluppo 
delle  perpeudicolari  elevate  alle  rette  usceati  da  Q,  nei  loro  punti  d'in- 
contro con  la  curva  data.  Questa  osservazione  indicala 
via  da  seguire  per  ti-ovare  l'equazione  dell' antipedale  di 
una  curva.  Sia  ììCosO  -|-i/sen6^r  l'equazione  di  MM, . 
Derivandola  rispetto  a  fl  ai  ottiene  — A'senO  -Ì-ycos6=i"', 
equazione (§  189)della  perpeudicoiai-e  condotta  per  l'estre- 
mità N  della  normale  polare  su  MM, .  Dunque  il  punto  M, 
delf  anlipedate  di  (M)  è  lapi^0e:lone  di  N  su  MM,.  Dalle  due  equazioni 
si  deduce  a;  =  rcos6 —  ''sentì. [/  =  /'seue-fr'cos8.  Se  si  elimina  (I,  t«- 
iiendo  conto  dell'equazione  polare  di  (M),  si  ottiene  l'equazione  cart«- 
siana  di  (M,),  Inversamente,  data  la  curva  (M,),  si  conosce,  per  la  de- 
finizione stessa,  il  punto  M  che  corrisponde  ad  M,  sulla  pedale  di  (M,). 
e  le  considerazioni  precedenti  permettono  di  ritrovare  per  altra  via  la 
costruzione  della  tangente  in  M  ad  (M):  questa  è  infatti  perpendicolare 
alla  normale  MN,  che  si  costruisce  congiuogendo  M  al  punto  di  mezxo 
lii  QM,.  Se  poi  si  vuol  conoscere  il  raggio  dì  curvatura  di  (M,ì,  nel -pun- 
to M,,  si  noti  che 


f 


—  ^\  — 

(/e  è.  |)ei'  (M,),  i'aujfoUi  ili  (.■.utitlugeiiza,  il  i'iiif(,'io  ili  curvatura 
=r-\-r",  busta  cioè  pi'oliiiigai-e  M.N  di  N'C,=r"  per  ottenere  il  cen- 
tro di  curvatura  di  (M,).  A  questo  risultato  si  suole  dare  un'altra  forma 
iutiTHluceiidit  la  lunghezza  r,^QM,  «d  il  ni^in  di  curvatura  di  (SI).  Que- 
ilalo.  |if I-  la  si'fonda  forinola  (8).  da 


r'  +  2/  —  n 
ha  dunque  la  relaziona 


che  ptìniiette  (c/i:  g  lOlì.,/)  di  costruire  C,  quando  è  oota  la  posizione  di  C. 

■J2'X  Caustiche.  Ini  magi  niaino  che  da  un  punto  Q  emanino  ra^i 
luminosi,!  quali  vengano  poi  riflessi  da  uno  specchio  (M).  I  successivi 
punti  d'incontro  dei  raggi  inlìnitaniHnte  vicini  costi- 
luiscoim  una  lìnea  luminosa,  che  i  Usici  chiamano 
atuslica  p«r  riflessione.  Adunque  la  caustica  della  li-  , 
nea  (M)  rispetto  al  polo  (J  è  l' inviluppo  dei  raggi  che, 
provenienti  dal  punto  luminoso  Q,  si  riflettono  sulla 
linea  (M)  seguendo  la  nota  legge  dell'eguaglianza  fra 
gli  angoli  d'incidenza  e  di  rillessioiie.  Il  raggio  rillesso  in  M  passa  ael 
puntai  ft,,  simmetrico  di  Q  rispetto  alla  tangente  in  M.  Se  si  considera 
la  linea  ((i),  luogo  dei  simmetrici  di  Q  rispetto  ai  punti  M,  è  quasi  evi- 
dente che  la  linea  (p.,)  è  la  pedale  di  (ji)  rispetto  a  Q.  e  però  la  normale 
a  (p,),  in  |Ji, ,  passa  nel  punto  medio  di  (Jjt,  cioè  per  M.  Per  conseguenza 
i  raggi  riflessi  sono  tutti  normali  alla  linea  (ft,),  e  però  il  loro  inviluppo 
è  la  sviluppata  di  ()i,).  Dunque  ta  caustica  d' una  citrva  é  la  sviluppata 
della  pedate  d' una  carva  simile,  rispetto  al  jnmto  luminoso.  Ne  segue  su- 
bito che  i  punti  della  caustica  si  costruiscono  (c/i-.  %  106.  j")  come  i  centri 
di  curvatura  della  jiedale  di  (|i)  rispetto  a  (J;  ed  è  facile  rìconuscere  che 
la  costruzione  si  può  eseguire  sostituendo  alla  linea  (jt)  la  .ttessa  (M).  Nel 
caso  [Kù  che  i  rt^^l  luminosi  vengano  dall'inflnito,  la  costruzione  si  ri- 
duce ad  una  forma  assai  semplice,  giacché  si  trova  che  te  normalt alla 
ranttiii-a .  prodotta  da  un  /ùscio  di  raggi  paralleli,  dicidono  per  metà  l 
raggi  di  ctirtatura  detto  specchio  nel  rispettici  punti  d'incidenza.  Final- 
MK-nte.  nel  caso  generai  d'un  punto  (J  a  distanza  Anita,  sì  vede  subito, 
invocando  il  teorema  sulla  lunghezza  della  sviluppata,  dimostrato  nel 
§  225,  che  ogni  arco  di  raustira .  con  un  estremo  in  un  pitnto  contrenien- 
temente  scelto,  è  lungo  qwinlo  il  cammino  totale  percorso  dalla  luce  per 


yiuitgerc  neWalb-v  estremo;  d'oade  segue,  iu  larUcolai-d,  ohe  se  si  wnAt 
ohe  i  raggi  uscenti  da  Q  toroiao  a  coQvergere  in  uu  punto  P ,  è  necetsa- 
rio  farli  l'idettere  snjira  un'ellisse,  che  ahbia  i  fuochi  in  P  e  Q. 

330.  Bsercilìi;  a)  Riferiamoci  &\  penultimù  paragrafo,  ed  osserviniao  che,  •■ 
la  curva  (Mi  è  una  lumaca,  dalla  Bua  equazione  .■=.ic.os64-fe  si  deduce  r-f  r"=è. 
e  basta  questa  eguagliauza  per  confermar»  che  l'antipedaleà  una  circonferenn  di 
raggio  h.  Similmente,  se  la  curva  (M)  è  una  spirale  di  Archimede,  si  ha  r'^a. 
r"  =  0,  e  però  il  punto  N,  centro  di  curvatura  di  (M,)  in  virti'i  della  secmds 
eguaglianza,  resta,  in  virth  della  prima,  sopra  una  oirconferensa.  Dunque  la  ip- 
ratt  di  Archimede  è  la  pedale  d'una  xriluiipanU  di  iuWolo.  Per  questa  proprieU-,  quasi 
evidente,  si  è  condotti  (efr.  §  196,  j)  ad  una  facile  coatrunione  del  centro  di  cur- 
vatara, della  spirale  di  Archimede  in  un  dato  punto  M:  se  la  projeaione  del  poloO 
sulla  normale  si  projetta,  in  L,  sulla  parallela  con  lotta  per  N  alla  normale  stes- 
sa, il  centro  di  curvatura  appartiene  atì  OL. 

b)  Quar  è  V  antipedale  d' unn  r'Ila  rispetto  ait  un  punto  Q  'i  Presa  la  rotti 
come  asse  delle  >/,  e  la  perpendicolnm  condotta  per  Q  come  aano  deU«  «,  l'equa- 
zione di  MM,  è  nij/r=iH*.E -f- ViPi  rappres.entanilo  con  in  il  coefficiente  angoUr» 
(variabile),  e  con  '/iP  ''^  lunghezza  (costante)  del  segmento  OQ.  Derivando  ri- 
spetto ad  m  si  ottiene  y  ^  2mx;  poi,  eliminando  ni,  si  trova  y*^  ^px.  Ounqut! 
l' antipedale  d'una  retta  rispetto  a>\  un  punto  è  la  para- 
bola che  ha  questo  punto  per  fuoco,  ed  è  toccala  dalli 
retta  nel  vertice.  Del  resto  ciò  risulta  immediatamente 
dalla  coBtrtizione  della  tangente,  indicata  nel  §328.  Tal» 
costruzione  mostra  infatti  che  QMjN=;NM,L,  cioè  oh» 
la  normale  è  bisettrice  dell'  angolo  QM,L  ;  e  da  quanlA 
altrove  (§  191 ,  d)  si  è  visto  risulta  che  questa  proprieU 
ratatteriaza  appunto  la  paraiìola.  Ancora  ai  noti  che  la  formula  (29)  nel  caso  at- 
tuale diventa  rp,;=2r,';  e  siccome  nel  triangolo  rettangolo  BQM,  sì  ha  r,'=r.RM|, 
si  vede  che  R  divide  per  metà  il  raggio  di  curvatura:  si  ricade  così  sopra  una  net» 
(§  19C ,  ìè)  costruzione. 

e)  Se  i  raggi  provenienti  da  un  punto  luminoso  Q  vengono  rìlleasi  da  uno 
specchio  circolare,  la  corrispondente  curva  (p.ì  è  un'altra  circonferenza,  e  psrù 
(§191,ef  la  curva  (p.,)  è  una  lumaca.  In  particolare ,  se  il  punto  Q  appartiene 
alla  circonferenza  data,  esso  appartiene  anche  alla  circonferenza  (jt),  e  la  Itunu* 
è  una  cardioide,  la  cui  sviluppata  è  un'altra  cardioide,  tre  volte  pih  piccola  eJ 
inversamente  situata.  Dunque  la,  i-^u*tiea  d' uno  specchio  circolare ,  ptr  an /tueio  di 
raggi  provenienti  da  vn  panlo  delio  ipecchio  iite»iiu ,  é  una  cardioide,  che  tocca  la  oi^ 
conferenza  nel  punto  luminoso  Q,  ed  ha  la  cuspide  ai  due  terzi  del  diametro  àii 
jiarte  da  Q,  Se  invece  i  raggi  provengono  dall'  infinito ,  si  è  visto  che  la  norraal* 
alla  caustica  in  un  punto  V,  corrispondente  ad  un  dato  punto  d'incidensa  M,  pas- 
sa nel  punto  N,  medio  del  raggio  OM;  e  però ,  costruite  la  circonferenaa  di  c«ti- 
tro  0,  che  passa  per  N,  e  quella  che  ha  per  diametro  MN,  ai  vele  che  la  curva 
I  Pi  si  può  considerare  come  generata  dal  punto  P  della  seconda  circonferenza  nel 
rotolamento  parodi  questa  sulla  prima  circonferenza.  Dunque  Ut  ctnutica  d' ulto 
«piochirri-ireolarr , -per  U7t  fascio  di  raggi  paralleli,  f  un' tpiàeloide  a  due  euapùU. 
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APPLICAZIONI  ALLE  CURVE  STORTE. 


231.  Tangente  e  piano  normale.  La  tangente  in  un  punto  M  di 
una  curva  qualunque,  piana  o  storta,  è  sempre  la  retta  a  cui  tende  la  se- 
cante MM' quando,  fissato  M,  si  fa  tendere  M'  ad  M  lungo  la  curva.  Noi 
vogliamo  limitai'ci  a  studiare  le  linee  per  le  quali  si  ha,  come  per  le  curve 
piane  considerate  nel  precedente  capitolo, 

arco  MM' 

lìm  ■ ,=  1  . 

corda  M^[ 

Óra,  poiché  i  coseni  direttori  della  secante  MM'  sono  uguali  agli  eccessi 
5.'r  ydtj  ,Bz  delle  cooiilinate  di  M'  su  quelle  di  M,  divisi  per  la  lunghezza 
della  corda  MM',  si  trova,  passando  al  limite,  dopo  aver  sostituito  l'arco 
^s  alla  corda  MM',  che  i  coseni  direttori  della  tan(/ente  alla  (^nm,  nel 
pttnto  (x,y,z),  sono 

dx  dìf  dz 

Quadrate  e  sommate,  queste  formole  conducono  all'altra 

f/4*  =  fic'  4-  <»/'  4-  dz^  .  (2) 

Cosi ,  date  le  coordinate  ce ,y  ,z  in  funzione  d' un  parametro  qualunque  /, 
se  si  calcola  prima  ds  mei*cè  la  formola  (2),  le  (1)  faranno  poi  conoscere  i 
coseni  direttori  della  tangente.  Le  equazioni  della  tangente  sono  dunque 

X— a;_Y— .v__  Z  — z 
dx  di/  dz 

e  si  possono  scrivere  immediatamente  considerandole  come  le  equazioni 
della  retta  che  congitinge  il  punto  (x ,  y ,  z)  al  punto  (x  4-  dx ,  y  +  dy , 
z  +  <lz)-  Giova  conoscere  un'altra  forma  delle  medesime  equazioni,  utile 
nel  caso  che  la  curva  sia  rappresentata  da  una  coppia  di  equazioni 

Allora,  dovendo  X  —  a?,Y  —  i/,Z  —  ;;  essere  proporzionali  ai  differen- 


7.i»ìi  'U.Off.ilz,  vincolati  daiìt.  relaziud 


^^ 


'IT 


+  '">■-»' S7  + '• 


(X- 


^  +  .V-,)0  +  (Z-.)|^-». 


,\JurH|ue  »on  queste  le  etjuaztoDi  ilella  tangente.  Si  chiama  poipii 
male  il  Iu4)gu  delle  uorinalì  ulla  curva,  iu  M,  uasia  delle  perpetwUfli 
<»»i<l'ittif  pnr  M  alla  taiigeat«.  1/equazione  d'un  tal  piano  è 

0  I>urK,  ne  Iu  ciiit»  è  data  ineiliitnte  le  equaziuai  9^0.i|(  =  0, 


X' 


^    ai 


:£)'J.  Binormale  e  plano  osculatore;  normale  prindiM 
[  plano  rattifloante-  Quando  M'  tendi',  Iuil^h  la  rurvu,  a  fissarsi^ 
>  il  piami  condotto  per  la  taugeute  in  M  parallela! 
tantjeute  ìd  M'  può  temlere  ad  una  poslzioue  limite,  ed  h 
sta  asso  preude  il  aoiue  di  piano  osculatore.  Uaa  delle  i 
normali  è  situata  nel  piano  osculatore,  un'altra  è  p 
lare  a  questa  piano:  la  prima  dicesi  nomialep 
tra  si  chiama  binorìnale ,  parche  è  perpendicolare  a  due  tangenti  & 
mente  vicine,  vale  a  dire  che  può  essere  considerata  come  I 
i-etta  condotta  per  M  perpeodicoiarmente  alle  tangenti  in  M  ed  1 
no  determinato  dalla  tangente  e  dalla  binormale  si  chiama  j 
fìcante.  Le  tre  rette  (  tangente ,  binormale,  noi 
cipale)  ed  i  tre  piani  (normale,  osculatore,  reti 
definiti  precedt^ntement^,  aonogli  spigoli  e  le  I 
triedro  trirettangolo,  che  si  chiama  il  /rtefro/l 
Iole.  In  s^uito  si  vedrà  clie,  per  conoscere  la  ] 
relativa  dei  triedri  fondamentali  in  M  ed  M', 
noscenza  di  due  inamtenimi  t  vi\  i].  caratterìzzati  dalla  d 


i'-^>ui-u  dei  differeuziati,  e  di  nippi-eseutaiti ,  a  prescindere  da  iaUaìtU' 
iiij  supenori,  l'aogolo  delle  taii^fentl  in  M  ed  M',  a  I'hii^oIù  delle  biuor- 
mali  nei  medesimi  puati.  Il  primo  si  chiama  (niffolo  di  conti nffpma,  il  se- 
condo angolo  di  (orsione. 


233.  Qui  è  necessaria  una  bi-i;ve  digressione.  Per  una  retta  fiualunque, 
i  coi  coseni  direttori  A  ,  B,  C  sono  funzioni  coutinue  d'una  variabile  in- 
«lìpendente  /,  si  può  sempre  trovare  un  differensiale ,  sostituibile  {§  157) 
all'angolo  della  dii-ezioue  (A.O.C)  con  (A -t-5A  ,  lì  +  ^H,  (;  +  *(').  ossia 
«Ielle  direzioni  della  retta,  corrispondenti  ai  valori  /  e  l-\~dt  della  varia- 
bile indipendente.  Conduciamo  infatti,  nella  sfera  di  raggio  1,  che  ha  il 
eenli*u  nell'origine,  i  raggi  OP  ed  OP'  nelle  predette  direzioni.  Al  variare 
di  t  il  punto  P  descrive  sullii  sfera  una  linea,  ed  è  chiaro  che  all'angolo 
delle  due  direzioni,  misurato  dall'arco  di  cìrcolo  massimo  PP',  ai  può 
[iHma  sostituire  la  coi-da  PP',  poi  l'arco  PP  della  lìnea  descritta  da  P  , 
o  flualnieute  il  difTerenziale  dell'arco  o  di  questa  curva ,  contato  a  partire 
tla  un'origine  arbitraria.  Ne  segue  subito,  in  virtù  di  (2),  dopo  avere  os- 
senalo  che  le  cooniinate  di  P  sono  appunto  A  ,  B ,  C , 

«to'  =  <iA'  -1-  JB'  -f  dC  .  (»J 

A'I  tin'aluafoi-iiia  notevole  dìrfssi  giunge  osservando  che,  essendo  ZA '=1. 
-  |iei' conseguenza  EArfA=^0,  si  ha 


•IX    dtì    .«■ 


j  2A'    ZAdx  ; 

I  lAdA      SrfA'  , 


da'  =  {B.IC  —  Olii)'  +  {VdX  —  A./C)'  +  (A,/B  —  B./A)' 


ti) 


*At.  Ora,  per  conoscere  la  direzione  della  normale  principale,  osser- 
i!iio  che.  se  la  direzione  (A,B.O)  è  tiuella  della  tangente, in  M,  alla 
iva  (M),  il  piano  OPP'  è  parallelo  alle  tangenti  in  M  ed  M',  e  però  tende 
•  sser  parallelo  at  piano  osculatore  quando  M' tende  ad  M  (e  couseguen- 
Mnute  P'  a  P,  se  a,b,c  sono  funzioni  contìnue  dì  ().  Intanto  PP',  che 
"1>^  a  toccare,  in  P,  la  curva  (P),  diventando  così  perpendicolare  ad 
tende  ad  esser  parallela  tanto  al  piano  osculatore  quanto  al  piami 
i[iale,  e  per  coiiseguenza  alla  normale  principale.  Dunque,  iji  virtù  di 
/  coseni  direttori  della  norinale  principale  sono 


<6J 


235.  Ciò  premesso,  la  direzione  (a,ji,xì  della  biuormale  è  determina- 
ti meno  del  senso,  dalle  condizioni  di  ortogonalità  X«i=3:Q,  S«X=3  0; 


e  qiteste,  iosiein«  nll'xltru  Sr/X  = 
uove  coseni  fbodanieotali 


't,  mosti-ano  che  il  ileiermitaiila  Mi 


I»   3   tI 
x    ^   ^ 

lille ,  d'  OL(le  st^e  *  che  il  suo  vulure  èli»  —  l  :  mn  si 
sempre  fissare  il  verso  positiru  della  direcioae  della  Uiaorniale  in  du«(» 
che  sia  vera  lu  (0):  geometricameote  ciò  equivale  a  supporre  che,  quand» 
ù  porta  il  triedro  foudaiueDtiUe  a  coiucìdere  col  triedro  dej^li  assi,  iD  giù- 
Si  che  le  direzioni  posilire  della  tangente  e  della  normals  principale  coin- 
cidano rUpettivauieote  con  quelle  de^li  assi  u^  e  ;,  la  direzìuue  positi- 
fa  della  binormale  vada  a  coÌQ<^dere  con  quella  dell'asse  y.  Ed  è  :iucbe  no- 
to* che,  in  queste  coudieioDi,  offni  eleinetito  dei  deterutinante  (ttj  è  iqruittj 
aipi-ofifio  compleiitento  aiffebriao.  He  segae.  tenendo  conto  delle  (5), 
t  cotetU  direttore  detta  tdìtoruuUe  sono  dati  tkUle  fin-mote 


Ed  ora  uiamo  in  grado  dì  scrivere  anche  l'equaueue  del  piaoii  osculata 
Z<Mr  —  odb)(X  —  a;)^0.  alla  quale,  in  virtù  delle  (l),  pos&ianiod 
birina 

X  —  Jc     itx     iPx     ^  O  : 
T-y     ^     rf*. 


L  e  cosi  vediamo  che  ìi  fiiatut  (isfi4Ì4iti»v  nel  ptruto  (s  .  v ,  x)  ai  ;*«<*  coiHiHf 
e  roine  delet-Minato  dntla  Inuffente  ed»! ittnto 


(^  +  *r+'.,rf'^       .       y  +  rfy-(--^rf'y 


■■  r'':  +  V,rf'.'}. 


S9Q.  Le  formole  (7)  e  (5)  permettono  di  determinare  le  direzioni  A 
liiuormale  e  della  normale  principale  quando  sono  noti  i  coseni  n,A,cpi 
che  l'angolo  di  cnutingenza  si  può.  per  le  (3)  e  (4),  calcolare  medlso 
runa  o  l'altra  delle  s^ueuti  fbrnxile: 


t'=<ta'  +  rf6'  +  A' 


=  (4*  -  o*)'  +  (.-Al  -  **)•  +  («*  - 


Il  segno  con  cui  va  preso  t  rosta  arhitmrio,  giacché  il  cambiai 
questo  segno  nelle  (hrmole  (T)  e  (5)  pn>durreW>e  il  cambiamento  simili 
neo  dei  sq^ii  ili  « .  p .  r  e  X .  p .  v ,  dinnKlochè  resttrrvbbe  intatta  la  (UlÌ 
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Invece  di  a,b,c  fossero  noti  i  coseni  a ,  p ,  v ,  si  potrebbe  calcolare  l' an- 
golo di  torsione  mediante  una  delle  forinole 

poi,  con  formole  analoghe  alle  (7)  e  (5),  si  riuscirebbe  a  determinare  le 
direzioni  degli  altri  due  spigoli  del  triedro  fondamentale.  Infatti  la  difl'e- 
reuziazione  delle  uguaglianze  Zaa  =  0 ,  Sa*  =  1  dà,  ricordando  le  (5), 

2arfa  =  — 2afto  =  — e2aX  =  0    ,    ^auia  =  0  : 

quindi  dajX  ^  rfp/|i  =  rfv/v  =  it  t),  ovvei'o,  prendendo  f\  con  un  segno  con- 
veniente, 

ila  d'ó  tir 

X----     ,     fii  =  -*^     ,     v  =  -?-  :  (8) 

ti  TQ  •         TI 

poi  fkt(  —  Y^P  =  (pv  —  YP-)^  =  ^''0  »  ^f'^'  »  ^ssia 

a  h  ci 


prf^  —  Y^      Y^* — *'^      *^P — P^*       '^ 

Anche  qui  si  noti  che  il  cambiamento  di  segno  di  t)  o  di  a ,  p ,  y  nelle  for- 
mole (8)  e  (9)  lascerebbe  intatta  la  condizione  (6). 

237.  Formole  di  Frenet.  Dalle  relazioni  2aX=0 ,  2aX=0 ,  IV  =  1 
si  deduce,  differenziando  e  tenendo  presenti  le  (5)  e  le  (8), 

e  2>//X  =  0.  Dunque  rfX ,  rfp. ,  rfv  soddisfano  al  sistema  di  equazioni 

ad\  -f-  ''<^l*  +  *^^^  ==  —  ^  1 
adX-^-  pdfji-f-Yrfv=  —  ri  i 
XrfX-f  [i</[Ji  +  vdv=0      , 

che  ha  il  determinante  (6),  ossia  un  determinante  uguale  all'unità,  in 
cui  ogni  elemento  è  uguale  al  proprio  complemento  algebrico.  Ne  segue 
subito 

(/X  =  —  (/e  —  ati    ,    rfpi  =  —  ^e  —  Ptì    ,    rfv  =  —  ce  —  y^Q  •      (i^) 

Sou  queste  le  fomwle  di  Frenet,  Esse  ci  dicono,  insieme  alle  lorniole  (5) 
ed  (8),  che  i  differenziali  dei  nove  coseni  fondamentali  sono  esprimibili 
linearmente  nei  coseni  stessi;  i  coefficienti  di  tali  espressioni  dipendono 
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umcnmmite  da  e  e  da  -r).  Se  poi  sì  cliiama  ti)  il  differeuziale  sustitulbdt 
all'angolo  ili  due  normali  priacìpali  iafioitaoiente  TÌcine,  le  foriaold  (U)), 
quadrate  e  sommate,  dauno  <i)'  =  e*  -fV-  Quest'ultima  pi-oposizioue,  che 
si  può  dimostrare  mediante  semplici  cousiderazioui  geometriche,  è  cono- 
sciuta col  acme  di  teorema  di  Lancrrt. 

238.  È  utìlu  osservare  clie  per  qualuai^ue  tema  ort(^onale  di  dire- 
zloQÌ  sussistono  formole  auali^lie  alle  precedenti.  Prima,  considerando 
due  direziuai  variabili  qualunque,  conveniamo  di  chiamare  rotasioneH 
Hfta  direzione  verso  rallra  il  differenziale  tu,  sostituibile  allo  spostamento 
augolare  iafinitesìmo  della  proje7.ione  della  prima  sopra  un  piano  paral- 
lelo ad  entrambe,  e  proponiamoci  di  calcolare  u,  supponendo  conoscintl 
i  coseni  A  ,  B ,  C  ed  A',  B',  C,  che  defìnisconu  le  due  direzioni.  Coiidudt- 
mo  per  l'origine  le  paralk-le,  nel  verso  positivo,  alle  direzioni  {.\ ,  B,  C), 
(A'.B'.O.CA  +  SA.B  +  SIt.C  +  W),  ed  alla  ppojezione  di  questa  sul 
piano  determinulo  dalle  prime  due  i-ettc  Siano  I' ,  1*',  P"  i  punti  in  cui  II 
prima ,  la  terza  e  la  quarta  ratta  incontrano  la  sfera  di  raggio  1,  col  cen- 
tro nell'origini:'.  Evidentemeute,  jioicliè  A  .  B,  ('  souo  le  wxn-diuate  di  P. 
lid  A  4-  5.\  ,  n  +  ?B .  C  +  se  quelle  dì  P',  le  differenze  5A  .  SB  ,  SC  mm- 
I-ano  le  pi-ojezioni  dì  PP'  sugli  assi.  D'altra  parte  l'elemento  PP",  che 
differisce  da  w  per  un  infinitesimo  superiore,  si  può  considerare  conieU 
projexione  di  PF  sulla  direzione  {l,in,n)  dell'elemento  stesso,  eviden- 
teitiente  i«rpendictilare  ad  (A,1!,C).  Dunque,  conservando  ì  soli  infioi- 
lesimi  differenziali,  <tì^^liiA.+m(fVi  +  n<tG\  e  iwichè,  chiamando  ^  1' 
golo  delle  due  direzioni,  si  ha  manifestamente 

.\'=i^  Acos9 -J" '**''9     I     B'E^Bioe^  +  iMBHn^     ,     L"'^  Ccos^ -|->t 

sì  vtìtlc  subito,  moltiplicando  per  d.\  ,(f6,dC,  e  somniamlo,  chi' 

uaen<p  =  A'.IA  -\    H'rfH  +  C-T  . 

È  questa  una  formola  spesso  utile  nelle  applicazioni  geometi-iche  e  m» 
canìche.  Ciò  pi-emesso,  se  le  direzioni  (A'.B'.C)  ed  (A",B",C")  costìl 
scono  con  (.\  .  B ,  (")  una  terna  ortogonate.  ••  se  (A ,  B ,  Ci  rota  di  m' j" 
la  pi-ima,  e  di  w"  vei-so  la  soconda,  sì  ha 


[>  se  no  ricava 


(ffl  =  B"»'  +  B'«" 


rfC  =  C«i'  -(-  iftù"  1 


poi  si  vede  che.  se  w  ò  il  differeoxtale  sostìluibile  allo  sposttuneofa 
lare  assoluto  di  (.\.B.O)  nello  spazio,  in  virtù  di  <3>  si  ha  w*=s|U 
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In  particolare  le  forinole  (5)  ed  (8)  ci  dicouo  che  gli  spostameuti  angolari 
della  tangente  e  della  binormale  consistono  in  rotazioni  e  ed  t]  verso  la 
normale  principale,  e  le  (10)  significano  invece  che  lo  spostamento  ango- 
lare CD  della  normale  principale  risulta  da  due  rotazioni  —  e ,  —  iq  ,  che 
questa  retta  esegue  verso  le  prime  due. 


239.  Come  per  le  curve  piane,  così  anche  per  le  curve  storte  il  rap- 
porto tjds  serve  a  misurare  una  prima  curvatura,  o  flessione  della 
curva  che  si  considera;  ed  analogamente  si  assumo  'qjds  per  misurare 
un'altra  cunatura,  o  torsione,  che  non  ci  si  è  presentata  nelle  curve 
piane,  perchè  in  esse  è  costantemente  nulla.  Mentre  poi  si  continua  a 
dare  al  rapporto  p=rfs/e  il  nome  di  raggio  di  curvatura  (o  raggio  di  fles- 
sione), la  lunghezza  r.=dslx\  si  conviene  di  chiamarla  raggio  di  torsione. 
L'introduzione  delle  lunghezze  determinato  p  ed  t,  al  |)Osto  degli  infini- 
tesimi e  ed  ti,  in  tutte  le  formolo  precedenti,  giova  a  metter  queste  sotto 
una  forma  precisa.  Cosi  le  (5),  (8)  e  (10)  diventano 


da         X 

da        X 

dX              a 

OL 

de          p 

dit         X, 

dn                p 

V 

db        |i 
dà         p 

ds         *v 

d^             h 
iU              p 

1 

de         V 
c/«          p 

dA         t 

d«                p 

jr 

(il; 


Alla  terna  di  sinistra  si  può,  ricordando  le  (1),  dar  la  forma 


.  d  dx  d  dy  d  dz 


^),se  si  vuole. 


/d^x      dx  rf*«\  (d}y      dy  rf'«\  ìdh      dz  rf^\ 

^=^\d?''d:d?)  ^  ^=^w^ird?)  '  ^=^^-^5?;  •   ^'^^ 

Similmente,  in  virtù  delle  (1),  le  (7)  si  possono  scrivere  nel  seguente 
modo: 

/dz  dl^y      dyéPz\  (dxd}z      dz  é£^x\  /dy  d^x      dxd^y\ 

""^^ki^di^^d^d?)  ^  P=PUd?-.irrf?;  ^  '^^^(d^dF-'di^d;;^)'  (^^) 

• 

240.  Calcolo  della  flessione.  Le  formole  (1),  (12),  (14)  fanno  co- 
noscere i  valori  dei  nove  coseni  fondamentali  in  funzione  delle  derivate 
.jiriine  e  seconde  delle  coordinate ,  purché  prima  si  conosca  il  valore  di  p. 
^  Ora  questo  yalore  risalta  dalle  formole  stesse,  giacché  le  (12),  quadrate  e 


—  2(V^>  — 


sommati*,  ilanuo 


p»        \d4  déj^\d^  ds  ì  ^\dn  di}  ' 


iìh\ 


o,  se  si  vuole,  a<loperando  invece  le  (13), 


-1 — Z^*^ Vj-  /^^ Vj.  Z^*"^  V  l^*  \* 


vale  a  dire  che  per  le  curve  storte,  come  (§  159,  e)  per  le  curve  piane,  il 
qxuidrato  della  curvalura  è  uguale  alla  somma  dei  guadigli  delie  devi- 
rate  seconde  delle  cooMinate  risj)etto  all'arco.  Se  poi  si  elevano  al  qua- 
«li*ato  1<*  (1 0«  <^  s»i  sommano,  si  ottiene  l'altra  formola 


P  -- 


±:^^Lr^  +  dtf'  +  dz^}    • 


(16^ 


Wdyd^z  -  dzdyr  4-  (dzd^x  —  d.rd^z)^  +  {dxdt^y  —  rfyrf*Jt)» 


che  include  (per  z  costante)  quella  che  più  comunemente  (§159i,  d)  si  ado- 
pera per  le  curve  piane.  Dalla  formola  (15)  si  deduce  subito  che  le  sole  li- 
nee a  flessione  nulla  sono  le  relte.  Infatti  non  si  può  costantemente  avere 
1/p  =  0  senza  che  siano  ad  un  tempo  nulle  le  derivate  seconde  delle  coor- 
dinate, 0  per  cons^ueuza  le  derivate  prime  uguali  a  costanti  a,&,t% 
d'onde  S(^ue,  chiamando  x^^Uo^^o  1^  coordinate  del  punto  scelto  come 
< erigine  d^li  archi ,  x  =  as '{-x^.y  =  bs  +  y^,  z  =  cs  +  z^y  e  finalmente, 
eliminando  .<?, 


a 


h 


equazioni  della  retta  condotta  dal  punto  (.r^.y^.^J  nella  direzione  (fl,ft,4 

211.  Caloolo  della  torsione.  Dalla  seconda  tema  (11),  moltipli- 
cando per  X  •  [ji .  V ,  e  sommando,  si  ricava 

1       .da        d?        dx 

r  ci^  (IX  df 

D'altra  parte  la  derivazione  delle  (14)  conduce  alle  formole 

e  \iev  conseguenza,  se  si  tit^ì  ciMito  anche  delle  (13). 

d*x  Afa  f^V      dy  d^z 


1  _  .^^Jj^/i^  '^y  _±^\ 
t,  ^^  ^d*^\d*  .T?"     d*  d*^) 


—  ;^1  — 


ossia 


^P 


dx 
'd7 

dy 
d7 


d*x 
'd? 


di^ 
ds^ 


(17) 


dz      d\      d^z 
"57    rf?*    d^ 

Questa  importante  formola  fa  conoscere  la  torsione  quando  è  nota  la  fles- 
sione. Del  resto,  se  si  sostituisce  a  p  la  sua  espressione  (16),  si  può  anche 
scrivere 

1  __  {dyd^z  —  dzd:^y)d*x  +{dzd^x  —  dxd^z)d^y  +  {dxd^y  —  dyd:^x)dh 
T  "~        (dyd^z  —  dzrfV)'  ^'~{dzd^'x  —  dx^zf+  (dxd}y  —  dydVj»         ' 

Questa  è  la  torsione.  In  forma  più  elegante  : 


! 

1 

dx 

dy 

dz    1 

1 

d'x 

d}y 

d^z 

1 

d^x 

A 

dh 

'V 

dx. 

dy 

dz      ' 

d^x 

d^y 

d}z 

Evidentemente  nelle  linee  piane  la  torsione  è  nulla,  purché  si  escluda  la 
retta,  la  cui  torsione  è  dappertutto  indeterminata,  visto  che  si  può  in  cia- 
scun punto  considerare  come  osculatore  ogni  piano  che  passa  per  la  retta. 
Ora  è  utile  osservare  che  le  sole  linee  a  torsione  nuUa  sono  le  curve  pia- 
ne.  Infatti,  quando  la  torsione  è  costantemente  nulla,  è  tale  anche  il  se- 
condo membro  di  (17),  d'onde  segue  (§137)  che  si  ha  ladx  =  0  per  tre 
convenienti  valori  delle  costanti  a ,  p ,  y  5  quindi  Zax= costante.  Alla  me- 
desima conclusione,  come  all'altra  ottenuta  in  fine  del  precedente  para- 
grafo, si  perviene  anche  mercè  la  considerazione  diretta  delle  prime  due 
teme  (11). 

242.  Il  calcolo  della  torsione  si  può  eseguire  in  modo  simile  a  quello 
che  ci  ha  condotti  alla  formola  (15).  Infatti  dalle  (12)  si  deduce,  derivando, 

.di        /a,a\l         d    d  dx 
d$    p        \p  ^/P        ds  ds  dn 

poi,  quadrando  e  sommando, 

A  questa  formola»  che  permette  di  calcolare  %  quando  è  noto  p,  si  giunge 


1 


-1-  ^\m.  ■  à'.^.^J'^^  '.  ■':-■' 


—  -jn-}  — 


nuche  «Icvaiidd  ;il  quadratola  fiiiniolii  {il),  ilopo  uvei"  uiossu  ìi  i 
membro  sotto  la  Torma  più  }fenpvn\p. 


lì   (ir 

d    d  dir 

,U  dM 

d»   da  di 

d  dy 

d    d   dy 

di  di 

di  do   d» 

d    dt 

d     d  dì 

</<  </« 

d»   di  lU 

<irtine  semjn'e  (g  15'.».  e)  ti  jmn. 

X3«MOUM»loxie  delle  oux've  Mtox-te. 

'M'.i.  Note  \k  curviittii'ti,  è  detoritiiiiiilo  il  tnedro  fnndaiuentiLle  in  M* 
rispetto  al  trietlnt  clm  liu  l'urlgiiie  in  M.  Si  calcoli  iafittU  la  dinlant» 
SAS:»  del  puuto  M'  al  piano  condotto  per  M  perp<iiiOicolarmtìiiti!  alisi  diiv- 
7.ioae  (A,B,(').  Per  lo  svilupim  di  8:17  secondo  la  forniola  di  Taylor  (§  lUG) 
si  può  sempre  assumere  ,v  (fiinc  variabile  iiidijiendente.  nella  quale  if/Or 
tesi  dalle  (11)  ^i  lin 


-  +  f  -. 


e  liiialiueute 


-^^ì^^i^i: 


SASi  =  tT.I.  +  - 


dove  eL,S9,£  sono  ì  coseal  che  definiscono  la  direzione  (A,  rì,C)  ri&peUii  ■ 
al  triedro  fondamentale,  ossia 


tl=2A.- 


-7^  =  SA  a 


=  S.U  . 


Soltanto  per  G  =  0  il  secnndo  membro  di  (18)  è  infinitesimo  del  sta 
ordine,  e  diventa  d'un  ordine  superiore  al  secondo  se  si  ha  inoltre  < 
Dnnque  la  distanza  di  M'  ai  piani  che  passano  per  la  tangente  ìi 
(generalmente  iniìnitesima  del  secondo  ordine  rispetto  all'arco  MM";  ma,' 
fra  tutti  questi  piani,  un  solo  ha  da  M'  una  distanza  iniìnitesima  de]  terzo  1 
online  almeno,  ed  è  il  piano  osculatore.  Bene  a  rjigione,  dunque,  questo  1 
piano  si  è  chiamato  osculatore,  poiché,  fra  tutti  i  piani  dello  spazio,  6  1 
quello  che  più  si  accosta  alla  cur^'a  intorno  ad  M. 

■>44.  La  forraolu  fl8)  ci  da  subito  le  coordinate  n  ,  ^^  w  di  M'  rispetta  | 


,19) 


—  ?03  — 
,il  li'iodro  foadameutiile :  basta  far  coiiicìdei'e  (A  ,  lì,  (')  suucessivitiueulu 
wiii  Iti  direzioni  della   taugente  (tl^  1  .  59  =  i?  =  0),   della   binonaal» 

(c8=  l,O  =  Cl  =  0).  della  normale  principale  {»?=  1  ,O  =  c5  =  0),  pjr 

utteaere 

k_  ^ ii-^  _  rf»'      iW'lp 

"^'""^  '  '  "~  ilpr,  ■  "~'2j~l^' 
cìudeuUu  dagli  iiilìultesiini  d'un  oMìue  superioi-e  al  terzo.  IJueste 
formoie  permettono  di  disciitet-e  l'iitidameDttj  della  curva  intorno  a  cia- 
scimu  dei  suoi  punti.  È  chiam,  iufatti,  che  se  le  cur**atu["e,  in  M ,  non 
sono  nnlie,  un  osserviitope  che  Ciiinminì  sulla  curva,  tenendo  la  testa  sul- 
la [iurte  positiva  della  nni'niiili;  |irinciiia!e,  e  pi-ocedendo  nel  senso  posi- 
tivo della  tangente,  vedrà,  in  M,  la  curva  elevarst  n  abbaxsarsi  secondo 
die  p  è  positivo  o  negativo,  e  la  vedrà  volgere  a  sinistra  o  a  destra  se- 
condo die  r.  lia  il  segno  di  p  o  il  segno  opposto.  Siccome  poi  il  cambia- 
mento di  ds  in  — (Is  altera  il  segno  di  v,  ma  nou  quello  di  tr,  si  vede 
che,  st?  si  prende  intorno  ad  M  nn  ai-co  couveuientemente  piccolo,  Offrii 
piano  che  jnissa  per  hi.  tanyenli'  lascia  l'arco  tutto  da  una  parte,  ad  ecce- 
zione del  piaru)  osculatore,  il  quale  alti'nvcrsa  la  cnrca.  Orai  quatti-o 
modi  di  com [jortarsi  della  cnrva,  intorno  art  un 
punto  oi-dinario  M,  si  possono  rappreseatai-e,  at- 
nie  si  vede  nella  Ilgura,  segnando  con  puntini  gli 
nrchì  situati  alla  sinistra  dell'osservatore.  Si  rie- 
sce iu  tal  modo  a  constatare  die.  se  t<0,  l'iis- 
M'i-\utore  vedrà  la  curva  passare  (casentaudo  il 
piano  osculatore)  dalla  sinistra  alla  destra  volgendo  in  su,  o  dalla  destra 
alla  sinistra  volgeiido  in  hìu,  sicché  in  entrambi  i  casi  randamento  della 
curva  sarà  destrorso,  vale  a  dire  che,  sigli  occhi  dell'osservatore,  un 
punto  che  percorra  la  curva,  allontanandosi  nel  verso  positivo  della  tan- 
:^enl<-|  sembrerà  muoversi  nel  senso  degli  indici  d'un  orologio.  Invece  per 
t  >  0  si  avrà  Tandamento  slnlst7y}rso.  .\dunque  irna  curva  è  sinistrorsa 
o  destì-orsa .  Intoimo  ad  un  stio  punto  ordinario,  secondo  che  la  torsione, 
in  questo  punto,  è  positiva  o  negatila.  È  poi  facile  convincersi  che  i|uestu 
carattere  della  cuna  resta  inalterato  quando  si  Ta  variare  la  posizione 
dell'osservatore  nello  spazio.  Esempii  *  di  curve  a  torsione  positiva  o  ne- 
gativa ci  offrono,  in  Natura,  i  viticci  de)  luppolfi  e  della  vite,  rispettiva- 
mente sinistrorsi  e  destrorsi. 


M  M 


215.  Una  più  minuziosa  di^<cussioue  delia  curva,  inlurno  ad  M,  si  può 
fai-e,  mercè  le  medesime  formolo  (1U)>  osservando  che,  a  presciudei'e  dagli 
iiiQuitesimi  d'un  online  superiori)  al  ter;to,  se  il  punto  M  sì  assume  comò 


t.i.p,J 


origine  degli  iti-chi  e  delle  coordìoate,  l'ai-co  iiifluitesimo  MM'  si  può  ù 
I  siderai'e  comrt  appcii-teiieate  alla  cucva  rappresentata  dallo  equttzioi 

(jp'     '     ■  6pt-      '  2p       «p'  d» 

Jove  p ,  r. ,  e  dpjds  a'iiitendouo  calcolati  iu  M,  ossìa  per  s=0.  Elìmiaauilij 
s  in  tutti  i  modi  possibili  fm  le  ultime  equazioni  si  trova 

,,'  =  ^i'         -  =  --ll-^         ,,  = — 

;!(.'         '     '       2p       Cp'  rf»      '     ■'  Gpv 

d'onde  segue  che,  pTOjettata  la  cui-va  sul  piano  nor-male,  sul  piano  osco- 
latore  e  sul  piano  i-ettilicunte  in  M,  questo  punto  è  rispettivamente  una 
cuspide,  un  punto  ordinario  o  un  puato  d'iuflessioue  sulle  ti-e  pn^jezioul 
Siccomi^  la  tangente  in  M'  )ia  i  coseni  direttori  uguali  alle  derivate  dì  te, 
i/,3  rispetto  ad  s,  e  per  conseguenza  pi-oporziouali  ad  w  —  *j,s  ,y,z 
si  trova  che  le  cooi'dinate  rt'  un  punto  qualunque  della  tangente  sci 


kx  +  yi  ~  k). 


ky 


i-,  +  (i_t) 


I 

I 


10D»^H 


sicché  la  tangente  iu  M'  iucoutra  ìl  piano  osculatore  (in  M)  nel  puuto 
('/,s,s*/f'p)-  che  si  trova,  riHpetto  al  piano  rettificante,  dalla  stessa  parte 
di  M',  Essa  va  poi  ad  incontrare  questo  piauo  alla  distanza  —  '/itf  '^*' 
piano  osculatore.  Ne  segue  che  le  tangenti  ad  una  cvn-va  stoi'ta .  in  d>ie 
imnti  (jiflniiainente  iHcint,  non  s' Invontrano  :  la  loro  distanza  è  ds*!l2pu 
Questo  teorema  si  deve  a  Bonnet. 

,!ù 
2(6.  Dalle  medesime  formole  si  deduce  p: —  r.j/~  ^  /i*';  quindi,  so- 
stituendo alla  lunghezza  s  dell'arco  MM'  quella  della  corda,  si  vede  che 
l'arco  stesso  si  può  considerare  come  appartenente  alla  sfera  rapj 

tata  dall'equazione 

.'+(,+. J)'+(.-p.'=?ì'. 

dove  S<v'  =  p'+/r.'-r|.  Ijnesta  sl'ei-a  di  raggio  SH,  che  ha  il  centro  n«l 

•Ip 
piano  normale,  alle  distanze  —  *  —  e  p  dal  piauo  osculatore  e  dai  piunfl 

rettificante,  si  chiama  osculatrice  alla  curva,  in  M,  in  quanto  è,  Tra  tutte 
le  sfere  dello  spazio,  quella  che  più  si  accosta  alla  curva  intorno  ad  M. 
(juaudo  poi  si  trascurano  gli  infinitesimi  del  terzo  ordine,  l' ai-co  MM'  si 
può  considerare  come  situato  uel  piano  osculatore;  e,  se  si  trascurano 
anche  quelli  del  secmido  online,  si  può  addirittura  riguardare  MM'  come 
un  segmento  rettilineo,  situato  sulla  taugutite.  Per  conseguenza,  in  quelto 


•pr^^^ 
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questioni  per  le  quali  è  lecito  prescindere  dagli  infinitesimi  superiori ,  è 
anche  lecito  assimilare  la  curva  ad  una  linea  poligonale  MM'M"M'"...,  dai 
lati  infinitamente  piccoli,  e  considerare  la  tangente  come  la  retta  su  cui 
giace  un  elemento  MM',  il  piano  osculatore  come  il  piano  determinato  da 
due  elementi  consecutivi  MM'  ed  M'M",  o  dai  punti  M,M',M";  la  sfera 
osculatrice  come  determinata  dai  punti  M,M',M",M'".  Questo  modo  di 
vedere  e  di  esprimersi,  quantunque  scorretto,  è  tal- 
volta utile  per  rendersi  conto  geometricamente  di 
certi  risultati  del  Calcolo  dififerenziale.  Ed  ora  è  fa- 
cile constatare  che  si  passa  da  una  posizione  del 
triedro  fondamentale  (origine  M)  alla  posizione  suc- 
cessiva (origine  W)  facendo  scorrere  di  ^  il  vertice 
sulla  tangente,  e  facendo  poi  rotare  gli  spigoli  in- 
torno al  vertice,  in  modo  che  acquistino,  rispetto  alle  loro  primitive  po- 
sizioni ^ ,  & ,  n ,  i  seguenti  coseni  direttori  : 


// 


n 


1         0        e 

0  1  ti 

—  e     —  tj        1 


Ciò  si  deduce  dalle  formolo  (5),  (8)  e  (10),  nell'ipotesi  che  sia 

ed  è  reso  anche  più  chiaro  e  più  preciso  dalle  considerazioni  del  §  238. 

247.  Singolarità.  Ciò  che  si  è  detto  nei  precedenti  paragrafi  accade 
soltanto  in  generale,  poiché  cessa  di  aver  luogo  nei  punti  (analoghi,  nello 
spazio,  ai  punti  d'inflessione  delle  curve  piane)  soddisfacenti  alla  condi- 
zione (c/^.  §  205) 

I  dx    d^x    d»x    =  0  .  (20) 

dy     cPy     d^y 
dz      i^z     dh 

In  siffatti  punti  è  nulla,  in  virtù  di  (17),  almeno  una  delle  curvature,  e 
però  V  diventa  d'un  ordine  superiore  al  terzo.  Per  valutare  questa  di- 
stanza bisogna  proseguire  il  calcolo  iniziato  nel  §243,  osservando  innanzi 
tutt^  che 


d 
d 


V  a   d    \  di        ^  r  <^'    1       /  ^    I    ^  \  M 

7--   p  dr7~''Prf7i^  +  H^7"v"*"^/7J' 


(21) 


per  dedurne,  a  prescindere  dagli  infinitesimi  d'un  ordine  superiore  al 
quarto. 


24 


pds^        1 

24      *p«  ' 


*^ 


■lUÌDdì ,  secoado  die  -  - 


=  (J  (ni 


=0  Alia  d  —  ^ii\,' 


Ne  segue,  ìu  geaei-ale,  che  uei  punti  siuKuluri  M,  deliuiti  dalla  ^20],  ae- 
coiido  che  una  delle  curratui'e  si  annuita  per  prendere  o  per  lasciare  il 
segno  dell'altra ,  un  arco  couveoientemeute  piccolo,  pi-eso  iu torno  ad  M, 
ata  tutto  a  slnisli-a  o  (rispetti vameutf)  tutto  a  destra  del  piano  osculato- 
re. Ma  quando  le  due  curvatui-e  si  aanullauo  ad  un  tempo,  anche  in  gene- 
rale accade  che  r  diventa  infinitesimo  del  quinto  ordine,  giacché,  se  si 
deriva  la  (i^l),  si  tmva  facilmente,  nelle  ip<ttesi  ratte. 


120  ^ 


,  1 
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sicché  il  piano  osculatore  attraversa  la  curva,  come  nei  punti  ordinariì  ; 
ed  in  questo  caso  il  punto  che  si  considera  è  un  punto  d'inflessione  anche 
per  la  projezione  della  curva  sul  piano  normale.  Sono  poi  notevoli,  fra  i 
punti  deHniti  dalla  (30),  quei  punti  M  nei  quali  si  annulla  la  sola  flessio- 
ne, perchè  in  essi  avviene  proprio  l'opposto  di  ciò  che  si  verifica  nei  punti 
ordinarli ,  vale  a  dire  che  la  ctivm  attraversa  tutti  i  plani  che  passano 
per  W ,  tranne  il  piano  osculatore  :  ciò  si  deve  al  fatto  che,  mentre  l' iofi- 
aitesimo  r  diventa,  come  sì  è  visto,  del  quarto  ordine,  w  diventa  del  ter- 
zo, e  però,  come  u,  cambia  segno  insieme  a  ds.  Ne  segue  che  si  ha  una 
inflessione  per  la  projezione  della  curva,  non  sul  piano  rettificante,  ma 
sul  piano  osculatore,  e  perù  son  questi  i  punti  che  veramente  corrispon- 
dono ai  punti  d'inflessione  delle  cuiTe  piane.  Inoltre  la  projezione  della 
curva  sul  piano  normale  in  M,  anche  quando  è  nulla  la  sola  torsione,  pre- 
.seuta  una  cuspide,  in  H;  ma  questa  è  di  prima  specie  (§  iWt)  nel  primo 
Ciiso,  e  di  seconda  specie  uel  secondo.  Più  dilllcile  è  lo  studio  delle  sii^o- 
larità  dovute  all'annullarsi  di  p  o  di  t,,  non  reggendo  più,  in  simili  pun- 
ti .  i  precedenti  sviluppi  di  u  ,  e  ,ic .  giacché  le  formole  adoperate  per  ot- 
tenerli suppongono  essenzialmente  finite  le  curvature. 

CSoxL  tatti. 

248.  Terminiamo  con  pochi  cenni  intorno  al  contatto  ù-a  una  curva 
ed  una  superficie,  rinviando  il  lettore  ad  altri  trattati  *  per  uno  studio 
più  accui-ato  del  contatto  d'una  curva  con  una  superficie  o  c<jn  altre  cur- 
ve. Qui,  per  potere  svolgere  la  teoria  dei  contatti  con  pi-ocedinieuto  piò 


Vedi,  per  «empio,  il  Covri  d'Analyst  di  Ilermila  ;  p.  116, 


rapido  ed  ìataitlvo,  ci  appoggeremo  a  certi  risultati  otteauti  pi-scedeutj- 
mente(§217)  nello  stadio  del  contatto  fra  curve  piane,  e  diramo  che  una 
superficie  ha  con  una  curva  data,  in  un  punto  M,  un  contatto  dell'ordine 
.(,  se  occupa  la  posizione  limite  d'una  superficie  passante  per  M  e  per  al- 
ili n  punti  della  curva,  quando  questi  ultimi  teodooo  ad  M,  senza  che 
ciò  avvenga  per  altri  punti  d'incontro.  Se  la  superficie  che  si  considera  è 
di  quelle  che  nello  spazio  a  tre  iliniensioui  sono  determinate  da  /i-f-i  punti 
(o,  ciò  che  vale  lo  stesso,  se  appartiene  ad  una  famiglia  di  superficie,  rap- 
presentata da  un'equazione  che  racchiude  «-fi  parametri  arbitrari!)  l'or- 
dine del  contatto  non  supera  n,  in  generale,  e  quando  im  tal  valore  è  rag- 
giunto, la  superficie  dicesi  oscuiatrice  alla  curva,  uel  punto  considerato. 
Per  esprimere  che  una  superficie  è  oscuiatrice  ad  una  data  curva,  in  un 
dato  punto,  basta  evidentemente  differenziarne  l'equazione  tante  volte 
■(uante  sono  necessarie  per  determinare  i  valori  dei  parametri,  e  scrivere 
che  tutt«  le  equazioni  cosi  ottenute  sono  soddisfatte  dalle  coordinate  x, 
il  ,z  del  punto  M  e  dai  successivi  differenziali  delle  coordinate  stesse.  In 
lai  modo  si  viene  infatti  ad  esprìmere,  usando  il  solito  linguaj^io  conven- 
zionale (§34fl),  che  la  superficie  contiene,  oltre  i!  punto  M,  «li  n  punti 
M'.  M", ....  infinitamente  vicini  ad  M. 

-2Y.i.  Piano  oscillatore.  L'equazione  del  piano  AX4-nV+CZ-t-I)=0 
contiene  tre  parametri  veramente  arbitrarli,  cioè  i  rapporti  di  tre  coelD- 
cienti  ad  un  quarto  non  nullo.  Esprimiamo  che  quelita  equazione,  e  le  pri- 
me due  che  se  ne  deducono  per  difll'erenziazione,  o  per  derivazione  rispetto 
all'arco  »  d'una  curva,  sono  si>ddisfatte  dalle  ctwiriliiiate  .f,y,z  il"  iin 
punti)  M  di  qut'stft  curva: 


A.C 


■  %  -f  f^  -f  I 


.\o  -f  ]Ì6  +  (.■..-  = 


.  AX  -f-  lifi  +  tv 


(88) 


Dalla  prima  condizione  il  piano  è  obbligato  soltanto  a  passare  per  M;  uia, 
ser  vi  si  aggiunge  la  seconda ,  il  piano  dovrà  contenere  la  tangente  in  M. 
Dunque  ogni  piano  che  passa  per  la  tangente  si  può  ben  chiamare  plano 
tatìffcnle,  in  quanto  ha  con  la  curva  un  contatto  generalmente  del  primo 
ordine,  ossia  la  sua  distanza  ad  un  punto  M',  infinitamente  vicino  ad  M  , 
tinfioitesima  del  secondo  ordine  rispetto  ad  MM'.  Se  poi  si  a^iunge  la 
lei-KH  condizione,  si  obbliga  il  piano  a  contenere  anche  la  normale  princi- 
j>:ile,  ossia  a  coincidere  con  quello  che  giù  precedentemente  abbiamo  chia- 
iii;ito  piano  oscuialoiv.  Il  suo  contatto  con  la  curva  è  del  secondo  oi-dine, 
ma  può  accidentalmente  riuscire  d' un  ordine  superiore:  allora  il  piano  è 
imuriilatore.  o,  come  si  suol  dire,  è  un  piano  osculatore  stazionario. 


250.  La  surosculazione  avviene,  naturalmente,  in  punti  singolari,  ca- 
(«rìzzati  dalla  condizione  a  cui  si  giunge  derivando  ancoi-a  una  volta 


—  LtW  — 
riillintu  delle  (22),  ed  eliinirinmio  A  ,  K  .  <"  :  niii,  [ipi'  essere  sicuri  di  con- 
siderai-e  tutti  i  cnsì  possibili,  conviene  osservata  che,  in  realtà,  lafl 
dizione  ottenuta  ileriTaodu  In  secoaila  e^iiagliniiza  (22)  è 


(AX  -f  B(i  -ì-  Cv)  - 
dimodixihè  si  hn,  tornando  a  derivai-e. 
,  d    1 


=  0  , 
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Ora,  se  non  è  1/p^O,  dev'essere  ZA>.=;0.  e  jier  conseguenza  si  può  pon-e 
A^oi,R  =  p,  C  =  t;  quindi  la  condizione  (24)  diveutu  l/t^O.  Nel  casfl 
opposto  l'eguagli  HO  :!a  (23)  è  vera  qualunque  siano  A  ,B,C,  e  però  tutti  i 
piani  tangenti  hanno  uu  contatto  del  secondo  ordine  eoa  la  curva  ;  ma  il 
nome  di  piano  osculatore  spetta  a  quello,  fra  essi,  per  cui  è  soddisfittta 
la  coudizfone  (24);  e  poiché  questa,  in  generale,  torna  a  prendere  la  forma 
SAX^O,  si  ritrova  il  piano  osculatore,  con  un  contatto  del  terzo  ordine 

almeno.  Se  noi  si  avesse  anche  d  — =0  basterebbe  derivare  la  condizione 

P 
(21),  una  o  più  volte  di  seguito,  per  convincersi  che  si  ritrova  sempre  U 

medesimo  piano.  Ben  s'intende  che,  per  la  validità  delle  formolo  adope- 
rate, le  curvature  si  debbono  supporre  fluite.  Adunque  il  piaiìo  osculaiora 
sltizimuirio  si  pj'esLtìla  in  qtiei  punti  della  airva,  nei  quali  è  nulla  al- 
ìitfìw  itìui  (ielle  curì^'alure.  cioè  quando  è  soddìsratta  la  condizioue  (20). 
Del  resto,  quando  non  si  voglia  studtai-e  il  vario  modo  di  comjiortai-ai  della 
curva,  rispetto  al  piano  che  la  suroscula,  la  (20)  si  ottiene  più  rapidamen- 
te per  differenziazione,  scrivendo  cioè  2A£tr=^  invece  delia  seconda  ugua- 
glianza (22),  ed  eliminando  A  ,  B,  C  fra  questa  e  le  due  che  se  ne  dedu- 
cono differenziando  :  SAtCa;  =  0 ,  £  AdV  ==  0. 

2Ó1.  Sfora  oBOulatrice.  Partendo  dall'equazione  generale  d'una 

sfera 

(in  cui  è ,  TI ,  * .  St  sono  quattro  costanti  da  determinare  convenientemeii- 
te),  troviamo,  con  successive  derivazioni  rispetto  all'arco  d'una  curvs 
qualunque,  sostituendo  alle  coordinate  correnti  le  coordinate  x,y.z  d'un 
punto  M  della  curva  stessa  : 


(a-6)'-t-    (y-T|i'+    (t-S)': 
I  a(*~e)  +i(y-'ri)  -|-c(.-5,  = 

I  x(*-6)  +(*(tf--n)  +v(:-?i  = 

«(a:-6)  +p(v-tl)  ■\--(i-~K)  = 
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Lille   ultime  ti'B  equazioni  si  ricava  subito, 
iitte  cirea  il  determinante  (li). 


■iconianiio  le  osservazioni 


-r=_lp  +  a^. 


-■0= 


=  -l-P 


Jp 


-^=-v?+T«  - 


e  ai  conoscono  così  i  valori  di  4 ,  yi  ,  J .  cooi"dinate  del  centro;  sostituen- 
doli nella  prima  equazione  si  ottiene,  per  esprimere  il  ra^io,  la  formola 


?t' 


-'+(4)' 


(27) 


La  sfera  cosi  detenitinata  è  proprio  quella  clie  abbiamo  incontrata  in 
principio  del  §  246,  giacché  le  ultime  tre  condizioni  (25)  ci  dicono  che  il 

do 
suo  centro  sta  nel  piano  normale,  alle  distanze  p  e  —  v-~  dalla  bjnormale 

e  dalla  normale  principale.  Ad  essa  tende  la  sfera  MM'M"M"'  quando 
M',M'',M"'  tendono  a  fissai'si  in  M.  Evidentemente  la  circonferenza  MM'M" 
tende  anch'essa  a  collocarsi  sulla  detta  sfera  limite;  e  poiché  d'altra  par^ 
te  il  suo  piano  tende  ad  osculare  la  curva,  in  M,  è  chiaro  che  la  eiroun- 
ferema  osculafrlce  è  f  intersezione  della  sfera  osculatr/ce  col  plano  oscu- 
latore. Dunque  p  é  il  raggio  del  circolo  osculatoi-e,  sicché  per  le  curve 
storte,  come  per  le  cui-ve  piane,  la  flessimie  d'una  linea  qualwnque  è  la 
curvatura  della  sua  circonferenza  osculalrice.  Ora,  tornando  alle  condi- 
zioni (CT)),  osMeniamo  che  la  prima  obbli^'a  la  sfera  a  passare  per  M  ;  la 
seconda  a  toccai-e  la  curva,  in  M;  la  terza  a  passare  per  la  circonferenza 
osculatrice;  e  la  quarta ,  fra  le  iiiHriite  sfere  toccate  ed  attrarersate  dalla 
curva,  in  M,  ne  distingue  una.  che  non  attraversa  ta  curva,  poiché  il 
suo  contatto  é  generalmente  del  terzo  ordine:  è  dessa  la  sfera  osculatrice. 

253.  Per  decidere  se  la  curva,  intorno  ad  M,  è  interna  o  esterna  alla 
sfera  osculatrice,  si  calcoli  la  distanza  A  di  M'  a  tale  sfera.  Supposto  fi- 
nito il  raggio  cH,  da 

{n  +  h)'  =  (x-Ì-Ì-  S«)'  -I-  („  -  Yl  +  5./)'  H-  (=  -  e  -I-  S:  r 
si  deduce,  truscurandn  ali  iulinìtesiml  d'un  oi-dine  superiore  al  quarto. 

e  poiché,  chiamandou,(',  w,  coma  nel  §244,  le  coordinate  dì  W  rispetio 
triftdro  fondamentale  in  M  ,  si  ha 


■    8^  =  0.1 +  «v-j-X.''     ,     ?;/  = 
si  ha  puri' .  riconlaudo  le  (20). 


4 +''.("' +>■•+•■■)■ 
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lu  questa  Tormola  si  può,  ìu  virtù  delle  (Id),  tniscut-ai-e  u*,  limitare  w' 
al  suo  primo  termine,  e  calcolare  t*  fiuo  al  termìoe  del  terzo  oMiua;  ma 
r  e  te  debbono  essere  calcolati  fino  ai  termini  del  quarto  ordine,  e  ciò  si 
può  fare  agevolmente  sfinendosi  uncbe  della  foi-mnla  (21): 

P         '>  /    <'p\ 
(ij-a.  posio  per  brevità  >=~4--r(*,)'è  facile  ti-ovai-e 


e  siccome,  il'alti'a  p;irle,  la  (27)  dà,  per  diirei-enziazioiie. 


si  ottiene  lilialmente 


"  24ptVp  ' 


Duuque,  esclusi  i  punti  nei  quali  è  ffp^O,  un  arco  convenientemente  pic- 
colo, preso  intorno  ad  M,  è  tutto  esterno  o  tutto  interno  alla  sfera  03cu- 
latrice,  in  M,  secondo  che  il  volume  di  questa  e  l'area  del  circolo  oscu- 
latore variano,  fi  pur  no,  nello  stesso  senso. 

253.  Per  trovare  la  condizione  che  dev'essere  soddisfatta  alllnchè  la 
afera  surosculi  la  curva,  ossia  per  sapere  in  quali  punti  della  curva  il 
contatto  fra  questa  e  la  sua  sfera  oscula  tri  co  vii  oltre  il  terzo  ordine,  ha- 
.■«ta  derivare  l'ultima  delle  (2C)),  tenendo  conto  delle  precedenti;  ma,  per 
non  omettere  alcun  caso,  bisogna  tor-nare  ad  eseguire  tutte  le  derìTazioni, 
senza  alterare  la  forma  dei  successivi  risultati.  Coià  facendo,  le  ultime 
iiu«!  condizioni  ci  si  presentano  sotto  la  forma 


r2^(- 


> 


(x- 


J_dp 

p  d» 


(80) 


{njÌ.  derivando  ancora  quest'ultima,  si  trova  xjp^=0.  Al  medesimo  risili-' 
tutu  si  giunge  subito  se  si  osserva  che  nella  condizione  tnivata  sta  quanto 
occorre  e  basta ,  in  virtù  di  (28),  (lerchè  li  riesca  d' un  ordine  superiore  al 
quarta  Ora,  esclusa  l'ipotesi  1/p^O  (perchè  e%  si  suppone  finito),  ed  es- 
clusa anche  (per  la  atessa  ragione)  l'ipotesi  l/i;.=0  con  dp^O,  si  vede  che 
fa  sfera  suroscuìatrice  si  presenta,  ottrechè  nel  punti  soddisfacenti  aita 
amàizione  x^=0,  anche  in  altri  punti,  caratterizzati  dal  fatto  che  la  top* 
sione  vi  si  annulla,  quantunque  la  sfera  resti  finita.  In  questi  ultimi  punti 
la  seconda  condizione  (30)  è  soddisfatta  identicamente,  e  per  couReguensa 
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itc<.'ade  che  la  curva  ha  uu  coutatto  del  terrò  ordlue  con  tutte  le  sfei-n  che 
passauo  per  la  circonferenza  osculatrice;  ma  ad  una  sola  di  esse  spetta  il 
nome  <U  stt;ra  osculatrice,  ed  è  sempre  quella  determinata  iu  principio. 
Ailuntjue  la  condizione  x  =  0,  sufficiente  per  la  siii-osculazione ,  non  è 
uecessaria;  ma  in  tutti  i  casi  la  (20)  ci  dice  che,  se  non  è  dp  =  ^,  si  ha 
(Ol=:0.  Ne  s^ue,  iu  particolare,  ctie  una  cu/^a  aUrav^ersa  la  sua  sfBrU 
osciiiatrice  tutte  le  volle  che  questa  diventa  minima  o  massima,  o  pure 
quando  stacca  da  uu  piano  osculatore  stazionario  un  circolo  mini/no  o 
massìjno;  ed  in  questo  secondo  caso  si  verifica  l'opposto  di  cloche  av- 
viene ordinariamente,  {giacché  la  curva  nou  attraversa  alcuna  delle  altit; 
sfere  contenenti  la  circonferenza  osculatrice. 

i54.  Ora  si  cousiileri  una  cttfvu  sferica,  ossia  una  linea  tracciata  so- 
pra una  data  sfera,  di  raggio  R.  E  chiaro  che  uod  vi  può  essere,  in  cia- 
scun punto,  altra  sfera  osculatrice,  anzi  surosculatrice,  se  non  la  sfera 
che  coDtìene  la  curva.  Dunque  si  deve  costantemente  avere  x^O,  o  pure 
,fp^=0  ed  1/fc^O;  e  nel  secondo  caso  si  trova  nuovamente  x=0.  Questa 
■■  duuque  una  condizione  necessariamente  soddisfatta  lungo  qualsiasi  li- 
nea sferica.  Per  dimosti-are  che  la  condizione  atessa  è  sufficiente  perché 
la  linea  appartenga  ad  una  sfera,  deriviamo  le  (26).  Dalla  prima  si  deduce 

Dunque 

Se  si  ha  x=^0  lungo  tutta  la  curva,  la  (29)  mostra  che  S'I  ha  uu  valore 
Gustante  R,  e  le (31) ci  ilicoiio  che  anche  ^,k),^  sono  costanti,  d'onde  se- 
gue che  i  punti  della  cuna  si  ti-ovano  tutti  alla  distanza  costante  R  dal 
puuto  /isso  (è.ii,^).  Dunque  fa  cuìutizione  necessaria  e  sti (fidente per- 

.   ù       di  <lp\      „ 
rlie  una  curva  sia  sln-iru  e  —  -t-  -r  i  '  t-   ^=0. 
X.        lU  \   ih  I 

255.  Nel  caso  generale  le  formole  (31)  mostrauo  che  le  tattgenti  al 
/aoffo  dei  centri  delle  sfii-e  osctUatrici  d'una  curva  son  parallele  alle  M- 
normali  nei  corrispondenti  punti  della  curva.  luolti-e,  quadrando  e  som- 
mando, si  trova  il  differonzìale  dell'arco  della  seconda  curva 

rfc;  =  — Xd«  ,  (US) 

e  sì  vede  che,  quando  un  punto  M  percorre  una  curva,  il  centro  della 
sfera  osculatrice  tende  ad  uvviciuai-si  al  piano  osculatore,  iu  M,  o  tende 
ad  alloutauai-seue,  secondo  che  k  è  ixjsìtivo  o  negativo.  Siccome  (§§  234  , 
2:J6)  ì  coseni  direttori  delle  oorraall  principali,  in  due  punti  corrispon- 


(lenti  delle  due  curve,  souu  proporziotiali  a  da.dp.&f,  si  vede  che  le  date 
normali  souo  li'a  loro  parallele,  e  però  -Anche  le  tangeuti  della  prima  cun'a 
sono  pai'allele  alle  corrispondeiiti  Uiionuall  dulia  secuoda  cui'va,  dimodu- 
clic  questa  è  sempre  osculata  dai  piani  iioriiiiili  all'altra.  Rappruauntandu 
con  p,  e  t,  i  suoi  rafnji  ili  curvatura,  e  ilirìjjendoue  le  uouualt  principali 
m  seuso  opposto  a  (juello  dttlle  uormali  priucipali  dt^lla  pi-imu  cui-va,3Ì 
lia,  hcordaitdo  le  (11), 


<(« 


>. 


Dunque  p,  = 


=  PPi' 


l'articolanueute  uotevoli  souo  i  circoli  siorli,  ossia  le  curve  a  11esfiiou« 
costaute  (p=R)  atl  a  torsione  non  nulla.  Le  sTei-e  osoulatiici  d'un  circolo 
storto  son  tutte  uguali  fra  loro  {St  =  p),  ed  i  loro  centri  stanno  sopra  uu 
altro  circolo  storto  {pi=p).  Le  sole  ctirce  osculate  da  infinite  s/bi-c  Mg^iaii 
sono  i  circoli  storti,  peluche,  in  virtù  di  (3S),  se  p  non  è  costante,  non  può 
essere  costaute  SR  senza  che  sia  x=:U,  nel  ijual  caso,  come  abbiamo  visto 
nel  precedente  paragrafo,  le  sfere  osculatrici  coincidouo  in  uua,  che  con- 
tiene tutta  la  curva.  Tornando  ai  caso  generale  osserviamo,  per  finire, 
che,  mercè  le  formole  (29)  e  (32),  riesce  facile  il  calcolo  AeWanyolo  (/>  rfi 
due  sfere  osculatrici  infinitamente  vicine.  Infatti  dalla  forinola  evidente 
t/o'  =  dSt'  +  31V5'  segue  immediatamente 


-  ''P  . 


1  dlogn 

t    rflogp 


Questo  rappòrto,  chiamato  torsioiie  sferica  da  Demartres,  è  uu  altro  ele- 
mento utile  per  la  discussione  delle  curve  storte. 

366.  Elicbe:  a)  CousìderiBino  ixa'  elica  fircohire,  ossìa  unii  curva  ohe  ÌQCOntn 
sotto  un  angolo  foBtante  9  lo  generatrici  d'un  cilindro  circolare, 
di  raggio  r.  Prendiamo  come  asse  deUe  i  l'asse  del  oUÌndro,e 
perpendicolarmente  sJ  esso  ponduciamo,  per  un  punto  A  delU 
delle  .t.  Sia  6,  per  c^uiiliinque  punto  M  dell'elica, 
l'angolo  che  la  projeeione  di  OM  sul  piano  j^  fa  i-on  l'asae  x.  Sio- 
conie,  por  definizione,  e  dev'  essere  costantemente  uguale  a  cosa, 
bisogna  che  aia  t  =  »C0H9,  flsaando  in  A  l'origiDe  degli  archi.  Le  i.oordinat« di 
M  sono  dunque  a;  =  rc086  .  i/^raenO  .  s  ^«cos^.   Ne  segue,  differenziando. 


Ìj:  =  - 


dy  =  r 


N9e,« 


<.-j-*ifU' 
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quindi,  quadrando  e  sommando,  rf»*  =  r'rftì*-|-c^s*9'^*J  V^h  successivamente, 

rc/tì  rtì 


senf  9en9 

Già  la  relazione  z=«cos9  dimostra  che,  se  T  è  il  piede  della  tangente  sul  piano 
xy,  il  segmento  MT  è  appunto  uguale  ad  »;  ed  ora  vediamo  che,  se  P  è  la  prò- 
jezione  di  M  sul  detto  piano,  ni  ha  PT  =  «sen9=^rtì  =  arcoAP;  e  però,  quando 
M  sì  sposta  lungo  T  elica,  T  descrìve  una  sviluppante  di  circolo.  Intanto  i  coseni 
direttori  della  tangente  air  elica  sono 

a=  —  sen9Aen6     .     ò  =  r4eii9f<»rt6     ,     r  =  cos9  , 

d'  onde  si  trae,  derivando  e  ricordando  la  prima  terna  (11), 

X  sen'fcodO  |&  sen'^senO 


poi 


—  ,  _  ,     v^O  ; 

p  r  p  r 

r 
p  =  — r-     ,     X-^^  —  cosO     .     u  =  —  sentì     ,     v  =  0 
sen'9 


Dunque  le  normali  principali  dell'elica  incontrano  ad  angolo  retto  Tasse  del  cilin- 
dro. Inoltre  si  noti  che  il  raggio  di  flessione  è  costante.  1  coseni  direttori  della  b  inor- 
male sono 

a  =  cpL  =  —  COS9 sentì         P  =  —  cX  =  cos9 costì    .    *(=bX  —  a[i  =  —  sen9  ; 

e  basta  derivare  a  o  p,  o  pure  uno  dei  coseni  direttori  della  normale  principale, 
per  ottenere,  ricordando  le  altre  formole  (11),  il  valore  del  raggio  di  torsione: 
i:,==r/3en9cos9.  Dunque,  come  si  vede,  anche  il  raggio  di  torsione  è  costante:  il  suo 
valore  è  positivo,  nel  caso  attuale,  perchè  (§  244)  V  elica  da  noi  considerata  è  sini- 
strorsa. Del  resto  i  risultati  precedenti  sono  applicabili  anche  ad  un*  elica  destror- 
sa, purché  si  supponga  sen29  <^0. 

b)  Segnaliamo  due  importanti  superficie ,  alle  quali  si  è  condotti  nello  stu- 
dio  dell'elica  circolare.  Una  è  il  luogo  delle  tangenti,  che  sì  chiama  elicoide  svUup- 
paòile.  Già  si  è  visto  che  le  sezioni  piane,  perpendicolari  all'asse  del  cilindro ,  son 
tutte  uguali  alla  sviluppante  del  circolo  di  raggio  r.  Per  rendersi  conto  della  for- 
ma della  superficie  è  utile  conoscerne  anche  il  profilo ,  ossia  la  sezione  fatta  con 
un  piano  che  contenga  l'asse.  Siccome  le  equazioni  della  tangente  sono,  chiamando 
R  la  costante  rcot9, 

X  —  7-co8tì       y  —  rsentì       z  —  Ktì 
—  sentì  costì  cot9 

si  ottiene,  per  y  ==  0 , 

x  =  r/cose     ,     3=K(tì-— ti^tìì  . 

80U  queste,  nel  piano  xs,  le  equazioni  d'  una  curva  a  noi  già  nota  (§  200,  e).  Le 
normali  principali  formano  un  altro  elicoide ,  detto  a  jnano  direttore  perchè  le  sue 
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generntrlei  mq  tutte  parallele  ad  un  [linno.  Ls  eqiinzioai  d'un* normale  p 
sono  ^  =  .cts6,::^B6.  Ne  multa,  elimìntuido  fi.  l'tuiunxioue  dell' eliod 


e)  I  calooli  ilei  iirlmo 
funzione  di  6j  per  iiualaivogli 
dat«  Bopm  uà  l'iliudro  <)iiali 
costante  <f.  Invece  dì  ripeter» 
l»r6ve,  tome  si  arriva  a  apoprire 
ve.  Ri  chi  a  mi  amo  lu  Ibrinole 


'  il 


jioiwono  eseguire  più  geuonduiente  («a 
e/ina  citinriricu,  tioè  per  quelle  curve  che,  ti 
que,  ne  inoontraiio  le  generatrici  sotto  un  angolo  | 
i  calcoli  vogliamo  mostrare,  andando  per  la  vìa  f&  f 
im|iortan te  proprietà  caratterìaticadi  talicuT'  [ 


F«d  osaetviamo  che,  nell'  ipotesi  di  e  costante,  la  prima  fonuola  dà  v  = 

Mnda  mostra  che  Y  è  costante.  Ora,  siccome  si  lia  sempre  e' -j- y' +  v'=  1,  li 
rtiò  porte  Y  =  ""3(9 -|- '/,n)^  —  aen^,  ae  c  =  coa9,  computando  9,  nel  pini» 
rettificante,  a  partire  dalla  tangente,  nel  senso  opposto  a  quello  del  motg  degli  in- 
dici d'un  orologio,  per  un  osservatore  posto  sulla  parte  positiva  della  nonnkl» 
principale.  Ciò  premesso,  la  terza  Ibrmola  dà  tg^i^r/p,  e  però  il  nipjutrtodtlk 
curvature  i  coitanU.  Inversamente,  se  ciò  ha  luogo,  si  conduca  per  ciascun  p anta 
3f ,  nel  piano  rettificante,  la  retta  definita  dai  coseni 


Ì  =  ncosip  —  «aenip 


=  ucos  9  - 


dove  l'angolo  y,  e 
delle  (U), 


è  detinito  dalla  preludente  uguaglia 


dì    ■  dm   I  'In  / 


0I06  I ,m,n  sono  costanti ,  e  però  !u  curva  è  un'  elica  cilindrica,  perchè  8 
data  sopra  un  cilindro,  e  ne  incontra  le  generatrici  sotto  l'angolo  costante  U 
que,  ptrclii  una  nuìva  ita  un'flica  cilindriea,  ocoorre  e  basta  che  le  » 
inanUngano  in  un  rapporta  contante.  Se  poi  le  curvature  sì  conservani 
stajiti,  l'elica  &  necessariamente  circolare;  essa  è  tracciata  sopra  un  cilindfoj'f 
cui  raggio  è  pt'/ip'-j- r-').  Lasciamo  al  lettore  la  cura  di  dimostrare  questo  tt 

<   rema,  dovuto  a  Puiseux. 

rfj  Si  chiama  poi  elir.a  eoni'ctt  ogni   curva  che  incontra  (obliquai 

l  w)lto  un  angolo  costante  ij'  le  generatrici  d'  un  cono.  Quando  il  cono  è  citcol 
l'elica  incontra  evidentemente  sotto  un  angolo  costante  9  (tale  che,  chiai 
r  inclinazione  delle  generatrici  sull'asse,  è  cos^^cos^j cobiti)  anche  le  genera 
ilei  cilindro  che  la  projetta  parallelamente  all'asse,  ed  è  per  conseguenza  u 
cilindrici!,  a  si  chiama,  per  questa  ragione,  elica  cilindro-conica:  essa  è,  per  ceri  di 
In  spirale  logaritmica  dello  spazio.   L'asse  ed  il  vertice  del  cono  si 
asse  delle  e  e  come  orìgine  delle  coordinate;  e  si  chiami  B  la  distanza  di  III  d 
l'origine.  Si  deve  avere 


R'i» 


B  dg 


R  df 


-3TSI- 

M^^^iiijdi;  V  poiuhé,  {ler  iputesi,  nuo  ^  cust{j=^J  t^uel  <|iih1  coso  si  AVrubbe 
laiifR,  «  In  curra  apparterrebbe  mi  no»  stWa),  ai  ha  R  =  jipoh4'i  ponendo 
irigtns  dftgli  irrlii  nel  vertice  Hel  couo.  D'aHrfi  parte  r=Rsoii'j(;  dunque 
^ru«Ben<]<,  ilove  per  brevità  si  i'  poBtn  "is=:fiBii  jcnttli.  Intanto  le  coonlinata  di 
jito  qualunque  doUB  l'urva  Bono  i  ^  rcotifl  ,  i/=  raetifl,  ì  =  rootjj,   esibii 

=  m'aen'tKdr'  +  r'rfB'  +  d:'/  =  cos'+<ir'  +  n.'r'»en'<|/de'   , 

(lr=mrilfl ,  poi  logrr^ni^ -^-lumtanU.  Dunque  la  seaioue  retta  ilei 
ìDclro.  B<i  L-uì  la  viirra  considerata  è  un'elica,  ò  una  ipirale  logarìtmica.  Ora,  av 


Irfr  .  JB  1    «ir       Ben* 

ano  iarilraotilf»  i  l'omini  ■! irottovi  rlii|l«  lam^i-nt" 
^{bicosO  — ■«.n6)aea'}'     ,     fc  =  (m9en6 -fcoseiae 
m.  derivnnil»  nncora,  quelli  della  normale  principale 

X=-(cose  +  T"a«n»)P— "-''^     ,     ,,  =  _(.ene-».co 

llimque  le  normali  principali  aono  perpendicolari  all'iisse  del  cono,   ma  non  l'ìn- 
vantrauo:  en't  »oni>  Tw-rmatì  al  cilimtri'.  non  al  cuno.  Quadrando  e  sommando  le  ulti- 

ne  tormole,  ed  osservando  cbe  1  -f-  "■'  =^~  — — — 
liodtice  poi  subito  quello  di   t-^^plg^: 


"unqua  Hell'tliea  eilìudrii-conicti  i  rof/yi  di  cm-vatura  toìui  proitnr:ioitaii  all'ii-fo,  com- 
putato n  partire  dal  vettic«  del  cono.  ^ì  può  dimostrare  che,  iuversomente,  se  in 
""»  rurvs  tii  ha  p  ^  t» .  *  ^  k's ,  essa  è  necessariamente  un'  elica  cilindro-conica, 
■milita  sopra  un  cono  circolare,  in  cnì  l'inclinazione  y  dello genernlrici  sull'aaHO 

3ÓT.  Qaando  ad  un  piano,  considerato  come  un  velo  Heaaibile  ma  inestendibi- 

It^,  si  dà  una  qualsiasi  forma  cilindrii'a,  tutte  te  rette,  che  hanno  nel  plano  una 

'irta  direzione,  diventano  le  generatrici  del  cilindro,  ed  ogni  altra  retta  ai  cambia 

m  un'elica,  e  non  cessa  di  segnare  sulla  Buperficie  il  più  breve  cammino  fra  due 

aualonque  dei  buoi  punti,  Bufftcien temente  vicini.  Ciù  si  esprime  dicendo  che  le 

Il  Ke  cilindricbe  sono  !e  gtndrlMn  dei  riapettivi  cilindri.  Il  concetto  di  geodetica 

•ra  più  oltre  presentato  sotto  un  altro  aspetto,  ed  esteso  ad  una  superficie  qua- 

,iia;  ma  noi  già  possiamo  ricercare  quali  sono  le  geodetiche  delle  superficie  co- 

he .  cioè  in  quali  curve  si  cambiano  le  rette  d' un  piano  inestendibile  quando  a 

■  ■•-Ao  si  dà,  per  via  di  aemplice  flasaione,  la  forma  d'un  cono.  Sì  noti  che  tali 


curve  tulli  sono  lu  «liulia  cuiiitOitt,  io  ({umU  pruvtugono  iuveto  ila  quelle  a|iìi»U  b^ 
guritmiclie ,  chs  hanno  il  polo  nel  rerUc»  del  cono.  On,  Umìtiuidooi  «1  (uuod'nB 
cono  circolar»,  a»  A  è  la  proj«iione  del  vertice  O  Bulla  retta  che  si  vuol  con^ 
ilerare,  se  /  ^^  la  lunghezza  del  segmento  OÀ,  tvl  K  In  distans*  di  O  «il  un  punta 
<|ualunqii«  M  della  retta,  ni  ha  R' r^^^^ •' ^  f' .  ponendo  in  A  l'origina  dcigli  M- 
cliL  Cliiaininmo  inoltre  7  l'angolo  OXA,  ossìa ,  nnl lo  spazio,  1' 
tAngent«  Hiilla  generatrice.  E  irhiaro  i-ho 


dH 


e,  poiché  tU'^iiR'-^  l'Vfl',  ai  ha  pure  <fO/rf»  = 
nazione  della  generstric«  sull'asse  :  (sane  del  co 
la  derivazione  di  a-=  rtosO  .  1/ =  rwnfl .  ;ì=  r 
Deni  <IÌrettoTÌ  della  tangente 


11=^  — sen!p8en64'''°*V**^'*''X  '  ''  =  8eu^uof*8-j-i;a 
poi  (derivando  ancora)  qnelli  della  normale  principali 
P 


« 


sen9;r.  dove,6a«,nao   ^   V 

o),  6  r=rll9en/.   Ciò  premewJ, 

j|'/  riapetlo  aJ  »  fornisce  i  nr 


x=- 


h'^coI^TOb^jwbO 


11— - 


Vcot-/co9]tBene  ,  v=-i 


(quadrando  e 

1         aen'tp 


Dunque  le  normali  principali  sono  peqiendÌMtlari  alle  generatrici,  ed  incontrano 
l' aase  :  e»ie  JHino  perpcadieolari  alla  itiperficie  del  cono.  Inoltre  Ui  fiem 
I/ione  ùaierii'i  dvl  cubo  del  segmento  Maoeatii  dalla  ewrva  »uUa  generatrice,  a  parlirt  dd    ' 
oertice.  1  coseni  direttori  della  binomialo  sono 

a — — coBcpsenB — aen^oos6a6n](  ,  p^=ooBqpcosO — sen^ Hend aenjj  ,  Y=~*8n(pcosl- 

fiaata  derivare  l'ultimo  per  trovare  il  valore  della  torsione: 

I        BBDf  ooaqp 


B 


-''"'X^^t'otZ 


Si  noti  la  relazione  «r  =  Ip.  Orbene  ai  dimostra  che  questa  è  vera  per  le  gì 
che  di  qualsivoglia  auperficie  conica,  ma  non  sussiste  per  nltre  curvo.  È,  i 
termini,  proprietà  earalleri'Ucn  •ielle  [ivdr.Uehe  dei  coni  il  variure  del  rapporta  di 
l'oftiM  iB  ragione  irwena  dell'arco. 

258.  Data  a  studiare  la  curva  rappresentata  dalle  equazioni 
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iuci  dal  notare  che,  essendo  //  =  xtgd  ,  z  =  RO ,  la  curva  sta  (§  ìà56 ,  b)  so- 
I  elicoide  a  piano  direttore.  D*  altra  parte  la  sua  projezione  sul  piano  xy  è 

•ale  rappresentata^  in  coordinate  polari.  dalPequazione  r=  —  (e  +  ^    )'  © 

À 

z  =  Rtì.  Dunque  la  curva  appartiene  anche  alla  8ui>eriìcie  di  rotazione 


'=lp+''*) 


sta  il  catenoide,  importante  superfìcie,  generata  dalla  rotazione  della  cate- 

Z  X 

.r  =  — le    4'*       )  intorno  all'asse  r,  sua  direttrice.  Adunque  la  curva 

sta  si  trova  alU  intersezione  d'  un  catenoide  con  un  elicoide  a  ])iano  diret- 
[n tanto  si  ottiene,  diiferenziando  le  coordinata. 

(e»_c-®)cose— fc^+e-^senOI  ,  ~=  — TC^®— e  ^8end4-(c®+f-^coB6ì  ,  ^=H; 

i,  successivamente, 

*  6=0  si  vuole  che  sia  «=0.  I  coseni  direttori  della  tangente  sono  dunque 

1  1  1/2 

=  — 3"  (^•cos 6  —  sen  6)     ,     6  =  — zr  (^'senO  -|"  *^s  ^)    >     ^^  =  "s Zk  » 

1/2  (/2  e'  +  c-* 

6         -0 

per  brevità  si  è  posto  fc  =  -s ^  •  Siccome  —  asentì  -f"  ^costì  =  l/K 2|  si 

che  la  cM.rea  taglia  a  45^  i  paralleli  del  catenoide.  Se  poi  si  osserva  che 

dk 


dò  ' 


va,  differenziando  ancora, 

k  ^       db  ^*     ,      ^       ,        ^.     de  hV^ 

^_  (sentì +  l.costì)  ,  ~  = —  (costì  -  l-sentì) ,  -  =  --^__^  . 

gue,  quadrando  e  sommando,  e  =  A*(2tì;  quindi 

fc  5tì~  |/2      c^"^ 


1  1  1/2 

: —  — -zr  (sentì  4"  itcostì)  ,  [i=  — ::r  (costì  —  Arsentì)  ,  v= -z -'a  • 

J/2  K2  f**  +  e  ^ 

Tiente 

_    aoostì  2sen6  _       e°  —  e"^ 


Siccome  ^ja  =  t^O ,  è  chiaro  che  la  binormale  iuooutra  Taase  delle  e  :  pfta  è  dun- 
que normale  al  catenoide.  Per  calcolare  la  torsione  basta  prendere  un»  delle  (11), 
per  esempio  àfjds  ==  v/^  j  da  cui  ai  deduce 


,.=  «(.«+e-V  =  H+   • 


t 

2R 


È  poi  facile  dimostrare  che  r,  è  ugwde  al  segmento  di  binormale,  compreso  fra  lo 
curva  e  l* asse  delle  z.  Infatti,  per  le  note  (§190,  e)  proprietà  della  catenaria,  il 
detto  segmento  è  appunto  uguale  ad  r*/R.  Si  noti,  per  finire  (e/r.  §  267),  che  il 
rapporto  delle  curvature  varia  proporzionalmente  alVarco, 

259.  Curve  di  Bortrand :  a)  Cerchiamo  ne  può  darsi  che  le  normali  principali 
d'  una  curva  (M)  siano  normali  principali  di  un^  altra  curva^(Mj).  A  oiascan  punto 
(x  j  y  jz)  della  prima  curva  corrisponde,  sulT  altra,  un  punto  M, ,  le  cui  coordi- 
nate sono  x^  =  x  -{-Xp  j  t/i  =  y  -\"  [ip  fZ^  =  z  -{-vp,  se  p  è  la  distanza  MM, .  Ai 
coseni  direttori  della  tangente  ad  (M^) ,  in  H^ ,  si  deve  poter  dare  la  forma 

aj  =  acos4'  —  asen^'     ,     h^  =  hcos^  —  ^sen^     ,     Cj==cco84'  —  Y®®'^^' r 

chiamando  4^  V  angolo  di  cui  la  tangente  stessa,  osservata  da  M,  deve  rotare  (nel 
senso  inverso  degli  indici  d'un  orologio)  per  diventar  parallela  alla  tangente,  in 
M ,  ad  (M).  Intanto  si  ha 


quindi 


^-—[j  +  -)P  +  ^^,ecc.; 


dp       ^  ^         P        ds.         ^  p        ds.  ^ 

-^=0     ,     1  —  il  = —1  cosò     ,     -^  =  --i.send;  . 
ds  p         ds  r.         ds  *    ' 


(38) 


e  per  conseguenza  dev*  essere 


1        cotd;        1 

p  =  costante     , 1- =  —  . 

p  r.  p 


(34) 


Fin  qui  abbiamo  soltanto  espresso  che  le  normali  principali  di  (M)  sono  nomali 
ad  (M^)  ;  ma  perchè  siano  le  normali  principali  bisogna  ancora  ohe  si  abbia 


da^ A  db^ |& 

rfT"  p.     '      d8~ù,     ' 


Pi 


vale  a  dire,  osservando  che 


da.       /cos4;       senj/X 

—i  =  ( )  A  —  (asen^/  4-  acos4/)  -I  ,  ecc. , 

ds         \    p  ^    /  ds 


d^ 


bisogna  che  sia 


^4' ^  J_  d*, cos^j;       sen^p 

5r~"        '      p^'di'  p  T"  ' 


(35) 


—  STO  — 

1  <^  =  (Mubmte  ;   e  così  vediamo  uho  i  Irìrdrì  /nniltimeataii  delk  due  r.ur'it  n 

lanwnJe  conitetii  fra  loro.  Inoltre,  ia  virti'i  di  (34),  fra  le  eurvalure  di  (M)  » 

a  reloiione  lineare,  a  eoeffiekntt  otetoTiti.   Dunque  (M)  non  è  una  curva  q 

:  essa  é  una  curva  di  ilertriind,   nome  che  ai  dà  od  t^ni  linea,  le  cui  cur 

luo  vincolate  da  una  ralsEione 


-     +-  =  I   ,  (SS) 

P  t 

I   e  f  coatanti. 

b)  Si  noti  che,  inversamente,  data  una  simile  liuea,  tutte  le  coDdìsioni  tro- 
innanzì  sono  soddisfatte,  e  però  esiste  una,  Becondn  linea,  ohe  ammette  le  sten- 
■  normali  principali;  le  due  turve  determinano  segmenti  uguali  a  p  Bulle  comuni 
mali  principali,  e  le  tangenti  negli  estremi  di  ciascun  ae^menlo  fanno  fra  loro 
R  angolo  costante  i^=^ &Tctg( pjij).  Evidentemente  la  seconda  linea  è,  come  la 
a  curva  di  Bertrand,  clie  soddial'a  alla  etessa  (3(i),  a  parte  il  cambiamento 
—  ji.  Ciò  permette  di  calcolare  tiicilmeiite  le  curvature  di  (M,),  giacché 
a  tersa  £ormo1a  (3H)  si  ha  dxjdt  =  ^p*  ■\-  q*ji ,  e  però  è  chiaro  che  dev'  es- 
B  anche  dtjdt^  z=  J/p'  -|-  j'/c, .  Na  segue  tt,  =  ;>*  -|-  7',  vale  a  dire  che  le  dir- 
1  dae  punti  cki:  li  corritjiondono  tolte  <Iti«  linee,  formano  un  prodoUn  coMltuUe. 
1,  applicajido  la  (36t  «Ha  curva  (Mj), 


;■  , 


-1  = 


qt. 


(g*  —  pp)p 


Pi         (i''  +  8')P   ' 

'line  si  può  anche  dedurre  dalla  seconda  tbrmola  (35).  Finalmente  o 
t  risposta  data  alla  luestione  proposta  riesce  illusoria  quando  p^O,  osala  par  le 
nrve  H  torsione  costante  (non  nulla)  ed  a  Hosaione  variabile,  perchè  allora  (M,j 
I •Incide  con  (M).  Questa  conclusione  non  vale  per  le  curve  a  torsione  nulla  (curva 
ti>ne).  per  le  quali  si  ha  infatti  ({j=:0,  dimodoché  le  formole  (SS)  e  (SG)  forni- 
■ono  soltanto  i  noti  risultati 


=  1  — 


relativi  ai  sistemi  dì  curve  pnrallele  (§  226,  6).  E  nenuueno  vale  •(iiando  è  costante 
anche  la  flessione,  perchè  allora  la  condleione  (Dti)  è  soddisfatta  per  infinite  coppie 
di  valori  di  j)  e  di  q,  vale  a  dire  che  un'eliuu  drcolart  «'  (imo  in  infiniti  modi  eonti- 
derare  come  una  earva  di  Uerlrand.  Cosi  le  eliche  circolari  ci  mi  presentono  come  co- 
ratieriizate,  fra  le  carte  ttortr ,  daila  jirvprirlà  di  nvere ,  come  le  curve  piane ,  le  nor- 
mali  jrrincipali  in  comune  con  infinite  olire  Unte.  Queste  sono ,  naturalmente ,  eliche 
circolari  ;  ed  una,  in  particolare,  deve  ridursi  ad  ima  retta  :  essa  corrÌ9]Kinde  ai  va- 
lori di  ;(  e  q  soddisfacenti  alla  (36)  ed  alla  (37)  per  p,  ^  ce  ,  ossia 


dai  cilindri,  atti  i^uaU  aon  t»coi&ta  le  alMie. 


APPLICAZIONI  ALLE  SUPERFICIE. 


260,  Piano  tangente.  Alle  iulìuitti  linee  che  si  possono  tracciare,  I 
per  uu  punto  M,  sopra  una  superficie,  coaduciamo ,  iu  M,  letangooli: 
queste  si  dicono  anche  tmtgentl  alla  superficie.  Ciascuna  di  esse  è  definì-  I 
ta,  iu  direzione,  da  coseui  pi-oporziouali  ai  dllfereaziali  (§2^11)  delle  co(U<- 1 
dinate  x ,y  ,s  del  punto  M ,  supposto  mobile  luogo  uua linea  della sll])e^  | 
fiele.  Ora,  se  Iu  superficie  è  rappresentata  dall'equazione  f(X..Y,Z)= 
ì  detti  differenziali  sono  vincolati  dalla  relazione 


il/ 


3/ 


'>-+t-^^  +  ^.'"- 


Ma  quale  esprime  che  la  tangente  considerata,  qualunque  essa  sia,' 
Ipeudicolare  alla  retta  defluita  in  direzione  dai  coseni 


'Vif' 


i-'v 


'  VTf  »'  ' 


li)uuque  tutte  le  tanyenlì.  In  M  stanno  in  ttnplaiio.  È  questo  il  piano  (" 
■t^wite  alla  superficie  nel  punto  M;  e  la  perpendi  olare  ad  esso,  conilo* 
pper  M,  è  la  nottìiale  alla  superficie.  Il  piano  tangente  è  duui|iie  raiilif**! 
TAentato  dall'equazione 


--h(Y- 


,^/ 


+  (2-«J 


dy 


■  Se  poi  si  vuol  fai-e  usu  delle  derivate  parziali  ^  e  y  di  s,  rispellua 
y,  i  coseni  dii-ettori  della  nonnale  sono 


i:^fc-  = 


'j^t--  = 


1 


Vi  4- 1'' + '/'      '  '     Kr+  p'+ 9»  ■  "  '     j^i + p 

e  r  equazione  del  piano  Uiugente  pi-ende  la  Ibrnia  più  semplice 

Se  ci  l'iteriamo  a  ctw  dolt'>  prrcedeutv nU-  (s,  u;<\)  vi'dianio  che"| 

male  alla  superficie  /  =  0,  in  un  punto  M,  è  precisamente  la  i 


—  281- 

coado  la  quale  più  rapidamente  tende  a  variare  la  funzione  /*,  mentre  se- 
condo le  tangenti  la  funzione  tende  a  conservare  il  valore  0  :  essa  ha ,  in- 
fatti, nei  punti  M'  del  piano  tangente,  infinitamente  vicini  ad  M,  valori 
infinitesimi  del  secondo  ordine  rispetto  ad  MM'. 

261.  É  anche  utile  saper  calcolare  i ,  €%> ,  3fe  nel  caso  che  la  super- 
ficie sia  data  mediante  le  equazioni 

con  ti  e  e  che  variano  indipendentemente  Tuna  dall'altra.  Perchè  queste 
tre  equazioni  rappresentino  una  superficie,  occorre  e  basta  che  due  delle 
tre  funzioni  x,y,z  siano  indipendenti,  e  per  conseguenza  (§  179)  che 
nella  matrice 

I  dx    òy    òz 

I  du    òu    "òu 

I  ò»    di/     ds 
\òv     ih     do  i 

non  siano  tutti  nulli  i  minori  del  secondo  oi*dine.  Ciò  premesso,  quando  v 
si  mantiene»  costante,  le  equazioni  precedenti  definiscono  una  linea  della 

Òx    iy   D2 

superficie,  e  jtit-i^  sono  proporzionali  ai  coseni  direttori  della  tan- 

ì^x    òy    òz 

gente  alla  detta  linea,  nel  punto  che  si  considera,  mentre  e-,  ^^,  r-  sono 

Ov    ov   òv 

invece  pi*oporziouali  ai  coseni  direttori  della  tangente  alla  linea  che  si 
ottiene  mantenendo  costante  u ,  e  lasciando  variare  la  sola  v.  Dalle  con- 
dizioni di  perpendicolarità 

si  deduce  che  i ,  *£>]<£> ,  "DX^  sono  proporzionali  ai  suddetti  minori;  e  poiché 
hi  somma  dei  quadrati  di  questi  minori  è  uguale  al  quadrato  della  ma- 
trice, ed  ha,  per  conseguenza,  il  valore  ab  —  c\  dove 

•=20  .  -20  .  -=2^^ 

è  chiaro  che  si  ha 


262.  Esarcisii.  Cerchiamo  l'equazione  di  quel  cono  ciroowritto  alla  daperficie 

36 


/(X  ,  V  ,  Zi  =  1),  che  iia  il  vurtici*  in  un  punto  1',  di  i-oorttUiaU!  4,  *| ,  $,  ood» 
del  cono  formato  da  tutta  le  tangenti  condotte  per  P  alla  suporfioie.  Si  upctne 
•  f,v*>  ^^^  ''  P"i'^  ^>  ^'*  coordinate  x  ,  y  ,t ,  appartiene  alla  supav 

ficie,  e  che  il  piano  tangente  in  M  passa  per  P,   serÌTeade 


*,y,<)=o  ,  A 


•'fc^ 


-)|+«- 


'H 


M 


Queste  nguaglianse .  se  vi  si  considerano  x ,  y ,  *  coma  1«  oooe> 
diuate  correnti,  sono  le  equazioni  della  linea  di  etmlalio  del  cono 
con  la  superficie;  e  cosi,  nelle  applicazioni,  si  può  detarmisare  il  contorno  apfia- 
rente  d'una  BUperfìcie,  per  uno  che  la  osservi  da  P,  cioè  la  linea  che  separala 
parte  della  superficie,  visibile  da  P ,  dalla  parte  invisibile  ;  o,  anche,  la  Unta  dì  «- 
jtaratioTte  fra  ombra  e  iuce  ij^unndo  la  superficie  si  trova  iimnersa  ìq  un  fascio  di 
raggi  provenienti  dall'  unico  punto  luminoso  P,  Se  poi  ai  vuol  determinare  Vim- 
hra  portala  aopru  un'altra  superficie,  all'equazione  di  questa  bisogna  aggregare  l'e- 
quazione del  cono  circoscritto  per  trovare  il  contorno  dell'ombra;  e  per  aver«)' 
<|ua2Ìone  del  cono  basta  eliminare  r. ,  y  ,  z  fra  1e  ^4^  e  le  equazioni  della  gener 
trice  PM; 

X  — $_  Y-  ■r|_  Z  — ; 

In  particolare,  immaginando   P 
tra  le  equazioni 


fornirà  l'equazione  del  cilindro  circo»critto  alla  superficie  parallelamente  ad  un* 
data  direzione  (A,B,  C),  Tornando  al  caso  generale,  notiamo  che  l'eliiiiiiuiBiofif 
ai  può  eseguire  in  forma  molto  semplice  se  si  considera  la  funzione 

P(0=/(4-f((s-4),  -n-l-iCY-Yi)  ,  K  +  ti^-t)  , 

t\  si  osserva  che  la  seconda  uguaglianza  (1)  diventa  P'(()  ^=:  0 ,  d'onde  si  vede  eh» 
rei/iuiiione  del  nmn  rììvoforilto  rituUa  didVtliminaziont  di  t  fra  F(t);^0  ed   F'(t)=0. 

■,'(KS.  Singolarità.  1d  ciò  che  precede  è  implicita  la  supposizione  che 
le  derivate  prime  di  /■  non  aiauo  tutto  mille  uol  punto  M,  altrimenti  U 
relazione  (1)  sarebbe  illusoria.  Quando  invece  si  lia 


^/_ 


:0    , 


(6) 


il  pnuto  M  è  im  im-nto  sinijolaì-c,  in  tjuauto  che  le  tmigenti.  in  M.  allìJ 
superficie,  invece  di  stare  in  un  piano,  l'ormano  un  cono:  ciò  si  può  si 
hito  riconoscere  scrivendo  l'equazione  della  superficie,  per  i  punti  (X,\^ 
ìiiliuitamente  vicini  ad  M,  sotto  la  forma  (§  138) 


...]+. ..=«J 


I  valori  lìi  T-,T-.^r-,  calcolati  in  M,  non  simo  tutti  milli,  si  vede,  tc.is- 
àx   oy  OS 
fii  iDGDitesinii  superiori,  die  iiitoi'uo  ad  M  la  superficie  si  coni- 
li come  il  piano  (2),  e  si  ritrova  cosi  più  riipidamerite  reijuazioiie  del 
)  taugeute.  Se,  invece,  le  coordinate  di  M  soddisrano  alle  (5) .  i  punti 
BDitaniunte  vicini  ad  M,  sulla  superficie,  si  possono  considerare,  a  pre- 
ndere dii  infinitesimi  d'un  online  superiore  al  secondo,  come  situati  sul 
I  cono  qwidrico 


..^ 


..•'■■^ 


i^-'f^.+'.^-y>'^A-+^^^-^)i'^-y). 


..=0  : 


e  cosi  via.  La  ricerca  di  questi  punti  singolari  d'una  superficie  (detti  an- 
ilitì  tntnti  conici,  o  doppii,  tripli,  ecc.)  sì  fa  dunque  con  un  procedimento 
del  tutto  slmile  a  quello  che  si  è  tenuto  per  le  curre  piane  (§  208),  e  l'in- 
dole della  singolarità  si  riconosce  mediante  sezioni  piane  nella  superllcie, 
irilìnitamente  vicine  al  punto  che  si  considera.  Si  noti  che  nelle  superficie 
i  punti  singolari  possono  anche,  succedendosi  con  continuità,  formare  ti- 
we  singotari:  cosi ,  precettando  una  curva  piana  da  un  punto,  pi'eso  fuori 
del  suo  piano,  si  ottiene  un  cono,  che  ammette  come  linee  multiple  tutte 
quelle  generatrici  che  passano  nei  punti  multipli  della  curva  considerata; 
ed  anche  sono  linee  multiple  d'una  superficie  di  rotazione  tutti  i  paralleli 
gimerati  dai  puuti  multipli  del  meridiano;  eci:  Altre  singolarità,  analo- 
ghe alle  inflessioni  delle  curve  piane,  ci  si  presenteranno  fra  breve. 

21Ì1.  Rette  osoolatrloi.  Tornando  ai  punti  ordinarli  proponiamoci 
di  studiare  il  modo  di  comportarsi  delia  superficie  intorno  ad  uno  di  essi, 
M.  Pi'eaa  l'equazione  del  piano  tangente  sotto  la  forma  (3),  si  calcoli  la 
distanza  A  dì  questo  piano  da  un  punto  qualunque  M',  infinitamente  vi- 
cino ad  M  sulla  superficie: 


l^'+p'-f-'/' 


dove  p,'/ .r,s.t  hanno  il  solito  significato  {§  104),  e  s'intendono  calco- 
lati in  M.  Dunque,  trascurando  gli  infinitesimi  d'un  ordine  superiore  al 
secondo, 

rrfas'  4-  gsiicdy  -I-  tdll* 


Ogni  coppia  di  valori  di  tif  e  dy.  insieme  al  corrispondente  <ì,z:=pda--\-qtly. 
dulUiisce  la  direzione  d'una  retta,  tangente  ad  infinite  linee  che  passauo 


—  ?X(  - 
Iter  M,  sulla  superfìcie;  e  sì  può  sempre  imiiia^iuai'd  die  M'  app&rteogA 
ad  uua  qualunque  di  queste  linee.  Basta  poi  far  girara  la  taDgeate  intorno 
ad  M,  nel  piauo  tangente,  perctiè  M'  possa  occupare  qualunque  posizione 
io  UQ  pezzo  <;  di  superficie,  conveuieulemeute  piccolo,  circostaote  ad  H. 
Quando  la  tangente  compie  un  j^iro,  due  volte  accade  clie  h  diveata  d'ufi 
ordine  superiore  al  secondo,  cioè  nelle  due  posizioni  per  le  quali  ai  wi- 
nuUa  il  numÉtratore  dell'espressione  (0).  Così,  fra  le  tnfiDÌte  tangeoti,  si  è 
condotti  a  distinguerne  due,  che  si  chiamano  rette  osculatricf,  perchè,  fra 
tutte  In  rette  che  passano  per  M,  son  quelle  che  più  si  accostano  allasn- 
[ifirHcie,  intorno  ad  M.  Tali  rette  possono  essere  ìmma^Darie,  o  reali  e 
ilistintc,  secondo  che  ri  —  s'  è  positivo  ii  negativo.  Nel  primo  caso  il  punto 
M  si  dice  elUtHi'o ,  ed  iperbolico  nel  secondo.  Per  ri  —  s'  =:0  ai  presenta 
una  singolarità:  le  due  rette  osculatrici  si  confondono  In  una,  ed  il  punto 
ti  dice  paraholif-o.  Quando  M  é  un  punto  ellittico,  h  cons©r\'a  un  sega» 
invariato,  p  per-o  5  sia  tulio  da  una  parli:  del  piano  tangente,  dimodoché 
si  può  dire  che,  nella  linea  d'intersezione  della  superficie  col  suo  piano 
taugeiUe,  Al  è  un  punto  isolato.  Invece,  se  M  è  un  punto  iperbolico,  le 
rette  osculatrici,  reali,  determinano  sul  piano  tangente  due  regioni,  per 
una  delle  qnali  h  è  positivo,  mentre  per  l' altra  è  negativo,  e  però  5  è  at- 
traversato dal  piano  tangente.  Inoltre,  se  M'  sta  in  questo  piano,  o,  più 
generalmente,  se  appartiene  ad  una  curva  osculata,  in  M,  dal  piano  stes- 
so, la  distanza  h  é  nulla  o  inlìnitesìma  almeno  del  terzo  ordine,  e  perfi 
deve  annullarsi  il  numeratore  dell'espressione  (0).  Dunque  le  rette  oacu- 
latrici  sono  tangenti  a  tutte  le  curve  della  superficie,  che  nel  punto  M 
ammettono  come  piano  osculatoi-e  il  piano  tangente  ;  ed  in  particolare  la 
intersezione  della  superficie  col  piano  tangente  ha  due  rami  che  passano 
per  M  tangenzialmente  alle  rette  osculatrici,  vale  a  dire  che,  in  tale  in- 
tersezione, M  è  un  punto  doppio.  Inversamente,  tutte  le  volte  che  un* 
curva  della  superflcie  tocca  una  retta  osculatrice,  h  diventa  d'un  ordine 
superiore  al  secondo,  e  però  la  curva  è  osculata  dal  piano  tangente,') 
pure  (§  247)  la  sua  flessione  è  nulla  nel  punto  che  si  considera.  Final- 
mente osserviamo  che,  se  la  funzione  rt  —  s'  è  continua,  i  punti  ellìttici 
ed  i  punti  iperbolici  sono  raccolti  in  analoghe  regioni  delta  superfìda, 
confinanti  fra  loro  per  mezzo  di  linee,  costituite  dai  punti  parabolici:  qn»* 
sti  si  trovano  (c/>-.  §205)  all'intersezione  della  superficie  data  con  la  SM: 
perflcie  rt  —  s'  =  0. 

2te.  Indicatrice  di  Dupin.  Per  vedere  più  da  vicino  ciò  che  ai 
cade  intorno  alle  due  specie  dì  punti,  poniamo  l'origine  in  M ,  e  dirigiaa 
l'asse  delle  z  normalmente  alla  superficie:  ciò  non  altera  il  segno  di  ri-* 
[wichè  si  è  visto  che  questo  segno  caratterizza  fatti  geometrici,  indipa 
denti  dalla  scelta  d^li  assi.  In  questo  caso  èp=0.g=o.  ad  intorno  aiti 


^^^purlìcie  si  comiwrta  come  il  puraboloìile  ;  =  '/,(»'a:'  +  2s.P]/  +  fy').  el- 
^^Hco  0  iperbolico  secondo  che  ri  —  s'|>0,  o  W  —  s'  <0.  l.e  rette  oacu- 
^^■ci  sono  appunto  quelle  <lue  generatrici  Mtìlinee  dol  pai-nboloide,  im- 
^^^nuarie  o  reali,  che  stanno  nel  piano  5^=0.  Se  poi  è  rt-~s*=^0,  M  è 
^^Bpuuto  parabolico,  intorno  al  quale  la  superficie  si  comporta  come  un 
^^Bdro  parabolico.  Ora  tagliamo  la  superficie  con  due  piani  3=  ±  /,  pa- 
^Hleli  ed  infinitamente  vicini  al  piano  tangente.  L'equaiiione  della  se- 
Hnne  è 

ri'  4-  2»ii/  +  f.v'  =  ±2l  . 

e  rappresenta  una  coppia  di  ellissi,  una  i-eale  e  l'altra  immaginaria,  o 
pure  una  coppia  dì  iperboli  complementari,  secondo  che  il  punto  M  è  el- 
littico o  iperbolico.  Projettata  la  sezione  sul  piano  tangente,  immogioin- 
ijKi  che  si  dilati  intorno  al  centro  fìnchè  la  sua  equazione  diventi 

rx'  -\-  -iJixy  -f-  'y'  =  it  1    ■ 

l,;i  jxirte  yeale  dì  questa  coppia  di  coniclie  si  chiama  hidicatt'ice  di  Dtt- 
jun  :  essa  è  incontrata  da  (^ni  diametro  in  due  punti  reali .  ed  ammette 
i_'ime  assiutoti,  immaginarli  o  reali,  le  rette  osculatrici. 

'Mt\,  Linee  notevoli.  Fra  tutte  le  linee  che  si  possono  tracciare  so- 
pra una  superficie  sono  particolarmente  notevoli  le  linee  assinlotìc/ie. 
cioè  quelle  che  in  ogni  loro  punto  toccano  una  retta  osculatrice.  Uu'as- 
sintotica  si  può  immat^iuare  generata  da  un  punto  M,  il  quale  prenda  a 
spostarsi  lungo  una  simile  retta,  tino  ad  M'.  per  muoverai  poi  lungo  la 
■■etta  analoga,  che  passa  per  M',  fino  ad  M";  ecc.  Se  Invece  di  spostai-si 
successivamente  lungo  la  rette  osculatrici,  cioè  taugenziul mente  agli  as- 
si,Uotl  dell'indicatrice  di  Dupin,  il  puuto  si  muove  sempre  tangeuzìal- 
ijL^nte  agli  assi  dell'indicatrice  stessa,  la  linea  cosi  generata  si  chiama 
■''iiea  di  curvatura.  Ogni  superflcieè  dunque  coperta  da  un  doppio  si- 
stema di  linee  di  curvatura,  sempre  reali,  e  tali  che  per  ogni  punto  della 
itupftrfìcifì  passano,  tagliandosi  ad  angolo  retto,  una  linea  d'un  sistema  ed 
una  dell'altro  sistema.  Passano  anche,  per  ogni  punto  iperbolico,  due  as- 
-ìtitotiche  egualmente  inclinate  su  ciascuna  linea  di  curvatura,  e  gene- 
lalmente  oblique  fra  lom.  Per  un'osservazione  fatta  nel  §26(,  i  piani 
osculatori  d'una  lìnea  assiototica  sono  i  piani  che  toccano  la  superfìcie 
lungo  la  linea  stessa,  salvo  che  non  sia  costautemeute  l/p  =  0,  nel  qual 
caso  (§Ì10)  la  linea  è  retta,  e  si  può  sempre  considerare  (§241)  come 
I  osculata  dai  piani  tangenti.  Dunque  le  assìntotiche  hanno,  m  ciascuno  (lei 
loro  iiìtnti,  la  normale  principale  situata  nel  piano  tangente  alla  super- 
fìcie. Invece  passano  per  (^ni  punto  d' una  superficie  infinite  linee,  dette 
linee  geodetiche,  le  quali  hanno  come  normale  principale  la  normale 
lilla  mtperflcie.  In  seguito  «ì  vedrà  che  il  più  breve  cammino  fra  due  punti 


—  •jmo  — 

(aoa  troppo  lontani)  d' uaa  suimji-Iìcì<^  é  si'^aato  appunto  dall'  ai-co  di  geo- 
detica che  li  cougiuDge.  Evidea teiiieu te  ima  i-dtta  è  geudetìca  ed  asinto- 
tica su  qualunque  superlicie,  giacché  ogaima  dellu  sm  uorniaÙ  si  puii 
sempre  considerare  come  noriiiale  principale. 

267.  Quando  una  retta  si  muove  nello  spazio,  occupando  successiva- 
mente  una  semplice  infiniti  di  posizioni,  essa  genera  una  superficie  ti- 
,    _     K  ffata.  Fissata  la  retta  in  una  posizione  g,  se  ne  coii- 

I  Sideri  un'altra  g',  che  si  farà  poi  tendere  a  9.  Ln 
unune  perpendicolare  a  g  e  g'  incontra  g  in  un 
[lunto,  mobile  insieme  a  g',  il  qnale  può  tendere  ad  una  posizione  limite  Q 
quando  g'  tende  a  g.  Il  punto  Q  si  chiama  ptmto  centrale  della  genera- 
trice. Se,  risi)etto  all'arco  infinitesimo  QQ'  del  luogo  del  punti  centrali, la 
distanza  A  delle  corrispondenti  generatrici  è  del  primo  ordine,  come  av- 
viene in  generale,  la  superlìcie  si  dice  gotilta,  a  la  curva  (Q)  è  la  sua  tinti 
ili  sb'tngÌmeì\to.  Nel  caso  contrario  la  superficie  si  chiama  svilìfppat>il«,  e 
(Q)  è  il  suo  spij/olo  di  reffreitso. 

2tì8,  Siano  a,b,c  i  coseni  direttori  di  g.  ed  a\  y,z  le  coordinate  di 
un  punto  qualunque  di  questa  retta.  Si  sa  dalla  C'eometria  analitica  cba 
l'angolo  qp  di  g  con  g'  è  dato  dalla  formola  sen*?  =  Ì(ii5(;  —  cSft)',  in  cui 
col  seguo  8  si  distinguono  le  variazioni  subite  dalle  varie  quantitJi  nel 
passaggio  da  g  a  g'.  Siccome  k  è  la  projezione,  sulla  comune  perpendi- 
colare a  g  e  g',  del  segmento  rettilineo  che  va  dal  punto (x ,y  ,z)b.\  ponto 
{x-\-9x ,!i  +  9y,z-\-Sz),  e  poiché  i  coseni  direttori  della  comune  per- 
pendicolare sono  proporzionali  a  B8c —  fSft .  (*(/  —  nSr ,  aSb  —  bSn,  è  chiaro 
clift  si  ha 

.b9c  —  rU^  1  „       „     , 


o,  in  forma  più  concisa,  /i sea  f  =  \a.Sn  .S.r].  Ne  segue,  omettendo  aelJ 
due  membri  gli  infinitesimi  d'un  ordine  superiore  a)  terzo, 


hif  =  \a,da,  <tr.]  -f  '/Jn  ,  da  ,  d'x]  +  '/.[a  , 


.,dc]+. 


Perché  /{  sia  d'un  ordine  superiore  al  primo  occorre  e  basta  che  a 
[a, ila, dee]  =0.  Questa  è  dunque  la  condizione  necessaria  9(9 
dente  perchè  la  superficie  considerata  sia  sviluppabile 
importa  notare  che  tale  condizione  sussiste  intatta  quando  a,i 


-2»7  — 


I 

^Kiì  osservi  che,  quando  è  soddisr»tt!i  la  detta  RoaàìrMOe,  sparisc'mo 
^Bospressioue  di  A<p  anche  i  termini  dei  terzo  oiMine,  pei'chè 

m  [u,.t(,  J'j;J  -\-[a,d'a,dxl=:d[<i,da,dx}   . 

)uo(iue  in  nna  superficie  stilupimbile  la  dixtansa  di  due  generatrici  infl- 

E  ente  vicine  é  inflnileslma  almeno  del  terzo  online  rispetto  al  coiri- 
mta  arco  dello  spialo  di  rt^ress». 
_J0,  Ciò  premesso,  la  teoria  delle  ciii've  storte  ci  l'oniisce  subito  un 
Gsempio  di  superficie  sviluppabile.  È  infatti  evidente  che  il  luogo  delle 
ta.QgeQti  ad  una  ciu-va  storia  è  uua  superficie  sviluppabile,  che  anunette 
come  spigolo  di  regresso  la  cui'\-a  considerata,  perchè,  se  {x,y,z)  è  un 
punto  della  curva,  gli  eleinwiti  della  terza  verticale,  nel  deterininaute 
[a,rfa,ttr],  sono  proporzionali  (§?yl}  a  iiuelli  della  prima.  Inversamente. 
ìB  (ff  ,(to  .(irJ^O,  ai  punti  {io,y,z)  se  no  possouo  sostituii-e,  se  occorre, 
altri  {x-\-at,y-\-bi,z-\'Ct),  tali  che  le  tangenti  al  luogo  di  questi  punti 
sianole  generatrici  della  superficie,  per  la  qual  cosa  basta  che  i  differen- 
riali delle  coordinate  siano  proporzionali  ad  a, b.c.  e  per  conseguenza 
che  li  possa  detei-miuare  (  in  modo  che 

^1  dx -\- tda ^dy  ■\- Idb        .ìz  +  tdc 

1  ~  ^  =  —  • 

^Ira.  la  coudizione  perchè  ijneste  equazioni  siano  fra  loi-o  compatibili  e 
spponto  [a,dfl,(ii-]  =  0.  ìhmnue  oimi  superficie  sviluppabile  si  jniò  coti - 
siàerare  cotne  il  luogo  delle  lanffenli  ad  unii  ttiìta  storta.  Di  questa  pro- 
l>netà  possiamo  anche  renderci  conto  osservando  che,  se  per  g  si  conduco 
Il  piano  parallelo  a  g',  la  distanza  di  Q'  al  detto  piano  è  /*  ;  e  poiché  tale 
fetaiiza  è  iufloitesima  del  terzo  ordine,  in  genei-ale  accade  che  il  piano 
i^ihì  mstruito  (§2-13)  è  appunto  quello  che  oscula  lo  spigolo  di  regresso 
"el  punto  Q.  Per  dimostrare  [joi  che  g  è  la  tangente  allo  spigolo  stesso, 
'asta  far  vedere  che  la  distanza  a  g  della  prejezioue  di  Q'  sul  piano  oscu- 
lat^ire  è  d'un  ordine  superiore  al  primo;  e  siccome  questa  distanza  è 
tiiruale  al  prodotto  di  QQ'  per  un  angolo  infinitesimo,  il  teorema  è  dimo- 
stralo. 

270.  Ora  supponiamo  che  x,y  ,z  siano  le  coordinate  del  punto  cen- 
Ipnle  Q,  e  cerchiamo  di  determinare  il  piano  tangente  in  un  punto  qua- 
lunque M  d'  una  superficie  rigata.  La  generatrice  g  sarà  determinata 
)ial]e  coordinate  x ,y  ,z ,  e  dai  pi-oprii  coseni  direttori ,  e  queste  quantità 
rlipwidono  tutte  da  una  sola  variabile  « ,  che  può  essere  Varco  dello  spi- 
mi» di  regresso  o  della  linea  di  stringimento,  computato  a  partire  da  una 


I 
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origine  A,  arbitrariameoto  fìssatu  sulla  curva.  Uà  puuto  M  Mii 
toniiiiiato,  sulla  orrispoudeute  geueratrice,  dalla  sua  dialaiua  e  t 
Ui  ceotrale.  Cosi  le  cuordinate  di  M  dìpendouo  dai  [laramotri  tt  C 
seguente  modo:  \=^x -{- ac  ,Y ^ij-ì-Op .Z^z-\- ce.  luoltrv 


dX 


.+. 


ax 


ò\ 


az 


LSe  la  supertloìe  è  sviluptiabili;,  si  ha  — ^=«.  —  =  —  ,  ecc..  e 
I  (in  da        p 

|.formoIe  divi>utani> 

ax         le       flY     ,  ,  p.1-       az         V.. 
ar^'*  +  V  '    ar='  +  >-   ■   à7^=+ p  = 

quindi  (§  261)  i  coseui  dii-ettori  i .  sM&> ,  OT?  della  normale  alla  superUcif,  ^ 
nel  punto  M,  »jno  proporziuualì  ai  detei-itiinauti  della  matrice 


cioè  ai  coseni  direttori  a  ,p -y  della  binormale.  Come  si  vede  i. €'!&•.?'&] 
sono  indipendenti  da  v.  Dunque  il  piano  tanyente  In  unpunto  d'una  $' 
I-  pej'ftcle  svilùiipabìle  tocca  la  superfìcie  lunyo  tutta  la  generatrice. 

271.  Nel  caso  d' una  rigata  gobba  i ,  s)It' ,  S't'  sono  proporzionali  alle  I 
r  quantità 


6(Js  +  udc)  —  c{dij-Y  Mdb)  =  (òrfi  —  cdy)  +  «(iifc  - 

Intanto  si  ha,  continuando  a  chiamare  a .  ^  .  v  i  coseni 
inune  perpemlìcolan;  a  g  e  g', 


od  aaalugameute,  se  }l,ii,v  sono  i  coseni  direttori  della  perpendioulait  J 
comune  alla  retta  g  ed  a  fjQ', 


bdx  —  edy       odx  —  adi       ad'j  ^  bdx        h 
^'Danque,  posti)  h=\i<f.  i  coseni  A.'f^lt'.irii'  sono  pmporzionali  alle  quan- 
tità '^  +  -jr'*I*'f^P'V  +  "5^T-  "  per»  =  fl  coincidono  con  i.,}i.v.  Le  1 
normali  corrispondenti  ai  valori  (J  e  r  del  parametro  r  Tanno  dunque  fr»  ] 
loro  uà  angolo  «j*.  definito  da  ciascuna  delle  uguìiglianze 


h  ^.^iéjx  -f  i^Vv 


im|.  =  Àa  -p  i^li'à  - 


^Vv  . 


poi,  I 

cioè 


prii'tti  (Itìllii  pritiiii  si  h;i 

iltipliciimìo  ppr  «.fi,Y.  ''  sommathio.  si  ottii-ue  seri'J'^; 


Bieatit  t'ui'iiiula,  ittj^  iilfL  it  Clia^lus,  mostra  che,  (iitaudu  il  putito  ili  con- 
tatto, partendo  dalla  linea  di  striQffimento ,  percorre  una  generatrioa,  il 
piano  tangente  alla  superlìcie  n>ta  d'un  aii}joto,  la  cui  tangente  trigono- 
metrica è  proporzionale  al  cammino  pei-corso  Jal  puuio.  Si  uotì  ciiò.  per 
conoscerb  gli  ìuUDÌti  piuui  tangenti  ad  una  l'ìgata  gobba,  lungo  una  data 
generatrice,  basta  couosci^i-e  il  valore  di  R,  che  per  ijuesta  ragione  sì 
chiama  il  parantelro  dinliibuloi'e  dei  piani  tangenti.  Per  intej-petrai-e 
geometricamente  il  teorema  di  Chasles  assumiamo  come  assi  ilelle  a'  e 
delle  y  la  generatrice  g  e  la  comune  periJendicolai-e  a  g  e  g'.  Le  o<iua- 
zioni  della  normale  alla  superficie,  nel  punto  M,  sono  a;  =  w,  y^^stg^, 
e  però  la  formola  di  Chasles  diventa  xz^=Yiy.  Dunque  te  tiwinalt  ad  una 
rigala  godba ,  lungo  una  genfnihHi-e ,  fornumo  un  paraboloide  iperbulie}. 

1272.  Torniamo  alle  sviluppabili  per  osservare  che .  se  la  curva  (M)  ìn- 
ra  ad  angolo  retto  le  generatrici,  ossia,  come  si  suol  dire,  se  (M)  è 
una  trajeltorta  oi'logonale  delle  generatrici,  è  soddisratta  la  condizione 
ili  ortogonalità  SadX  =0,  Intanto,  poiché  in  virtfi  delle  (7)  si  ha 

(/X  =  U  +  -|rfu-|-«rfi>  ,  «e. 

è  I((dX^ri(M  +  e),  e  perà  la  predetta  coudizione  equivale  a  dire  che 
"  -f  15  è  costante,  cioè  ai'coAQ  -f-  QM  ^  costante.  Ne  segue  che  due  tra- 
j''ttorie  ortogonali  qualunque  intei-cettano,  sulle  infinite  generatrici,  seg- 
nit?ati  uguali  all'arco  che  staccano  dallo  spigolo  di  regresso,  e  che  se  uu 
fll'i  inestendibìle ,  (issato  in  un  punt(t  A,  e  teso  sul  detto  spigolo,  si  svolge 
"•Astandosi  da  questo  gradualmente,  e  mantenendosi  sempre  teso  nello 
l'uio,  ciascuno  dei  suoi  punti  descrive  una  trajettoria  ortogonale  (M), 
'.  (ii-r  tale  ru^one  che  alle  (M)  sì  da  anche  il  nome  di  stUluppantt  dello 
•j'igolo  di  regresso;  questo  è ,  del  resto,  una  curva  qualunque. 

V       273.  Inversamente  questa  Clii-va  si  chiama  svilupjmta  di  ciascuna  (M) 

'  perchè  (c^itne  nelle  curva  piane)  le  site  tangenti  sono  normali  ad  f^ni 

urva  (M).  Uifcriamoci  al  trieUi-o  fondamentale  d'una  di  queste  curve,  « 
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cei*chianio  a  quale  condìzioae  deve  soddisfare  una  normale  per  poter  g»> 
iiei*ai*e  una  superficie  sviluppabile.  Se  la  normale  che  si  vuol  coosidann 
la  l'angolo  9  con  la  normale  principale,  la  sua  direzione  è  definita  dai 
coseni 

f  =  arieuf -\~  kcos^         /«  =  psen^  4  pt^o-**?     ?     »  =;y!»eii9 -p  v^^^?  • 
Iuvec«? 

/'=acos9  —  X9«n9         ifi'=pcos9  —  |isen9     ,   '•»'=y'co89 — vseii9 

sono  i  coseni  direttori  d'una  seconda  normale  che,  insieme  alla  prima  ed 
alla  tangente,  costituisce  una  terna  ortogonale,  dimodoché 

al'  f  zzr^  1     . 

b     m      m 
e      11       n 

1  ■ 

Ciò  pi*emesso,  si  è  visto  (§208)  che  la  coudizione  [l,(U,d]  =  0  è  necessa- 
ria e  sufficiente  perchè  la  prima  normale  generi  una  sviluppabile.  Or  poi- 
ché per  le  formole  di  Frenet  (§  2iì7)  si  ha 

di  =  l'((/9  —  ti)  —  aeco89  ,  ecc. 

il  determinante  che  precede  diventa  [/ ,  l\  a]{d^  —  tj)  =  tj  —  d^,  e  però  la 
condizione  cercata  é 

/  =  -  .  (H  ) 

Off  Xf 

Il  significato  geometrico  di  questa  condizione  si  scopre  calcolando  la  1*0- 
tazione  co,  verso  la  normale  priiicii)ale,  della  normale  considerata.  É  noto 
(J^2ri8)  che 

cu8en9  =  J  X'i/  =  {d<f  —  tj)  ^  ^''  =  (''Q  —  ^9)86119  ; 

quindi  <i)  =  ti  — e/9,  risultato  evidente.  La  amdizione  ai  =  0  significa 
dunque  che,  nel  moto  d'un  punto  lungo  una  curva,  ogni  normale  che 
rota  nel  piano  normale  (in  cui  si  sui^poiie  fissata  la  normale  principale) 
in  modo  da  spostarsi  nello  spazio  perpemlicolarmente  al  piano  stesso, 
genera  una  superficie  sviluppabile. 

274.  Dimostriamo,  per  finire,  due  [jroposizioni ,  che  possono  immedia- 
I amente  dedursi  dalle  precedenti: 

a)  In  virtù  <leir  ultima  osservazione,  lo  spostamento  della  genei*a- 
trice  avviene  in  nuxlo  che  il  piano  osculatore  dello  spigolo  di  regi-esso  è 
somiire  perpeudi(*olare  al  piano  normale  di  (M),  d'onde  segue  che  questo 
è  anche  il  piano  rettificante  del  predetto  spigolo.  In  altri  termini  il  piano 
nonnaie  della  sviluppante  coincide  col  piano  rettificante  delia  stUvppatw, 


6>  Trovata  una  fuii/àoiia  ?.  che  soildisfa  alla  (8),  so  no  nttmigoii" 
iiifmite  altre  mercè  l'addizione  d'ima  contante  arbiti'aria.  Nfl  segue  che. 
ne  si  fìtuno  rotare  d'uno  sleaso  (ingoio  arhUrario  le  generatrici  d'una  svi- 
luppabile, intoitio  ad  iuta  laro  irajeltoria  ortogonale,  esse  non  cessano  di 
costituire  una  supa-fii^ie  sviluppabile.  Gli  spigoli  di  i-egi-esso  di  tutte  que- 
ste sviluppabili  souo  appunto  le  influite  sviluppate  della  trajattorìa  consi- 
derata, 

HP  '21^.  Si  consideri  l.t  l>imiglia  ili  siiperllcie,  rappresentata  dall' equa- 
^BMie  f\a:  ,y  ,s,a)  =  (S  l>ei'gli  inOoiti  valori  del  parametro  a.  Uoa  «lUii- 
lunque  di  esse,  individuata  da  uu  particolare  valore  a  del  parametro,  è 
incontrata  da  un'altra,  iadividuata  dal  valore  a  +  A,  secondo  una  certa 
curva.  la  quale  può  tendere  ad  occupare,  sulla  prima  superficie,  una  posi- 
zione limite,  quando  li  tende  a  zero.  In  questa  posizione  essa  si  chiama  ca- 
rnlteristica  della  corrisptmdente  superficie,  uella  famiglia  considerata;  ed 
il  luoii'o  (Ielle  caratteristiche  dì  tutte  le  superficie  della  Tamiglia  si  chiama 
l'KÌluppo  delle  superficie  stesse.  Può  anche  darsi  che,  per  quanto  piccolo 
"i:i  h,  le  superficie  (a)  ed  (o  +  A)  non  s'incontrino;  raa  ciò  non  impedisce 
l'esistenza,  sulla  superficie  (»)■  dì  punti  di  massimo  infinito  avvicinamento 
{'■-(f.  S220)  alla  superficie  (a  4- A),  ossìa  di  punti  che,  a  pi*escindere  da  in- 
tinitegimì  d'un  online  su^ieriore  ad  h,  possano  riguardarsi  come  punti  co- 
muni alle  due  superficie.  lu  questo  caso  la  caratteristica  della  superficie 
('>!  è  il  lìmite  a  cui  tende  il  luogo  di  sifTatti  punti,  quando  h  tende  a  zero, 
Mediante  considerazioni  analoghe  a  quelle  che  sono  state  fatte  nel  piano. 
M  dimostra  subito  che  l'equazione  dell'  inviluppo  si  ottiene  eliminando  a 
l'fi  le  equastoni  f^  0 ,  ;r-  =  0.  Ed  è  anche  facile  dimostrare  che  ogni  stt- 
lierficie  delta  famiglia  é  toccata  dalla  superficie  inviluppo  lungo  la  pro- 
i-na  caratteristica.  Basta  infatti  osservare  che  l'equazione  dell'inviluppo 
''  lequazioue  stessa  della  famiglia  dì  superficie,  in  cui  sì  pensa  a  come 


Aiii/ione  delle  coordinate,  soddisfacente  a 


Sa' 


=  0,  e  che  le  derivate  par- 


liiiti  prime  del  primo  membro  della  detta  equazione  sono,  per  conse- 
PTiza, 

\f    òfìia      V    a/ a.»      a/    a/Sa 


«me  cioè  appunt/)  ufrual 


a/  3/  fly' 

'   Hx'ìiy'ìiz'   ' 


e  nell'ipotesi  di  a  costante. 


ST6.  Esampio.  Un  notevole  esempio  d' inviluppo  ci  è  dato  da  qtialui 
pli(^e  infinità  di  piani.  La  caratteristica  di  ciiBscun  piano  è  i 
retta:  l'inviluppo  è  dunque  una  superficie  rigata;  e  siccome,  per  l'ultimo  tuoremii, 
queatu  superficie  dev'easere  toccata  da  un  unico  piano  lungo  ciascuna  generatrice, 


0B9U  è  »TÌlu|ipiibik'.  IC€ii-i|>ri>(;amc)iit^,  per  quauto  ai  è  vittlo  nel  g  870 ,  ogui  aupw- 
licìe  sviluppabile  è  t' inviluppo  della  semplice  ìafÌDÌtà  dei  piani  osculatori  <1' uu 
certa  curva.  Purtoniìi)  da  cib  ò  facile  Koprire  un  importaute  carattere  onalìtiM 
ilelle  supertìcie  sviluppabili.  L'equazione  d* un  pifttio  tangente  ad  una  aupertìcifl 
■jualunque  è  Z  = /iX -|- ^Y -|- (i  —  p.K  —  qy).  Perchè  la  superficie  sia  ayiluppa- 
liile  occorre  e  liast*  che  p  ,q,s  —  ;'■'  —  '/y  dijitndann  da  un  mi  pamnutra ,  per  U 
'lual  cosn  È  necessario  f  sufficiente  (§  179)  che  In  matrice  jacobiana  di  queste 
t'uniiotti  ahliiu  nulli  tulfi  i  suoi  minori  d«t  aecouHo  nHlue,  i^ic^ome  si  ! 

dp  do  d 

^V  iJu  ìt   ,  ,       ,       . 


I  ■    '    «  +  '1/ 1  I  •    '    0  , 

A-ffinché  siano  nulli  i  suoi  minori  del  aecondo  ordine  è  neoesaario  e  sufficiente  che 
aia  nullo  ri — »'.  Dunque  la  rtlaìinne  rt  — s'  =  0  eariitterit^ia  It  tuprrfieie  ttiS,nf 
pabSi.  In  altri  termini  aon  queste  le  sole  superficie  costituite  da  punti  lutti  pan- 
bolici  (g  2G4).  Si  noti  che  per  le  rigate  gobbo  è  sempre  rt  ^  «'  <  0 ,  perché  per 

yOgni  punto  passa  certamente  uu' ossìntotica  reale:  questa  è  la  generatrice  rettili' 
k.  Sulle  sviluppabili  i  due  sistemi  di  assintotìcbe  coincidono  iu  uno,  cioè  nel  ^- 

.   atema  delle  generatrici  rettilìnee  ;  ma  esiste  inoltre  un'  nssintotica  isolata,  ed  i  lo 
■pigolo  di  regresso.  Ciò  non  contradice  alle  cose  dette  innansi,  perchè  si  può  ùr- 
cilmenl«  constatare  (g  294  ;  h)  che  sullo  apigolo  di  regresso  )■,»,(  diventano 
tìniti. 

277.  Ora  si  uonsìderi  una  l'amiglìii  doppiumeate  inljaita  di  supei-li<;ie. 

'  rappreseatata  dalT equazione  r(o: ,y ,  z,a,b)  =  0  per  tutte  le  coppie  di 
Viilori  dei  panvinetri  «  e  6;  e  dopo  aver  fissata  una  superfìcie  S,  corri- 
spoQ(l«ate  ad  uua  data  coppia  (fl„ ,  &,),  si  prenda  arbitrariamente  una  ftiD- 
«ione  9,  e  si  ponga  b  =  b^-lrfia)  —  9(00).  Sì  è  in  tal  modo  ricondotti  al 
3  precedente,  e  8Ì  ottiene  sopra  S  uua  particolare  caratteristica,  cor- 
eìspondeute  alla  data  runzione  f.  Orbene,  quando  per  f  si  prendono  tatto 
ile  possibili  l'unzioni,  le  infinite  caratteristiche  cosi  ottenute  ^tassano  tutiS 

^  per  certi  punti  di  S.  Infatti  la  caratteristica  corrisjjondente  ad  una  data  f 
soddisfa  all'equazione 

da 


'rf\-)= 


H  pero  le  appartengouo  quei  punti  di  S,  nei  quali  si  lia  simultaneumentt 
jr-  =  0,  :r-=Cl,  i  quali  punti  sono,  comesi  vede,  indipendenti  dalla  sceKl 


*li  f.  Adunque  iu  questo  caso,  iuvece  di  avere  una  linea  sopra  ogni  super- 
ficie, si  hanno  dei  punti  discreti,  i  quali  costituiscono,  al  variare  della  su- 
I>erficie,  Vinviluppo  della  famiglia  considerata;  e  l'equazione  di  tale  invi- 
luppo risulta  dalTeliniinazione  di  a  e  b  Ira  le  equazioni 

/=0  ^  =  0  ^-0 

Anche  in  questo  caso  l'invilupix)  tocca  tutte  le  superficie  inviluppate.  In 
particolare  una  superficie  qualunque  si  può  considerare  come  l'inviluppo 
dei  sur)i  piani  tangenti. 

278.  Talvolta  la  famiglia  di  superficie  è  data  mediante  l'equazione 
f{x ,  [/ ,  5: ,  « ,  & ,  r , . . .)  =  0.  e  fra  gli  n  parametri  a ,  & ,  e* , . . .  si  danno  v 
relazioni  9  =  0,4^=0,...,  essendo  v  =  n — 1  0  v  =  n  —  2  secondo  che 
la  famiglia  è  semplicemente  0  doppiamente  infinita.  Allora,  per  trovare 
l'equazione  dell'inviluppo,  bisogna  esprimere  che  la  matrice 

!  d/   d/   a/ 

j  da     96     do 

99     99     99 
da     db     oc 

94^    94^     94» 
9a     96      9c 


ha  uguali  a  zero  tutti  i  minori  dell'ordine  v  -f  1.  Si  ottengono  cosi  n  —  v 
relazioni,  e  l'equazione  cercata  risulta  dall'eliminazione  degli  n  parame- 
tri fra  l'equazione  della  famiglia  di  superficie,  le  v  relazioni  date  fra  i  pa- 
rametri stessi,  e  le  n  —  v  relazioni  ottenute.  Può  anche  darsi  che  nell'e- 
quazione della  famiglia  non  compariscano  esplicitamente  i  parametri  e  le 
coordinate,  vale  a  dire  che  l'equazione  sia  data  sotto  la  forma 

/(il ,  V  ,  w , . . .)  =  0  . 

dove  Uyi),Wj...  sono  funzioni  di  x,y,z  e  dei  parametri  ;  ma  è  chiam 
che,  in  questo  caso,  le  derivate  parziali  rispetto  ad  un  parametro  a  si  foi*- 
mano  prendendo,  per  esempio, 

9u  9a       9v  9(t        9u;  9a 

279.  Esercisii:  a)  Per  cercare  V  inviluppo  delle  superfìcie  omotetiche  ad  una 
data  f{x  ,  y ,  s)  =  0  rispetto  ad  un  centro  P ,  si  onservi ,  prima  di  tutto ,  che  se 
4 }  ^  }  C  sono  le  coordinate  di  P ,  e  se  si  pone 

p(0=/(è4-/(a:-è) ,  ia  +  %-tj) ,  Z  +  K--Z)) . 


—  £M  — 

reqnanone  F(l)^0  t^preaeoU  appunto,  p«r  ciaacua  Tklore  di  (,  u 
•uperficie,  ed  in  particoUre,  per  1=:  1 ,  U  superficie  imXm.  Ora,  poiolii  Tequutalfl 
deir inviluppo  riaolta  dair eliminasion^  di  f  fta  F(()^0  ed  ^1^1  =  0,  ■ 
|'§S62)  che  TinTtluppo  cercato  è  il  cono  circoscritto  dal  rertice  P  alla  dalafo 
perficie.  Coaì,  per  esempio,  «e  si  di  un  erllisaoide  ritento  al  mot  aasi,  e 


notte  jy,  — /,»  -.  , 

del  eono  cireowritlo  alT  ellinoide  : 


•+2^  •  ^. 


VO<'-»(/.-/^i+/.-i -, 

fnnsione  di  (  &  nullo,  per  oUeneve  Teqni 


ft)8i  dùama  (ubo,  o  «operficie  «mmIe,  l' inTÌluppo  ^  nna  aenplioe  il 
Lidi  afére  ugnali.  Bkata  derivar*  l'eqnasìone  della  afera 


lori  z ,  JTt  s  fìuuQoni  dell'arco  della  linea  centrale  Qnogo  dei  centri  delle 
e  inTiIup[iate> ,  per  ottenen 


.fX-r)  +  »(T-,)+.(Z-=.= 


n  che  In  eana/fcrùdùt  M4i  md  fiamo  mormak  dalla  predetta  lìnea.  Ne  se- 
Ite  un  tubo  si  può  considerare  come  generato  dalla  ciicmifeffviiaa  d'un  dreolv 
■te,  il  coi  cMitro  si  va  spoetaodo  sempre  nomialmente  al  piano  del  ciicolo 
K  AIl'eqBaaione  dal  tubo  sì  giunge  eliminando  fra  le  dne  precedenti  eqiu- 
«kni  ^iMlI*iintoa  variahile  indipendeote  *,  in  funiione  dalla  qoale  sì  auppongonft 
e^TCMi  x,y,i,a,b,c.  In  modo  de]  tutto  simile  si  proce>le  per  trovare  l' inri' 

ffR 
lappo  i'  una  qualsiasi  infinità  «empltce  di  sfere .  dopo  arere  scritto   —  B  —  il 

poeto  di  0  nel  secondo  membro  della  (9).  I«  caratteristica  è  dunque,  in  geoenl^r 
ira  eicvolo  (minore)  della  slera,  reale  sol  quando  il  valore  aaeoluto  di  ifR  d»  non  sa- 
peri 1.  In  altri  termini  non  euste  inviluppo  reale  quando  la  sfera  «  va  dilatando 
o  cootraendo  più  rapidamente  che  non  si  spoeti  it  bdo  centro.  In  particolare  ptr 
R=i-j-iMfaialc  l'inviluppo  si  ridaoe  ad  una  linea,  svilappwite  v§2T2)  della  linst 
centrale:  e  le  sfere  si  comportano  \y/r,  §  m,  r,  come  i  circoli  osculatori  d'iuu 
curva  piana.  Invece  le  sfere  osculaO'ìci  d' una  curva  storta  sono  inviluppate  sem- 
pre da  una  superficie,  Inogo  delle  circonfereoue  oeculatrioì  della  cturva  ateeea. 

r  Proponiamoci  di  trovate  rinviluppo  dei  piani  aa  ■^^  ^  -^^  n  =  t    nsl' 
r  ipatMÌ  che  la  disMnaa  1  sìa  legaU  ai  ooMoi  direttori  « .  p .  f  mediante  la  nll- 


-.-+i 


—  296  — 

Qui  i  parametri  sono  cit,Pi*(ìl,  e  aoddis&no  alla  condisione  (10)  ed  air  altra 
«*  -}-  P'  -|-  Y'  =  1.  Si  deve  dunque  (§  278)  considerare  la  matrice 


n 


^1  ' 

1 1 


J»_a«     ì}  —  b*     /'  —  e' 


nella  quale  ai  i  posto,  per  brevità, 


;«< 


5"  + 


"      (p  —  ««)«  "^  (<»  —  6»)»  "^  (P  —  e')'   ■ 
Mediante  le  solite  trasformasioiii  si  può  alla  matrice  precedente  sostituire  V  altra 


X 

—  a  — 
a 

1 

a« 

1- 

K 

1 

6» 

—  a 
Y 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

/•      a» 

Z«-c* 

1 


0 
0 


Affinchè  questa  abbia  nulli  tutti  i  minori  del  terzo  ordine  bisogna  che  sia 


X  1 


_J^    .  l z        _         1 


V  —  b' 


Y 


P-c* 


n  comune  valore  di  queste  tre  quantità  si  ottiene  moltiplicando  la  prima  per  a', 
la  seconda  per  P*,  la  terza  per  f^ ,  e  sommando.  In  tal  modo ,  ricordando  la  (10), 
si  trova  la,  e  però 

,|1»  K.,1P  I..1Y 

Quadrando  e  sommando  si  ottiene  ancora 


e  per  conseguenza  si  potrà  scrivere 


quindi 


=?:??('*-«'+^)=^:?^-j(-  +  .'  +  ^'-«') ,  -.  ; 


la 


'P 


Moltiplicando  ancora  per  jr  ,  y ,  s ,  e  sommando ,  si  trova  V  equazione     * 


riiliifìbile  alla  forma  più  semplici 


Dunque  (§  146 ,  d)  V  inviluppo  cercato  è  la  titperfiae  dtUe  and*. 

380.  Apiilìcazione  utile  della  precedeate  teoria,  ed  importante  ial 
quaato  serve  a  completare  la  teoria  delle  curv,  è  la  t-icerca  degli  fntf-l 
iHppt  delle  facce  del  triedra  fOìuPimimtale  d'una  curva  qualunque.  Sola 
ciascuna  delle  ti-e  equaztoui 


2"^x- 


x)  =  0 


2;«(x- 


T)= 


2x(x- 


x)  =  Q  , 


che  rapprese  11  tana  il  piano  normale,  il  piano  osculatore,  11  piano  r 
trttnte,  sì  considerano  a7,y....,v  cjme  funzioni  dell'arco  s,  soddislaceniì | 
alle  note  (§  2;itì)  relazioni 


Lai  ultìene  m^iettivanieute,  derivando, 


JlIX- 


2i(x- 


2('(x- 


1  dojHj  a 


r  posto,  [tev  rultinia, 
asen^i-J-  acoeif     ,     M'  =  t» 


,«9  +  pcf 


,n,  +  Yc, 


Leon  tg9=i«/p.  Dunque: 

'i)  Come  si  poteva  pi-evedei-e,  i  piani  osculatori  iuviluijpHuo  lu  svi' 
vppabile  (Ielle  tangenti,  ossia  quella  sviluppabile  che  ammette  contf 
pigolo  di  regresso  la  curvit  considerata  ; 

ò)  L'inviluppo  dei  piani  normali  si  c\iÌB.\a»,  sviluppabile  potar*, 

Eèd  è  il  luogo  degli  assidei  cinvli  osvìilatori.  Evidentemente  qualun^ll 

Fretta  del  piano  normale,  che  generi  una  sviluppabile,  non  ne  può  tocofl 

'a  spigolo  di  I-egresso  altrove  che  sull'asse  del  clixclo  oseuliitope.  Ne  » 

ypie  subito  che  la  sviluppabile  polare  d' una  curva  è  anche  il  luogo  ctóH 

^'sviluppate  della  curva  stessa;  e  si  può  aggiungere,  in  virtù  d'una  pr«»- 

dente  osservazione  (§  274,  a),  che  le  dette  sviluppate  sono  geodetiche  dilli 

sviluppabile  polare.  Per  determinare  Io  spigolo  di  regi-esso  di  questa-' 

perfide  bisogna  derivare  la  prima  delle  (U).  Si  costituisce  co 

Ch.'tla  (gsai)  |«r  \,V./  i  valori  i.-ri.?.  co-mlinal.'  dol  CKiitl 


^sor- 
fera  OBCulati-ic«.  Dtiuqiie  In  spigolo  di  roffi'esso  dell'i  sciltijip(iliì/e  potare  è 
Uiuogotiei  ventri  delle  sfere  oscitlatrici ; 

ff^Fiaalmeute  Ih  sup^rlicie  inviluppata  dai  piauì  rettificanti,  al)a 
jgiale  8i  dà  il  nome  di  svlluppaliile  rettificante,  contieae  la  curvai 
loesta  uè  iocoutru  le  generatrici  sotto  un  angulu,  generalmente  vai-iabir 
che  dipende  uuicaraente  dal  rapporto  delle  sue  curvature.  È  chiaro 
j,  su  tah*  super  fide,  la  curva  cousiderata  è  una  geodetica.  Se  poi,  per 
determinare  fo  spigolo  di  i-egresso  della  sviluppabile  rettilìcante  d'una 
curva ,  sì  vuol  conoscere  il  sej^mento  t  staccato  du  questa  cui'va  sulla  ge- 
neratrice, &  partire  dal  detto  spigolo,  bisogna  derivare  la  terza  equazione 
(U).  Cos'i,  osservando  che,  se  l,ìn,n  sono  i  coseni  direttori  della  gene- 
ratrice, per  le  (12)  si  ha  di'  = /d^ ,  dm' =  md^ ,  Un' ^  nd^ .  si  ottiene 


f2'(^-— 2'" 


cioè  ld<t=^sea^.às,  e  si  giunge  a  spiegai'e,  fra  le  altre  cose,  perchè  sol- 
tMHtji  le  eliche  cilindriche  (§256.  e)  ammettono  superficie  rettificanti  ci- 

liadriche, 


281.  Teorema  di  Meusnier.  Preudiamu  a  studiai-e  la  Itessione 
delle  linee  tracciate  sopra  una  »iipet'licie,  e  cousideriamOj  in  un  punto  M, 
una  curva .  la  cui  tangente  abbia  la  direzione  (a ,  Z> ,  e), 
e  la  cui  uonnule  principale  faccia  cou  la  normale  alla  ' 
superficie  l'angolo  9.  Un  punto  M'  della  cnrva,  infinita- 
raeiite  vicino  ad  M.  si  pi-ojettì  in  P  sul  piano  tangente, 
•'d  in  Q  sulla  tangente.  Quando  si  trascurano  gli  infini- 
tesimi d'un  oi-diue  superiui-e  al  secondo,  il  punto  M'  si 
|iuò  considerare  (§  2^0)  come  situato  nel  piano  osculato- 
re, dimodoché  M'Q  risulta  parallelo  alla  normale  principale,  come  M'P 
■  ■  parallelo  alla  uormule,  iii  M,  alla  superficie.  Cosi,  ne!  triangolo  rettan- 
^:'iJo  M'PQt  l'angolo  M'  è  uguale  a  9,  il  lato  M'P  ha  (§  20!)  la  lunghezza 


2^1  +p'  +  q 


ed  il  lato  M'Q  è  (§244)  uguale  a  i/a',2p,  rappresentando  cuu  da  il  diffe- 
renziale sostituibile  alla  lunghezza  dell'aito  MM'.  Se  i  precedenti  valori 
sì  sostituiscono  nella  relaziona  M'Pi^M'Q.cos^,  ai  ottiene 


(18), 


C039  _  m'  4-  2«oé-fa' 
t  si  considerino  luttc  lo  cui-ve  della  superficie,  tangenti  Ira  loro  nel 


■  riilucibile  nlU  forma  più  aemplic. 

tv 


».+; 


Dunque  (§  14G,  d)  l'Inviluppo  cercato  é  la  tuf 

280.  ApiilicazìoDe  utile  della  proemi 
qaauto  serve  a  completare  la  teoria  tlnll 
iuppi  delle  /Ucve  del  b'iedm  fbtidainanf- 
tiiascuua  delle  tre  «quacium 

che  rappresentano  il  piano  nontr. 

irinle,  si  coiisideniuo  x,ì/ ■; 

alle  uote  (§S:tO)  relazioni 
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irvaluru.  Ne  segue,  «pplicwtJal 
"I  un  jnint"  d'urta  Unta  t/enta,ik 
ulti  la  tnirva  nel  fnuOtr  omnirr^ 
■:\iv .  pur  lina  curva  i{ualanquv.h 
■  st'era  oaciiUtrioe  col   |>iaoo 


^  if-  I  |<uch11«IÌ  Iona  geDeraIm«iit«  miÌob 
^^c'WBg<»io  uir  aSM  di  ratatloue:  e  potct* 
^«r  kbw.  Bii(rh«  i  L-eutrì  di  curvatura  dcO*  H 
,_  ^yMrt«>i^ono  nli'  aww  di  rotcsioo».  Per  taa 
4  ^M*i-  H  ff'  lina  'UfKTficit  di  rofnx'i'Hc  ■onMt 
^«titani,  ii'rnit}nmAmÌt  ni  punto  M,  tmll'»^ 


..  ,.  «  per  tutte  le  cui-ve  della  aiiperfitì» 
y ,  il  secuudu  nmnilH"o  di'  (13)  è  uullo, 
-laiione  è  «uddisfntta  dalle  linee  asslD- 
'  ,«.  luf^ntre  1  p  è  general meu te  dlverM" 
.  '  tuugeuti.iii  M,  aduna  retta  oscula- 
i  insule  alla  superficie,  f  è  diverso  da 
•  rome  già  ai  ò  visto,  per  altni  vìa,  nel 
i.'iie  ratta  uella  superficie  rnedìanU- un 
i-lt«  «^culatrìei  ìu  M,  ha  uulla  la  fles- 
si i-oMstd»rn  la  sezione  TatU  nella  supA^ 
Jll,  si  trova  che  ciasnm  ramo  iMla 
i  '/,  iieiitt  flessione  deit'mshtl't' 
utere5«unte  teorema  di  Beltn* 
I  Inlnnto  <:ha  il  («uj-ema  di  ìtwar 

L  fu  ss.  Vnli  *D«he  OrùtKttri» 


'  «^  toccHuole  rette  oscuiatrici,  sia  perchè 

'Ifa  UGO  è  più  applicabile,  sia  pei-chò 

•nfe  in  un  punto,  e  tangenti  fra 


jdetloa.  La  quan- 

iiorinale,  tangente  alla 

•  f  norma/e^  mentre  a 

c<.  L*asse  del  circolo  Oiicu 

»ii<?  in  un  punto  L\  (centro  4i 

nirvatui*a  geodetica)  il 


•A 


.  •  evidentemente  misurate 
mI  MC|  (paggi  di  curvatura 


ti:; 


::i).  Si  noti  che  la  curvatura  geo- 

iica  della  proiezione  della  curva  sul 

I  vir-h'i  dello  stesso  teorema  di  Meusnier,  nel  ci- 

iii'\  a  sul  piano  tangente,  la  curvatura  della  sezioue 

.;ll;i  curva  stessa,  è  appunto  senf/p.  Al  concetto  di  ciu»- 

('  di  curvatura  geodetica  si  è  condotti  nel  modo  più  na- 

<\  analizza  lo  spostamento  angolare  della  tangente.  La  1*0- 

•s)  di  questa  verso  la  normale  alla  superfìcie  è 

.  "Ce  la  l'otazioue  della  medesima  retta  verso  la  perpendicolai-e  che  le 
1  può  condurre  nel  piano  tangente,  definita  in  direzione  dai  coseni  X', 
-^IJtV,  0fe',  è 

Lo  spostameato  a,ngolare  e  della  tangente  nello  spazio  si  può  dunque  con- 
siderare come  risultante  dalle  rotazioni  oj  ed  tù\  i  cui  rapporti  a  ds,  cigè 

co       CO89  fu'      senf 

80no  appunto  la  curvatura  normale  e  la  curvatura  geodetica.  La  prima 
serve,  per  conseguenza,  a  misurare  l'inflessione  più  0  meno  grande  della 
curva  fUori  la  superficie,  mentre  la  seconda  sen^e,  invece,  a  misurare  la 
deviazione  sitila  stipei^ficie,  K  importante  osservare  che  le  linee  geodeti- 
che sono,  in  ogni  punto,  a  curvatura  geodetica  nulla,  mentre  le  assinto- 
tiehe  floao  a  cw^vatutni  narmcUe  nulla.  In  altri  termini,  quando  un  punto 
si  muove  lungo  una  geodetica,  si  può  dire  che  la  tangente  alla  curva  pw* 
corsa  si  sposta  sempre  normalmente  aUa  superficie.  Invece  tutto  lo  spo* 


puQto  M,  e  sì  <listiiiguR,  fm  esse,  quella  che  sta  nei  pianu  delerl 
dalla  comune  tangente  {a  ,li,  r)  e  dalla  normale  alla  superficie,  a  4 
chiama  se:0ite  luirmale.  Per  tutte  queste  curve  il  secoudrt  membro  di  ^ 
(13)  ha  un  valore  unico,  e  però  si  può  dire  altrettauto  del  primo.  Ne  »egM  J 
che,  se  p„  è  11  ra^io  di  curvatura  della  sezione  normale,  si  liit 


P  =  P.^ 


sup^foueiidu  p,  (luito.  Dunque  il  immilli)  di  mrealttru  di  qtiafunqtte  cum 
della  .inperftcie ,  tu  im  fiutilo  M,  sì  vUieiie  infjjettaìxdo  sxU  plano  o$cu^ 


•zloite  nominale ,  i-he  tocca  A 


:ini  normali  sono  i  l'ircoli  uiassimi ,  ed  il 
o  (li  ciirvaturn.  Ne  sagup,  applicwido  il 
Il/uro.  in  un  jiunlo  d'una  linea  tferica,  i  k 
:he  otcuUi  la  curva   itti  puniti 


tore  II  centt'o  di  curvatura  di  quella  > 
in  M. 

•28^.  Esempii:  «)  SulU  stero  le  «enjo 
cputro  della  sfera  v  il  loto  comune  centrc 
teorema  dì  Meuanier,  i^he  iV  centro  iti  cui 
proiezione  del  cen'rc  della  i/tra  mi  piani. 
Questa  proprietà  risulta  auche  dal  tatto  t^26I)  che,  per  una  curva  qualunque.  1* 
«lircont'erenaa  oseulatrica  è  l' interseBioiie  liellft  sfera  osculatrice  col  piano  Oicn- 
Ifttore. 

b)  ^opra  una  superficie  di  rotazioiiG  i  paralleli  aono  generalmente  aeiiaiii 
oitique,  I  loro  centri  dì  curvatura  appartengono  all'asse  dì  rotaiione:  e  poiché  i 
loro  piani  sono  perpendicolari  a  questo  hbsb.  anche  i  centri  di  curvatura  delle  »»■ 
bìouÌ  normali ,  tangenti  ai  paralleli,  appartengono  all'  wwe  di  rotanoan.  Per  co» 
aeguenaa  la  ieTÌ"Hc  piaMiy  fatta  in  «»  pawln  M  il'  una  ««ywr/icie  di  rot'verone  normai- 
Menfe  a/  iimriiUnwi.  Im  il  tno  i;rn/ri>  di'  ci/rri/iiro ,  fvrrinjntndenlf  al  fianlo  M ,  imU'  mk 

'JKt.  Per  una  linea  asgiutotica,  e  per  tutte  le  curve  della  superficie 
che  la  tuccano  in  un  dato  punto  M.  il  secondo  inembi»  ili  (13)  è  nullo,* 
quindi  sì  ha  cos9/p^=0,  Questa  [-elazioue  è  soddisfatta  dalle  linee  assitt- 
totiche  in  ogni  punto,  perchè  v  =  'l,n.  mentre  l/p  è  generalmente  diverso 
da  zero.  Invece  per  tutte  le  curve  tangenti,  in  M,  ad  una  retta  oscula- 
trice,  ma  non  osculate  dal  piano  tangente  alla  superficie,  9  è  diverso  di 
V,«.  e  però  si  deve  avere  l/p=aO,  come  già  si  ò  visto,  per  altra  via,  uol 
§261.  Così,  per  esempio,  ogni  sezione  fatta  nella  superficie  mediante  un 
piauo,  condotto  per  una  sola  ilelle  rette  osculatrìci  in  M,  ha  uuUa  la  fles- 
sione in  questo  punto.  Invece,  se  si  cousidera  la  seEiooe  fatta  nella  silpw- 
flcie  mediante  il  piano  tangente  in  M,  si  ti-ova  che  ciascun  ramo  detti 
sezione  ha,  in  M ,  una  flessione  lujualo  ai  'j,  della  flessione  detrasnlnt^ 
tira  che  fa  tocca  ne/  detto  ifimlo.  Questo  interessante  teorema  di  Beltn- 
mi  *  *»ì-»  dimostrato  usi  g^Xi.  Si  vmie  intauto  che  il  teorema  di  M( 


p.174. 


»  Nouvellet  Ànnalei  de  Machématiguet .  1865.  |i.  258.  Vedi  anche  Oromelria 


Itn-   i 

iew*   I 


—  ;VJ  — 
1  6  vhIùIu  i>«i'  \t>  curve  che  tuccauu  Iti  i-ctle  ose u latrici ,  sia  (tei'che 
i  costruzioiio  gtìotii«trica  che  uè  risulta  uou  è  più  applicabile,  sia  pecche 
►  infinite  curve  osculate  dal  piano  tiui(?ent«  in  un  punto,  e  tangeuti  fl-a 
I.  ìion  /intiiio  ffi  niPifeslma  Cessione. 

■:^\.  Curvatura  normale  e  oarvatura  geodetica.  La  quan- 
tifà  cosf/p.  che  misui'u  la  curvatura  della  sezione  normale,  tangente  alla 
cuna  che  8Ì  considera,  si  chiama  cufvatura  normule,  mentre  a 
seuf /'p  si  dk  il  nome  di  em-ratura  geodetica.  L'asse  del  circolo oacu 
latore  incouii-a  il  piano  diìlla  predetta  sezione  in  un  punto  C^  (centro  d4 
curvatura  normale),  ed  in  C,  (centro  di  curvatura  geodetica)  il 
piano  tangente:  le  due  curvature  sono  evidentemente  misurate  , 
dalle  inverse  delle  lunghezze  MC„  ed  MC,  ,(rag|<i  di  curvatura 
nnrmat<>  e  di  curvatura  geodetica).  Si  noti  che  la  curvatura  geo- 
detica non  è  che  la  curvatura  della  proiezione  della  curva  sul 
piano  tangente.  Infatti,  in  virtù  dello  stesso  teorema  di  Meusnier,  nel  ci- 
lirnli'O  che  projetla  la  curva  sul  piano  tangente,  la  curvatura  della  sezìuue 
uoruiale,  tangente  alla  curva  stessa,  è  appunto  seiif  /p.  Al  concetto  di  ciu-- 
^  atura  normale  e  di  curvatura  geodetica  si  è  condotti  nel  uuido  più  uji- 
turide  quando  si  analizza  lo  spostamento  augolai-e  della  tangente.  La  i-o- 
tuziooe  (g  238)  di  questa  verso  la  normale  alla  superfìcie  è 


Ini'ece  la  rotazione  della  meilesima  retta  verso  la  perpendicolare  clie  le 
si  può  condurre  nel  piano  tangente,  definita  in  direzione  dai  coseni  ^', 

Lo  spostameuto  a,ngolare  e  della  tangente  nello  spazio  si  può  dunque  con- 
siderare come  risultante  dalle  rotazioni  it  ed  V.  ì  cui  ruppoiiti  a  f^,  cioè 


sono  appunto  la  curvatura  normale  e  la  curvatura  geodetica.  La  prima 
serve,  per  conseguenza,  a  misurare  l'iuliessione  più  u  meno  grande  della 
curva  fuori  la  supet'fk'ie,  mentre  la  seconda  serve,  invece,  a  misurare  la 
deviazione  sitlia  supen'ficie.  E  importante  osservare  che  le  linee  geodeti- 
cAe  sono,  in  (^ni  punto,  a  cwm'atwa  geodetica  nulla,  meoti-e  le  asstnto- 
tiehe  sono  e  cwoatura  ■nonnede  nulla.  In  altri  termini,  quando  un  piuito 
ai  muove  lungo  una  geodetica,  si  può  dire  che  la  tangente  alla  curva  per- 
corsa si  sposta  sempre  normabnente  alla  supei-ficie.  Invece  tutto  lo  spo- 


»UiueuU)  uugoliLTu  (iulliL  tuu^'uutu  ad  uu'u-ssiiit^lica  hvvìuuu  »uuì|iI'«  Ioii- 
genzialniente  alla  m'pei-ficìe. 


28Ó.  La  curvatura  d'uua  sezione  uorin 


(«}' 


Per  avere  un'immagine  geometrica  dei  varini'e  di  p.  qnaudo  1»  sezione   I 
rota  intorno  ad  nn  punto  M.  poniamo  l'origine  in  M,  e  dirigiair 
delle  z  uorraalmente  alla  siiperllcìe,  dimodoché  p^q  =  i.'=^ 
o  =  co.s6,  e  coQsegntìntemente  ?;=sen8,  U  (14)  diventa 


fl'O-f  2»o<.«fl 


,„(>  +  (, 


Ora  si  porti  su  ciascuna  tangenta,  a  partire  da  M.  uu  segmento  misuralo 
dalla  radice  quadrata  del  valore  assoluto  del  c/ìrrispondente  raggio  di 
curvatura.  L'estremo  del  raggio  vettore  così  costruito  lia,  nel  piano  tau- 
geute,  le  cooi-dinate  a:  =  K±  p .  cos 6 ,  y  =  K±  p . sen 6 ,  che  soddisfano,  in 
virtù  di  (15),  all'equazione  rx^ -\-2sxy  -\-  ty*  =  ±\.  Dunque  (§295)  ii 
ciascun  punto  la  cuttatwa  delle  sezióni  normali  varia  (da  una  sezione 
all'altra)  in  ragione  Inversa  del  qtiadrato  del  corì^ispondente  diametm 
dell'indicatrice  di  Dupin.  In  particolare  essa  è  nulla  per  le  sezioni  deter- 
minate dalle  rette  osculatrìci,  e  raggiunge  il  mìnimo  ed  il  massimo  va- 
lore per  le  sezioni  corrispondenti  agli  assi  dell'indicatrice,  le  quali  ai 
chiamano  le  sezioni  principali.  Le  curvature  l/p,  ed  1/p,  di  queste  sezioni 
sono  II'  cur-ealnre principali. 

283.  Teoretaa  di  Slnlero.  Se  rileriamo  la  Qgura  agli  assi  dell'in- 
dicatrice, sparisce  nella  (15)  il  tennioe  in  costì  sen6;  e  siccome  per  8^0 
dev'essere  p^Pi,  come  per  e  =  '/,«  si  deve  avere  p=p,,  si  ha  l/p,=r, 
1/p,^/,  e  conseguentemente 


Questo  è  il  teorema  di  Eulei-o.  Scritta  la  precedente  uguiiglianza  nell'U 
o  nell'altro  dei  seguenti  modi 


e  supiJOsto,  per  fissare  le  idee,  l/p,  <  1/p,.  u-^sa  mo-stra  immediata] 
ohe  si  ha  sempre 


—  301  — 
i  ttuuti  ellillici  p,  lì  p,  souo  ilello  stesso  sugLu,  vale  u  dice  oUe  i  centri 
iDcipali  di  curvatura,  C,  e  C, .  si  travauo  da,  uqo  stesso  lato  del  piano 
Igeate;  e  poiché  dall'iiltiina  limitazione  s^ne  clie  p  dev'essei%  com- 
beo  fra  p,  e  p, ,  si  vede  clie  i  centri  di  cuifatura  delle  sezioni  normali 
wio  tutti  nel  segiuento  0,C, .  Invece  nei  punti  ipei-bolici  il  piano  taii- 
bte  separa  C,  da  C, ,  e  p  può  essere  positivo  o  negativo.  Nel  primo  caso 
fha  p^p,  >  0,  e  nel  secondo  p  ^p,  <0,  sicché  i  centri  di  cyrafiirii 
i  tutte  le  sezioni  norinnli  rn/lnnn  fum'ì  del  segmento  ('iC. . 

287.  Gctloolo  delle  curvature  prinoipali.  I  teoremi  di  Etilei-o  e 
I  Meiisnier  mostrano  che  txtsta  mnosce/'e  le  dtw  mrcntwe  principati,  in 
1  punto  M  d"  una  superficie,  per-  conoseet-e  la  flessione  di  qualunque  our- 
k  tracciata  per  M  sulla  superficie,  purché  non  osculata  dal  piano  tan- 
pte  in  M.  Ha  dunque  importanza  il  saper  determinare  i  raggi  prtntu- 
tdi  curvatura  in  im  jntnlo  d' una  superficie.  Per  la  formola  (11)  lu 
Questione  si  riduce  n  cercare  il  minimo  ed  il  massimo  de!  trinomio 

sapendo  che  fra  le  variabili  a  e  6  sussiste  la  relazione 

(1  +  p')a*  +  2^0*  4-  (1  +  5»)6'  =  I  ,  (16) 

che  si  ottiene  elìuiinando  e  fra  a'  +  ft'  +  <;'  ^  1  eia  condizione  di  orto- 
gonalità ìmi  +  {fA —  C^O  della  tangente  con  la  normale  alla  superllcie. 
Ripetendo  qui  un  calcolo  già  eseguito  (§  145,  e)  in  condizioni  più  generali, 
si  è  condotti  a  porre 


a  +  .6=fcf(l  +  P*)o  +  P'i6]  ,  ta-^tl>  =  k[p<ia-\-{l  +  q'ìb]  ; 


(17) 


poi,  eliminando  k,  si  ottiene  un' alti-a  ecinaisione  in  a  e  h,  che  serve,  in- 
sieme alla  (IO),  a  determinare  le  direzioni  degli  assi  dell'indicatrice,  e  per 
conseguenza  le  sezioni  principali.  Eliminando  invece  a  e  &  si  trova 


r-t(l+p') 
»—kpy 


-kpq  1=0. 

-  *(i  +  i')  I 


W_.'-[(l+g')r-2j.9.  +  (l+p')(]t  +  (14-p'4-9')t'  =  0.    (18) 

D' altra  parte,  moltiplicando  la  prima  delle  (17)  per  a,  la  seconda  per  *,  e 
sommando,  si  ottiene 

,■«'  +  2,„b  -f  II.'  =  k{il+  r-'ja'  +  2,,./.^.  +  {I  4-  .,')ò'l  =  l-  . 
Itunque  A,  diviso  ptii'  V\  +/>'+*/'■  rappresenta  appiinlji  il  valni-e  mini- 


legate  dalle  relaztuui 


di  I/p;  0  puiché  Iti  radici  A,  u  /;,  dtillnq 


_(i+gV-8w«+(i+pV 


si  ba  pure 


1      (l+^•),_^p,,^-^l4.p.„ 


(T+V  +  9^ 


Son  i^ueste  le  roi'iiiolo  cha  servono  »  Ùii-  couoiiceiiì  le  cunature  priucipa: 
kÙ-  Con  un  calcolo  l'aoile,  posto 


si  riconosce  che  alle  (lU)  si  può  anche  dar  la  forma  più  coucis 


rappreseataodo  con  H  e  K,  per  conformarsi  all'uso,  la  somma  ed  il  pit)- 
dotto  delle  curvature  principali. 

288,  Fermiamoci  un  istante  ad  osservare  elle  uellc  Tormolc  {20}  Iti  de- 
rivazioni parEiali  sono  da  eseguire  suppoueudo  a;  ed  y  variabili  iadJjtBU' 
denti.  Evidentemente  si  potrebbe  anche,  per  esempio,  esprimere  H  nel- 
l'uno 0  nell'altro  dei  seguenti  modi: 

a^)lò     »£>V        a^-     W 

Senouchò  le  derivate  pat-isiuli  rispetto  ud  una  data  variabili;  hanno  s'tglù- 
ficatl  differenti  uelle  tra  espressioni.  He,  per  esempio,  invece  di  z  sì  vuol 
considerare  y  come  funzione  delle  altre  due  variabili,  supposte  ìudlpea- 
denti,  si  ha,  distinguendo  mediante  parentesi  le  derivate  prese  in  quesU 
ipotesi, 

e  però 

E+-!ir=(si;+''W+n-5r)=y+(-8r)- 

Siffiilmeote 

»(!,£%)        3((ì ,  £%■)) 


((UtB<li,  ehnifDXDdo  le  derivuta  di  ^fUe  inediiinto  le  relazjffnì 


h 


280.  Curvatura  media.  Si  devo  a  Sulla  Geriuuiii  il  cuQcetto  di  cuf- 
'tintura  media.  Si  «chiama  coai  la  medi»  afitmetica  '/iH  delle  curvature 
luincìpali.  Per  giiistilleare  tale  denomiu azione  si  ossen'i,  in  primo  luogo. 
«;he  >w  p  e  p'  SODO  i  va^ì  di  cnrvattira  di  due  sezioni  normali  quiil inique, 
Kwrpeudìoolari  fra  loro,  si  ha,  par  la  formoln  di  Eulero, 

1        cos'I       sen*ft  I  sen'd       coa't 

P  "    Pi  P,       '      P'  ~    P.  Pi     ' 


P         P 

<  >ni  CMUsideriaino  2n  tangenti,  equamente  distribuite  intorno  ad  M;  basta 
immaginarle  associate  per  coppie  di  tangenti  ortogonali  per  convincerai 
che,  se  si  fa  crescere  rt  all'infinito,  la  media  aritmetica  delle  ourcatttre 
iiOfinali  resta  sempre  uguale  al  valore  di  '/iH  in  M. 

200.  Le  superficie  a  curvatura  mediu  costante  hauuu  importauza  nei 
runumeni  capillari,  e  suiio  state  speri  mentalmente  realizzate  da  Plateau  *. 
Particolarmente  importanti  sono  poi  le  superlìcie  a  curvatura  media  nul- 
la, cioè  le  superlicie  per  le  quali,  in  ogni  punto,  i  raggi  principati  di  cui'- 
vatura  sono  uguali,  ma  diretti  iu  sensi  opposti:  ciò  equivale  a  dire  che 
l'indicatrice  di  Dupiu  cousta  di  due  iperboli  equilatere  complementari , 
d'onde  la  seguente  proprietà  c:iratteristica :  le  assintollvfie  si  tagliano,  in 
ogni  punto,  ad  angolo  retto.  Analìticamente  queste  superficie  sono  carat- 
terizzate, in  virtù  della  prima  Torraola  (10),  dall'equazione  difl'ereuziale 

ii +  r)r-:ìp-i^  + il  +  p--)t  =  V  . 

Esse  portano  il  nome  di  superficie  ad  area  minima,  o  semplicemente  su- 
perficie minime,  perchè  ogni  contorno  chiuso,  tracciato  sopra  una  simile 
superfìcie,  ne  stacca  un'area  minore  di  quella  che  lo  stesso  contorno  stac- 
ca da  ogni  altra  superlicie:  ciò  sarà  dimostrato  in  altra  parte  del  Corso, 

*  Vedi,  per  «Km[HO,  il  Cmirt  dt  phjitiqve,  dì  J*mm  (3°™*  ed-,  1. 1 ,  p.  22&),  o  il  cap.  IV 
ilrlU  Let<""  '^*'  '■*  t^pHlfM,  di  H.  Poìticari.  Vedi  «nche  Oiomttria  inirinteti,  p.  101. 


—  304  — 

S91.  EBempiì  :  a)  Vn  esempia  di  eMperfìcìe  niiniiua  ui  si  prewate  subito  fn  li 
superficie  di  rotaiìoue.  Presto  vedremo  che  il  meridiano  paasonto  per  M  it  ani 
delle  sesioni  prinoìpali;  l'altra  ò  tAiigeiit«  ij  parnllelo,  in  M.  I  raggi  priiii7Ì)nU 
di  curvatura  bouo  dunque-  il  raggio  di  curvatura  del  moridiftno  ed  il  aaginento 
(§282,  b)  Btaci^ato  sulla  normale,  a  partire  da  M,  dall' aase  di  rotaeiune.  Qassti 
ji  debbono,  in  una  auperficìe  miniiua,  esaere  dirotti  in  Beasi  opposti,  e  però  il 
idiano  deve  rivolgere  Sa  coiiveiisitÀ  verao  l'iMse  di  rotazione.  Esso  deve  inoltn 
r  tale  che  il  ivo  centro  di  curvatura  aia  timiaelrieu ,  jinptlfo  lU  pvnlo  che  ti  eonti- 
dera ,  del  punto  d' incontro  della  normale  con  una  retta  fima.  Gii  sì  è  vialo  {§  196 ,  /) 
(■■Ite  questa  proprietà  appartiene  alla'catenaria,  e  ai  vedrà  in  segfiìW  eie  non  poó 
verificare!  in  altre  curve.  Dunque  i(  oateimide  (§  268}  vt'  aiCiea  iujierficie  mmÙM  di' 
rotatione.'  i  ■'  'I 

<  [  b)  Auchu  l' tiieoide  a  piano  direttore  (§  2&6,  b)  è  di  area  minim».  Inlat^  poi- 
ché le  generatrici  sono  le  normali  prineipiili  di  uii'  elica  oitoolare  e  di  altre  elieh« 
I,  b),  va  numero  ìnfìnibo,  tracci.ite  su  cilindri  concentrici ,  è  chiaro  che  quesC« 
\  pliche  coabituiacono'  uno  dei  due  sistemi  di  A»tÌDtotÌche,  mentre  l'altro  é  formalo, 
come  8U  qualunque  rigata,  dalle  generatrici  rettilinee.  Conatutata  cosi  l'ortogo- 
nalitii  dei  due  Materni  di  asaintotìche ,  resta  dimostrato  che  la  euperficie  è  di  area 
minima.  Reciprocamente  sopra  una  rigata  minima  un  aìatema  di  aasintotiche  à  ne- 
uesaariamente  costituito  dalle  trajettorie  ortogonali  delle  generatrici,  e  però  que- 
ste linee  ammettono  le  generatrici  stesse  come  normali  principali,  d' onde  aegiio 
(§  269,  b)  che  ognuna  dì  eese ,  avendo  in  comune  le  normali  principali  con  inlÌDtte 
altre  linee,  è  un'elica  cii-colure.  Dunque  la  euperlicie  (ooatiluita,  come  si  T«de, 
dalle  normali  principali  di  un'elica  circolare)  è  un  elicoide  a  piano  direttore.  Io 
t«l  modo  si  giunge  al  seguente  teorema  di  Catalan:  l' elicvitk  a  piaxo  dirtUon  t 

292.  Curvatura  totale.  A  Gauss  si  devi;  il  coocalto  di  curraittra 
totale.  Si  chiiima  cosi  11  iin»dotto  delle  curvature  priocìpali: 


'  a+p'+ir 


m) 


L'aualc^ia  fi-ii  la  curvatura  totale  delle  superficie  e  la  curvatura  lielle 
linee  piane  apparisce  quaudu,  suppoaeudo  data  Tequazione  della  superQ- 
cie  sotto  la  forma  f{je,i/.z)=0,  si  cerca  di  esprimere  K  mediante  le  suc- 
cessive derivate  parziali  di  /.  Si  ha  infatti,  in  virtù  di  noti*  Itirraole  (§  175). 
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V 
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ÌK 
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il 

ay 

il; 

ìiy'òx 

ay 
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ss 

jy 
a.  a. 

ay 

Così  i  [itiuti  parabolici  ilnlltj  siipei-ficie  (§  2(H)  ci  si  [ii-tìseulariti  come  gli 
analoghi  dvi  punti  d'inllessioDe  delle  curve  piane,  e  la  distinzione  Tra 
pnnti  ellittici  e  punti  Ipertiolici  nta  tntta  n*^\  sef^n')  di  K.  K  bene  sapere 
che  una  terza  misura  della  curvatura 


■'■(p  +  i?)"''-"'-'^ 


b  stata  proposta  da  Casorati  come  rispondente  in  modo  più  fedele  delle 
altre  al  concetto  volgare  di  curvatura.  Ma  non  si  attribuisca  soverchia 
importanza  alle  iliscussioui  sulla  più  couvenìante  misura  della  curvatura 
d'una  superficie:  ciò  che  importa  è  la  conoscenza  di  entrambi  i  raggi  p, 
(>  p, .  o,  iu  Ioni  vece,  di  due  ruuzioni  qualunque,  tra  loru  indipendenti,  dei 
raggi  stessi;  e  le  fuuzioui  (lU),  mentre  analiticamente  ci  sì  presentano 
nel  modo  più  naturale,  sono  anche  quelle  che  intervengDuo  nelle  più  ìm- 
iwrtaati  questioni  geometriche  e  meccaniche.  Cosi,  |jer  esempio,  suppo- 
niamo che,  data  una  superfìcie,  si  voglia  applicare  su  di  essa  un'altra  au- 
perticie,  considerata  come  una  sottilissima  membrana  flessibile  ma  in- 
estendibile. Gauss  ha  dimostrato  •  che  occorre,  perchè  ciò  sia  possibile, 
che  nei  punti  corrispondenti,  cioè  nei  punti  che  vengono  a  coìncidei*e 
quando  una  superficie  si  applica  sull'altra,  le  iitrcatu7'e  tota/i  siano  «- 
giuiU  fra  loro.  La  curvatura  totale  rappresenta  dunque  qualche  cosa  di 
invariabile,  di  [lermaneute,  in  ogni  punto  d'una  superficie  che  si  deforma 
per  semplice  flessione.  Segue  ancora  dal  teorema  di  Gauss  che  le  sole  su- 
perfìcie sulle  quali  è  i>ossibÌle  (come  sul  piano  e  sulla  sfera)  trasportare 
da  un  posto  ad  un  altro  una  figura  qualunque,  senza  alterarne  la  forma, 
sono  le  superfìcie  a  curvatura  totale  eostante,  che  si  chiamano  breve- 
mente superficie  a  cwpatura  costante.  È  questa  uu'osservazione  di  grau- 
An  importanza  per  lo  studio  dei  postulati  foudameutali  della  Geometria. 


293.  Esempii:  a)  Notevoli  enempii  di  superficie  a  curvatura  costAtite  sono 
Biicora  t'orniti  dalle  superticìe  di  rotazione,  Snlla  a/era  di  ra^io  a  la  curvatura 
è  dappertutto  uguale  ad  I/a'  :  ma  vi  sono  inliiiite  altre  superficie  **  a  curvatura 
totnle  costante,  positiva  o  negativa.  La  patudnsfern,  cioè  la  auperficie  generata 
da  una  trattrice  (g  9'2T,  d)  che  rota  intorno  all' assi utoto,  hit  la  curvatura  totale, 
'n  ogni  punto,  uguale  a  —  '/'"'  se  n  è  la  lunghezza  (costante)  della  tangente  fra 
il  punto  di  contatto  e  l'assintoto.  Sappiamo  inlatti  che  il  centro  di  curratura  C^ 
*'  projetta  in  T.  al  piede  Julia  tangente,  sull'asse  di  rotazione,  e  che  l'altro  cen- 
:>  principale  di  curvatura,  C, ,  sti  Hull'asse;  ed  ora  nel  triangolo  rattongolo 
Tc,f, 


MC, .  MC, . 


:MT' 


P>P.= 


—  rww  - 

6i  Lu  sii|ierfiL-Ìe  applicabili  per  SBiiipIife  Hussioue  sul  piano  debbono  p**re 
a  curvatura  nulla,  vale  a.  dire  tali  che  in  tutti  ì  punti  si  abhin  ri  —  a'  =  0;  esse 
sono  dunque  ("§276)  le  superficie  sviluppabili.  Secondo  Casorati  In  sola  aupertìcie 
R  cutvaturii  nulla  iiarebbe  il  piano,  mentre  uu  l'iliudro  circolate  avrebbe  U  metà 
della  ciirvatura  d' ima  «fera  dello  Atetiso  raggio.  Tornando  al  concetto  dì  Gatiae,  & 
importante  notare  che  le  geodetiche .  in  quanto  segnano  ìl  pi(t  breve  caimnino  ii»  1 
due  punti ,  restano  tali  nell'  applicastìone  d'  una  superficie  sopra  un'  altra,  dif;uÌM-  ' 
otte,  se  una  sviluppabile  si  applica  sul  piano,  le  tue  grodetiche  ni  rettificano.  In  par- 
ticolare si  rettifica  qualunque  curva  quando  se  ne  applica  sul  piano  la  svìluppit- 
bile  rettificAnt«  [§  2tt0,  n),  vale  a  dire  che  pi<r  '«s»'  curva  si  può  l'ar  passare  unti 
sviluppabile  tale,  che,  q\iaado  questa  si  applica  sopra  un  piano,  la  curva  si  tras- 
forma in  una  retta.  Le  sviluppate  della  curva  (§  2H0,  6)  si  rettiflcanD  invece,  tutta, 
ijuando  si  applica  sul  piano  la  sviluppabile  polare.  K  qui  vogliamo  far  notare  uh.», 
siccome  la  sviluppabile  polare  di  qualunque  curva  pinna  i;  un  cilindro,  le  svilofi- 
pate  d'  una  tal  curva  son  sempre  eliche  cilindriche. 


294.  Esercirli:  a)  Per  una  ({uadricH  a  centro,  riferita  ai  n\ 
colare  In  curvatum  totale  mediante  la  formoìa  (29i  prendendo 


iisi ,  si  può  Mt 


ndo   y  — -  i=  1   r  equazione  d 

al  centro  h  data  dalla  formnla 


Triina  si  oseervi  che,  essendo  2  —  =  1   ''  equazione  del   piano   Ihuki 
stttnsa  h  di  questo  piano  al  centro  h  data  dalla  formnla 


quindi  la  122;  dà 


,i»6'c'    "   -^    y    '  I     ,,,^1^1  ■ 

.«    '(=    0     » 
./    n     fi'    0  I 

;      U       0      e'  ! 

Dunque  (c/r.  g  |!I6,  /.}  wÌ/<  •imdriohe  u  i-eniro  la  ..■uf»u/«^u  M-ik  i).i./.f  «.«.e  /.i  •/luirU 
]iotettta  della  di»lanta  fra  ti  jiiaiui  Utni/rtrìe  ed  il  cenlrti. 

Il)  Proponiamoci  di  calcolare  te  curvature  principali  in  un  punto  qualuii' 
que  M  d'una  superficie  sviluppabile.  I-e  coordinate  di  M  si  possono  porre  «oWl 
la  forma  Xss,' +  ■«»,  Y  =y -f-iv  ,  Z:=  ; -^-cc,  dove  o, fi. e  rappresentano  i 
xeni  direttori  della  generatrice,  ed  x,  >/  ,  e  le  coordinate  del  punto  Q,  ìn  cu 
generatrice  tocca  lo  Mpigolo  di  regresso.  Queste  sei  quantità  dipendono  uuicami 
dall'arco  u  dello  spigolo,  mentre  u,  indipendente  da  u,  rappresenta  la  lunghoin 
del  segmento  QM.  Ciò  premesso,  poiché  si  sa  (§  270)  che  i  coseni  direttori  doli» 
normale  alla  superficie  i>on  quelli  a  ,  ^  ,  f  della  binonuale  di  (Qj,  si  vede  etiblto 


che  p  =  — '  ajx  >  9  =  —  P/Tt  ^'  oij.le  si  de  luce 

dp òq  òp b  òq a 

cioè 

ra  +  sb  =  éa  +  tb  =  0     ,     rX  +  «Pt  =  — 7?-?     1     '^  +  ^1^  =  :^'^ 
quindi 

]^a  (21)  dà  K  =  0:  ciò  era  da  prevedere,  sia  perchè  già  si  è  visto  (§  276)  che  in 
tutti  i  punti  d*ana  sviluppabile  è  rt  —  s*=:0,  sia  perchè  il  coincidere  dei  due  si- 
stemi di  assintotiche  nell'  unico  sistema  delle  generatrici  ci  dice  che  una  delle  se- 
zioni principali,  in  un  punto  qualunque  M,  è  la  generatrice  stessa  che  passa  per 
M  j  giacché  le  tangenti  a  tali  sezioni  debbono  dividere  per  metà  gli  angoli  delle 
rette  osculatricL  Dunque  una  delle  curvature  è  nulla;  T altra  è  data  dalla  prima 
formola  (19),  ed  è 

-i7=-|(l-PV  +  2ap«A  +  (l-a«)''*|--i  =  -(l-<-'-v',)-^,  =  --^, 
JC  i/i'Y  *«Y  t»*^ 

sicché  R=  —  t'^tg^,  dove  f  è  l'angolo  dì  cui  deve  rotare,  in  un  senso  già  defi- 
nito (§280),  la  tangente  allo  spigolo  di  regresso,  per  coinci«lere  con  la  genera- 
trice della  sviluppabile  rettificante;  e  poiché  la  lunghezza  R  vii  portata  nel  senso 
positivo  della  binomi  ale,  si  ve  le  che  i  centri  di  cun^ofitra  normale  deUe  trajeUorie  ttr- 
toqonnli  delle  generatrici  d' una  sviluppaòiìe  ap})artengono  alla  sviluppabile  rettificante 
dello  Hplgtdo  di  regreMo,  Alla  m6:le4Ìina  conclusione  si  giunge  anche  osservando  che 
la  generatrice  della  sviluppabile  rettificante  dello  spigolo  di  regresso  è  in  pari 
tempo  (§§  274,  a;  280,  b,  e)  Tasse  dei  circoli  osculatori  di  tutte  le  trajettorie  or- 
togonali, d^onde  si  deduce,  invocando  il  teorema  di  Meusnier,  che  la  detta  gene- 
ratrice incontra  i  piani  perpendicolari  alla  generatrice  della  prima  sviluppabile 
nei  centri  di  curvatura  delle  corrispondenti  sezioni,  lungo  la  generatrice  stessa. 

2*.r>.  TeriniDiamo  gtìDaralizzaudo  le  forinole  (10)  in  guisa  da  renderle 
immediatamente  applicabili  al  caso  che  x ^y ,z  siano  date  in  funzione  di 
due  variabili  indipendenti  u,r.  Richiamiamo  le  forraole  finali  del  §  261 

'         ^^y-^)      ^r^,=  _-A   -^ì  ,  €»!.=  -•  ^-  -  l^±l^  ,     (23) 


Delle  quali 

**\oaf  *^\0v/  '■dado 

Essendo 

d{i,€r<£>)      d(i,e^Ki>)   d(u,f)  1  1     <)(£,91fe) 


ò{x,y)       d(u,,o    d(x,.v)    j/^^TT^'  s^   ac*».»)   ' 


ecc» 


—  ;i()8  — 
si  lia  pure,  per  la  seconda  formola  (20), 

Moltiplicando  queste  tre  espressioni  rispettivamente  per  i*,^K£)*,©V,  e 
sommando,  si  ottiene 

d(«,t,)       ^~"-      d(u,f)      ^"'^      d(tt,.;)      •      ■ 


V^dT^ 


ossia 


\/ah  —  e* .  K  = 


€fls>     - 


di 


i         ^  ~ 


€>lt^    - 


di 


La  (24)  si  può  anche  trasformare  in  modo  da  far  comparire  esplicitamen- 
te, nell'espressione  di  K,  le  derivate  parziali  prime  e  seconde  di  x ^y^z 
rispetto  ad  u ,  v.  Ponendola  sotto  la  forma 

^  ^  ^l{a,v)       ()(u,v)        ' 

si  riconosce  subito  che  il  secondo  membro  è  il  prodotto  delle  matrici 
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D'altra  parte,  se  si  esegue  la  moltiplicazione,  e  se  si  tien  conto  delle  u- 
guaglianze  ottenute  derivando  parzialmente  le  condizicmi  di  ortogonalità 


si  trova  che  gli  elementi  del  determinante  prodotto  sono 
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s  per  brevità  si  e  posto 
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(26) 


•^.M).  Siinilnieute  per  calcjolure  H  partiiuiio  dalla  prima  forinola  (20), 
ibiaodo  il  segno  del  secondo  membro  affinchè  i  coseni  £,é)lfe  siano 
>i  c<)l  segno  clie  vien  loro  dalle  (23)  per  u  =  ,r ,  r  =  «/.  Evidentemente 


"dy         ()(jc,i/)       S(x,yj 


1  1  rò(i,!/)     ò(9lfe,x)-| 

|/a//_r:«    €>^Ld(«,r)  a(*i,t;)    J 


fidi  |/a^  — r*.H  si  può  esprimere  mediante  una  qualunque  delle  tre 
erenze 

KgHg ,  y)     a(gn& ,  »)      a(£ ,  «)    a(g>ig ,  x»      a(gyi& ,  x)     a(j ,  y) 

()(«  ,  v)  d(w ,  r)        '     Ò(m  ,  r)  d(tt ,  tM        '        d(ti ,  v)  ò(tt ,  v) 

pettivamente  divise  per  i,€^,?>Xp.  Ne  segue,  moltiplicando  per  £*, 
•>*,^^%  e  sommando, 

r  J>(S^  I  y)      ^(0I& ,  «) 


|/.;^=:7^H=2x[^f^-f-^f'.V']' 

^^      L     ()(»*.  r)  O(«j^0     J 


'e  1*0 


\',T^' . H  =  2 [(* I  - «^ I)!!  - {^ Ì-^'£)t]- 


auto  un  calcolo  facile  dà 


01/  1         /  ÒJr         òx\      ..^^  Ss        _-    òy  1        /  òx         dx\ 


mque 


òx  a£        dx  d£ 


DxD£  .  oidi 


xnf       ,OxùX  OxOX   ,      /OxOX    ,    OXdXvT 


ìnalmente 


H  = 


Ciò  +  3Sa  —  2vgc 


(26) 


—  ;U(t  — 
E  facile  verificare  cLe  le  IbraiDle  (25)  e  (l'O)  si  ridiicouii  alle  (10)  per  v 

"^tf,  giacclié  in  .|ue.sta  i[Mitesi  !<■  fiin/.j.mi  «  , /', '-.fl  ,??,i?  divai 
1  +p\ì'i-'r-./"l.r.l.s. 


^7,  Linee  di  curvatura;  ombelichi.  Per  0 eterni ìaare  le  linee 
4i  ciirvatuni  (§?iiij)  il'ima  superficie  il.ita,  sj  ha,  eliininaiidd  k  fra  le  (17), 

(1  +;'')'fa+P?tiy_pg<ir  +  (l  +  tf')dy 

rd.r-\-idf/  «rf.r  +  My  '  ' 


\ì+p'        pq) 


il'oade,  iitiniiigiuaudo  espressa  le  funzioni  i>.q.>\s  .1  nttlle  snli^  variiiliili 
iiidipendButi  x  ed  }/,  si  ricavano  due  equiizinni 


de 


dx 


{W) 


e  da  queste,  uouaidenil*  separatala  ente,  si  potrà  risalire,  nel  modo  i:he 
verrà  spiegato  verso  la  line  del  Corso,  alle  equa7,ioni  dì  due  famiglie  ili 
cilindri  paralleli  all'asse  s,  i  (jualì  ta^'llaDo  la  sitperlicie  secondo  lesila 
lìnee  di  curvatura.  Si  osservi  che,  se  la  coordinate  ,r  ,y  ,z  d'un  punl-i  M 
della  superficie  soddisfano  anche  alle  altre  due  e<]u;iiìiotiì 


1+p' 


l  +  v* 


(3»? 


kssolo  in  questa  ipotesi,  la  {;ìH)  è  siKiilisfatta  identicanieute,  siccìiè  in  ^^ 
{^concorrono  infinite  linee  dì  curvatura.  Siffntti  punti,  che  sì  chiamane^ 
mbetichi,  sono  generalmente  in  numero  finito;  ma  possono  anche  for^ 
mare  linee  della  suparlìcie:  ciò  avviene  quando  le  (30)  si  riducono  ad  un» 
I  sola  equazione.  L' indeterminazione  della  direzione  dolio  tangenti  alle  li- 
Jaee  di  cun-atura.  in  un  ombelico,  non  può  esser  dovuta  ad  altro  che  al- 
l'Indeterminazione  della  coppia  degli  assi  nell'indicHtiice  di  Diipiu,  (ào& 
«ir esser  questa  un  circolo.  Ne  segue  (g  ■^Jó)  che  intorno  agli  ombelichi  1»" 
superficie  si  comporta  come  una  sfera,  perchè  spostando  inGuìtiuneatd 
poco  il  piano  tangente,  perpenilieolarmente  alla  normale,  si  detenninitno 
nella  superficie  sezioni  cireolari  infinitesime.  (Jiò  permetti»  di  veder  su- 
bito che  sopra  un  ellissoide,  per  esempio,  si  hanno  quattro  ombelichi  Ma- 
li, che  sono  gli  estremi  dei  diametri  conjugati  alle  due  serie  di  aezioai 
circolari.  Del  resto  si  può  verificare  che  le  condizioni  (;!0)  equivalgoao 


—  311  — 
puuto  airuuica  p^  =  p^,  giacché  dalle  (19)  si  trae,  cou  un  calcolo  facile, 


(---)■ 


:.+ 


l+P*      1+9' 


e  si  vede  che  per  l'eguaglianza  p^=Pi  le  (30)  sono  sufficienti  e  necessarie. 

208.  Le  normali  condotte  ad  una  superficie  lungo  una  curva  qualun- 
que costituiscono  una  rigata  generalmente  gobba,  che  chiamasi  norma- 
Ha.  Fra  le  infinite  normalie,  che  passano  per  un  punto,  quante  e  quali 
sono  sviluppabili  ?  La  coudizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  la  nor- 
male in  M  generi  una  sviluppabile,  quando  M  si  sposta  sulla  superficie 

data ,  è  (§  268) 

2»      dp     dx    =  0  . 

q       dq     dy 

—  1        0      dz 

11  determinante  scritto  nel  primo  membro  è  uguale  a 


1       |>      dp  dx  -{-  pdz    = 

!  i 

q       dq  dy  -{-  qdz 
—  10  0 


dx  -|-  j)dz     dp 
dy  -f-  qdz     df/ 


Dunque  dev'essere 


dx  -f-  p(h       dy  -f-  qdz 


dp 


d^l 


(31) 


lUH  questa  eguaglianza  non  differisce  dalla  (27),  come  si  riconosce  subito 
<'sseiTando  che 

dz  z=..pdx  -\-  qdy     ,     dp  :=  rdx  -J-  «dy     ,     dq  =  «da:  -^  tdy  . 

i^assaiio  dunque  per  ogni  [unito  della  superficie  due  normalie  sviluppabi- 
li Je  cui  tracce  sulla  superficie  sono  appunto  le  linee  di  curvatura.  Gli 
spigoli  di  regi*esso  di  tutte  queste  normalie  formano  una  supsrficie  a  due 
falde,  che  si  può  anche  considerare  come  il  luogo  di  tutti  i  centri  inHnci- 
pali  (jti  curvatura.  Questa  seconda  superficie  è  dunque,  rispetto  alla  pri- 
^a,  l'analoga  della  sviluppata  *  d'una  curva.  La  precedente  proprietà 
caratteristica  delle  linee  di  curvatura  si  può  enunciare  dicendo  che  ogni 
linea  di  curvatura  è  tracie ttoria  ortogonale  delle  generatrici  sopra  una 
sviluppabile,  costituita  da  normali  alla  suj/e7'ficie ,  ed  {iggiungendo  che 
tale  proprietà  non  appartiene  ad  altre  linee.  Da  ciò  è  facile  dedui're,  ri- 
cordando un  precedente  teorema  (.^  274,  è),  che  una  curva,  quando  è  linea 


*  Per  le  principali  proprietà  delle  sviluppate  delle  superfìcie  vedi  Geometria  intrinseca  , 


p.  no. 


—  Slm- 
ili curvatura  soimi  una  supprlirii^.  ccjiisei"v;i  i]iiesUi  sim  cjiriiltere  su  tutte 
le  suput-licie  l'he  taglialo  hi  (luta,  lungo  In  cui-vh  stessa,  solto  un  itajola 
custante.  Ne  segue,  in  particolare,  die,  quaitdo  tm  piano  taglia  una  m- 
perficle  solto  un  angolo  costante,  f  intersezione  è  ìiecessariamenle  linea 
di  curvatura  ;  ed  iuversnuieiite,  se  mia  linea  di  cufcatni-a  è  piana,  il  suo 
piano  taglia  la  superfìcie  sotto  un  angolo  costante.  Altrettauto  si  può  af- 
fermai'e,  più  geiiei-iilmeute,  \)ev  le  ciii-ve  sferiche,  giacché  sopra  uua  sfera 
ogui  curva  è  liiieii  di  ('ui-vntin';i. 

■JiKK  Forinole  di  Rodrigue.  i.a  coinliKiuut:  perchè  il  puiilu  {j;y.:) 
generi  una  liuea  ili  cuniitura,  sopi'a  una  data  superliuìe,  si  può  imiiie- 
diataaieate  scrivere  espriuieudu  die  il  piauo  normale  alla  linea  conside- 
rata deve  (§  'J74 ,  a)  coincìdere  col  piano  rettìficiinte  d' una  sviluppata  di 
questa  linea,  le  cui  tarigfiiti  simo  normali  alla  snpei-lìcie.  sicché  si  lieve 


<l£      <?©!&.      <im:>  ' 


m 


ktti  questo  If  fbr/iiiile  di  lio'lrigue,  che  si  l'iducouo  ad  una  sola  se  si  tteii 
into  delia  coudizione  di  perpendicolarità  idn-  +  ■C^M-xln  +  Stsrf-  ^=0.  In- 
irersaineute ,  tjuaado  le  {3:?)  Sdiio  soddisfatte,  si  ha  pui-e 

\     i         di       <tc    =0  , 

vale  a  dire  {§  208)  che  la  uonnale  alla  superfìcie  genera  una  sviluppabil* 
e  perà  il  punto  (.r,  y,z)  si  sposta  lungo  una  liuea  di  curvatura.  Del  re»*" 
le  (as)  3i  possono  anche  trarre  dall'ultima  condizione,  poiché  questa,  el' 
vata  al  quadrato,  sì  riduce  facilmente  alla  forma 

{d?>X9  dy  —  rfSRrt  dif  +  {didt  ^  d^Jtsdxf  +  (d€l^<ì  r  —  rfXrf.v)'  =  0  , 

fl  si  spezza  quindi  nulle  (;ì2).  K  poi  facile  vedere  che  il  comune  valore  d** 
rapporti  (a2)  rappresenta,  a  prescindere  dal  segno,  il  corrispoudeuto  ng" 
gio  pi'iucipale  di  curvatura.  Fioatmente  dalle  forniole  di  Rodrigue  si  pass* 
alla  coudìzioae  (31)  differeuziaudo  i  =  —  f1^p,i%>=  —  €n^,  ed  osser- 
vaudoche  dS  j-pd^Jl^.dSIRii  +  qii^fls,  e  per  cousagueuza  anche  dx-{-p<iSj 
(iy-\-qdz,  souo  proporzionali  a  dp,Uq. 


SOO.  Esempli  :  a  >  Sulle  siiperlit-ìe  di  rotazione  lo  tii 
ridiani  eil  i  jiiindleli.  luitttti  le  normuli  tilla  aiiperlìcie 
stanuo  nel  piniio  ct^l  meridiano .  e  le  normali  lungo  iii 
l' iiBae  di  rotaKÌone.  Pii'i  semplicemente  basta  OMervArn 
meridiano  o  parallelo  incontra  In  superficie  ad  angolo 


cedi  cnrvatum  sono  ii"<" 
lungo  cinaciin  meridiani^ 
parallelo  eoncorrono  ni' 
he  ii  piano  di  qualunque 
e.  Del  resto,  quaudo 


li  é  trovala  ii 


I  .lei  dui 


e  di  curvatura,  l'altro  è  delerminato  daD* 


—  :M:5  — 


condizione  che  le  sue  linee  incontrino  ortogonalmente  quelle  del  ])rimo.  Ai  due 
sistemi  di  lìnee  corrispondono  le  due  falde  della  sviluppata,  delle  (piali  una  è  ge- 
nerata dalla  rotazione  della  sviluppata  del  meri.iiano  intorno  al  medesimo  asse,  e 
1^  altra  si  riduce  (§  282,  /')  a  questa  sala  retta.  Per  esempio  un  catenoide  costitui- 
sce, insieme  all'asse  di  rotazione,  la  sviluppata  d*  una  pseudo8t\;ra. 

b)  Sopra  una  sviluppabile  ogni  fjvìieratrice  è  linea  di  curvatura  (§  2J>4 ,  b) 
perchè  le  normali  alla  superficie,  lungo  una  generatrice,  stanno  in  un  piano.  So 
le  generatrici  si  fanno  rotare  d*  un  angolo  retto  intorno  ad  una  loro  trnjeftoiua  ttr- 
togonaUj  esse  diventano  normali  alla  su])erficie  senza  cessurf»  l^j  271 .  A)  di  custi- 
tuire  una  sviluppabile;  e  si  riconosce  cosi,  dirottamente,  che  le  traiettorie  orto- 
gonali delle  generatrici  formano  l'altro  sistema  di  linee  di  curvatura.  J^a  svilup- 
pata ha  poi  una  falda  all'  infinito,  e  l'altra  (J:}  294,  b)  è  la  sviluppabile  rettificante 
dello  s])igolo  di  regresso. 

e)  Su  qualunque  inviluppo  d'  una  semplice  infinità  di  sfere  le  varatteristicht 

sono  linee  di  curvatura,  giacche  (§  275)  limgo  ciascuna  di 

esse  le  normali  alla  superficie  sono  i  raggi  stessi  della  sfera 

inviluppata,  i  quali  concorrono  nel  centro  C^.  Ne  segue  che 

uno  dei  due  centri  principali  di  curvatura  è  0^  :  l'altro  si 

(l(?termina  facilmente ,  nel  caso  d' un  tubo  (§  279 ,  b) ,  osser- 
vando che  appartiene  allo  spigolo  di  regresso  della  svilup- 

]>abilo  generata  da  mia  normale  alla  linea  centrale ,  e  che 

per  conseguenza  (§  280,  b)  deve  stare  sull'asse  del  circolo  osculatore  di  questa 

linea.  I  raggi  principali  di  curvatura  sono  dun(]ue 


Pi  =  H     ,     p,  =  li  — 


C0S9 


<^^ome  si  può  anche  stabilire  con  soli  calcoli,  facendo  uso  delle  (19)  e  ponendo 
2Xi X  —  X)  =  C0S9 ,  ^  P*^*^  semplicemente  prendendo  u  =  «  ,  u  =  9,  e  servendosi 
bielle  formolo  (26)  e  (26).  Osserviamo,  per  finire,  che  la  sviluppata  d'un  tubo  è  co- 
J^tituita  dalla  sviluppabile  polare  della  linea  centrale  e  da  questa  linea  stessa. 

''ìO\.  Torsione  geodetica.  L:i  proprietà  caratteristica  delle  linee 
•n  curvatura,  trovata  nel  §298,  è  intimamente  connessa  al  concetto  di 
torsione  geodetica,  introdotto  da  Bertrand  per  dar  la  misura  della 
Jtìviazione  angolare  del  piano  tangente,  intorno  ad  una  tangente,  quando 
il  punto  di  C(mtatto  si  sposta  nella  direzione  della  tangente  stessa.  È  na- 
turale assumere  come  misura  di  tah;  deviaziont»  il  i*ap[)orto  a  d<7  (diffe- 
f'^^uziale  «ielTarco)  deirangolo  ili  cui  rota  la  projezione,  sul  piano  nor- 
J'iale,  della  normale  alla  superfìcie,  angolo  (§273)  W  n 

•fin  trovato  uguale  ad  tj  — rf<p.  K  (questo  rapporto 


1         d(D 
t.         dG 


1 


a>  k 


che  si  chiama  toi'sione  geodetica.  Evidentemente  la  "  binormai«  x 
proprietà  caratteristica,  accennata  in  principio,  si  può  esprimere  dicendo 


40 


\ 


—  an- 
che le  lìnee  di  curvatura  sono,  in  ogni  punto,  a  toì*sione  geodetica  nuUa. 
La  torsione  j^eodetica  rappresenta  dunque,  per  le  linee  di  curvatura, 
qualche  cosa  di  analogo  a  ciò  che  la  curvatura  normale  (§284)  è  perle 
assintotiche;  ed  entrambe  restano  invariate,  in  ciascun  punto,  per  tutte 
le  curve  che  ammettono  la  stessa  tangente,  mentre  la  curvatura  geodetica 
varia,  per  queste  curve,  insieme  alla  posizione  del  piano  osculatore.  Ve- 
dremo inoltre  che  vi  è  analogia  fra  le  leggi  che  reggono  le  variazioni  della 
curvatura  normale  e  quelle  che  presiedono  al  variare  della  torsione  geo- 
detica nelle  infinite  direzioni  intorno  ad  un  punto,  in  quanto  che  Tuna  e 
Taltra  son  misurate  da  funzioni  quadratiche  omogenee  dei  coseni  che  de- 
finiscono tali  direzioni. 

302.  Ed  infatti,  se  con  a\h\c  si  i*appreseutano  i  coseni  direttori  della 
tangente  alla  superdcio,  perpendicolaie  a  quella  che  si  considera,  è  chiaro 
che ,  essendo 

jC  =  a.sen9 -{■  ^**<^^9     •     a'==ae*os9—  X9en9  ,  ecc. 
si  ha 

d£  a  ,         d?>\l£>  h  ,        df)\9  e 

—  =  —  —  cos«  —  ar   ,   —7—= cofi«  —  6t  ,   —    --  = coso  —  ct. ('38i 

rf^  p  da  p  do  p 

Queste  sono,  per  cos'i  dii'e,  le  formolo  di  Frenet  (r/>\  §2t^)  relative  alla 
torna  di  direzioni,  definita  dal  detiM'm inaliti  ortogonale 

=  1  . 


•                     t 

j  a     a 

X 

1 

ì:">IÙ' 

! 

1  0      e 

©y>  ! 

Moltiplicandole  (:^^)  una  volta  ptM*  (t,h,r,  ed  un'altra  [>er  a\h\c\  si 
ottiene,  sommando, 

co»  9  V    ''-^         •  V   ''^^ 

p  ^^     d<7  ^     do 

Ora,  poiché  i  =  — 0^9/?,  ^i>lCt>  =  — 2)b(/,  dove  0&=l/l^l-fi/'+V»  se  si 
tien  conto  delle  condizioni  di  ortogonalità  pa  -{-  qh  =  e ,  jta'  -|-  qh*  =  e  ,  le 
ultime  formole  diventano 

eoa  9         /   (/^It? 


P 


\^  da  dal        y   di    ^        dal         da  \   da~   da} 

\    da  dal        V  da  da}         da  \  da^    da' 


La  prima  formola  uou  differisce  dalla  (IH),  della  quale  abbiamo  così  im'al- 
tra  dimostrazione;  la  seconda  ci  dà 

raa  4"  *{àb'  -f-  ha)  '\'  thh' 


v^+iy+a'' 


(34) 


e  questa  si  può  porre  sotto  una  forma  analoga  alla  (13)  osservando  che 

a'  =  é>l&j  —  <D\&b  =  —  <D1s>{b  +  gc)  =  —  ^X£>[pqa  +  (1  +  r/)6]  , 
V  =  ^:>\ì>a  -     ic     =       £fl^(a  +  pc)=       Ofefri  +  p*)a  -f  /i^//]  . 

(V)si  si  ottiene 

'"'' i+y'*  +  7*     ~ 

e  si  ricade  sulla  condizione  (27),  caratteristica  delle  linee  di  curvatura, 
quando  si  pone  t  =  0. 

:m);ì  Per  la  ricerca  delle  proprietà  di  t  è  più  comodo  l'uso  della  (:U): 
<i)  Una  prima  pi-oprietà  si  scopre  subito  osservando  che,  se  alla  di- 
rezione {a,h^c)  si  sostituisce  {a',b',c'),  a  questa  bisogna  sostituire  la 
direzium»  ( —  a ,  —  h ,  —  r),  dimodoché  t  ncm  fa  che  cambiar  segno.  Dun- 
que  due  linee  d'una  superlìcie,  che  s'incontrano  ad  angolo  retto,  hanno, 
nel  punto  d'incontro,  toi'sioni  geoiletiche  opiM)ste  nel  segno,  ma  uguali  in 
valore  assoluto; 

h)  Se  {a^ ,  h^ ,  r,)  ed  (a, ,  />, ,  (\)  sono  le  direzioni  delle  tangenti  alle 
linee  di  cui'vatura,  si  può  sempre  porre 

a  =  a^cos^  -{-  a^san^     ,     a=  —  a,senO -|- a^cosO  , 

Sostituendo  in  {:ii)  questi  valori,  ed  osservando  che 

si  ottiene  la  formola 

T  =  | IsenecosO  ,  (36) 

\Pi       Pi' 

che  mostra  chiaramente  come  varia  t  intorno  a  ciascun  punto; 

<?)  Se  al  prodotto  delle  curvature  normali  nelle  direzioni  {a,b,c) 
ed  {a\b' ,c')  si  aggiunge  il  prodotto  delle  torsioni  geodetiche  nelle  mede- 
sime direzioni,  dopcj  avere  osservato  che  l'espressione 

{ra}  +  2$ah  +  tb^) [la^ -f  ^na'b'  +  ///')  —  | ran  +  8{aV  +  ha)  -J-  tlò' |* 

si  riduce  identicamente  ad  (;'/  — 5*)S^*,  si  ottiene  rimi)ortante  formola 

K=1-t',  ^36; 


-  -Ali; 

diesi  iiUli  auche  stubilii-u  serveiiiiusi  ileircspiMs^iouit  (3Ó)  di  t,  «della 
formola  (li  Eulero.  Scrivendn  itiratti  quest'ultima  nei  dus  modi  iiu 

noi  §  2815,  si  ottiene  subito,  moltiplicaudo. 


4.  +  Ì 


n 


I 


^01.  Linee  assintotiohs  ;  teoremi  di  Eaneper  e  di  Beltra^ 

.  La  ricerca  doUe  assiutoticlie  è  fondata  8itirc.<(uuzioriiì 

Ospriiueiite  C-hu  la  curvatura  iioi'iuale  di  simili  ciii've  è  nulla.  Lu  iiiedesì- 
ina  equu!:ione  esprime  auche  l'uftuguimlità  ili-lln  noi-male  jtriiicipale  em 
la  uormalo  alla  supai'fìcie.  giacche  il  in-irno  niPiTibro  è  ideutica niente 
ngtialB  a  —pd'.r  —  q(('\i -{-il'z.  I,a  (;tT)  si  pini  iliirniue  scrivtìi-e  in  fiirnia 
più  g«uerale  cosi: 

Qiiaudo  .*■,(/,;  souo  date  in  luiizione  di  due  variabili  indipendenti  v  .f . 

e  si  osserva  che 


vl'ultima  i!i|uazi(nip  ilivcnta 


€lrfi<'-j--2erf«,ÌL'-Ì-S 


(38) 


dove  £1 ,  Sft ,  <2  hauuo  il  significato  stabilito  in  line  del  §  2S6.  Si  vedi'ii  in 
seguito  che  l'equazione  (37)  caratterizza  (come  la  (28),  che  ha  la  stessa 
lU)  due  semplici  inlluità  dì  superficie,  le  quali  intersecano  la  data  sii- 
^ficie  lunyo  le  linee  assintotlohe.  Del  resto,  per  fare  lo  studio  di  quest* 
^ìnee,  sopra  luia  superfìcie  data,  non  è  indispensabile  coaoscui'd  le  loro 
equazioni,  parche,  note  le  curvature  principali  della  superllcie.  si  hanno 
formole  per  calcolare  le  curvature  delle  assiii lotiche.  Noi  nou  potreiuuio 
qui  dimostrare,  senza  uscire  dai  limiti  imposti  a  questo  Corso,  la  forma- 
la *  di  Bonnet,  che  dà  la  flessione  delle  assintotiche  espressa  niedÌJUil« 
p,  e  Pj  ;  ma  è  facile  dedurre  dalla  (1(0)  il  seguente  teorema  di  Knnepop:  f» 
torsione  delle  assintotiche  si  calcola  estraendo  la  radice  quadrata  delta- 
curralitra  totale,  cambiata  di  segno.  Infatti  per  le  assintotiche,  come  pet* 
tutte  le  curve  che  hanno  le  normali  principali  ugualmente  inclinate  sull^ 
normali  alla  superfìcie  (e  quindi  ancho  jw-r  le  geodetiche),  la  torsione  geo* 
detica  non  differisce  dalla  torsione  assoluta;  e  però,  essendo  1/i=t,  l/p=^R<' 
la  formola  (3tJ)  dà  t.=±V'^,p,. 


•  .Vi'l-rH«  A 


nuìes  dt  ilathéau 


*>1  * 

305.  Dimostriaiao,  per  lìuire,  il  teoretnadi  Beltì^uini^  eiiuuciat(j  nel 
§  283.  Si  ponga  Torigine  in  un  punto  qualunque  M  della  superficie;  si 
prenda,  nel  piano  tangente,  la  tangente  ad  un'assintotica  come  asse  delle 
ce,  eia  normale  principale  c^)nie  asse  delle  y ,  conducendo  T  asse  delle  z 
(normale  alla  superfìcie)  nella  direzione  negativa  della  binormale.  Le  for- 
inole (io),  trovate  nel  ^2\\,  sono  applicabili  a  (|uaiunque  curva,  tangente 
alPassintotica  ed  osculata  in  M  dal  piano  tangente  alla  superficie;  sic- 
ché, se  cr,y,z  sono  le  coordinate  {u,%o,  —  r)  d'un  punto  M',  infinita- 
mente prossimo  ad  M  sulla  (!urva  che  si  considera,  si  ha 

vi                   3            1 
im  — ;  =  —     ,     lim  — r  = . 

In  pai'ticolare  queste  formole  valgono  per  l'assintotica,  quando  per  p  ed  t^ 
si  {>ongono  i  valori  p„  ed  t^,  che  questi  raggi  hanno  suU'assintotica,  in  M. 
D'altra  parte  all'equazione  della  superficie  si  può,  intorno  ad  M,  «lar  la 
roi'Hia 

2  =  ^l^{rx^  4-  2éxy  -f  <*/*)  -J-  Ara:'  -[-  . . .  . 

Siccome,  per  ipotesi,  una  delle  rette  osculatrici  è  l'asse  delle  ,/*,  si  ha 
;•  ==  0.  Inoltre  la  (34)  dà  *  5  =  l/t^^  ;  quindi,  se  si  fa  tendere  M'  ad  M, 

A:  =  lim  — r Imi  — -  =  —  ( |  . 

05'         x.^         X*        2p\at.        X.J 

In  particolare ,  se  M'  tende  ad  M  lungo  Tassintotica,  /i  =  -— l/Sp^to.  Dal 
confronUj  fra  i  due  valori  di  /;  segue  V  interessante  formpla  di  lìonnet 


P 


r,. 


Po  * 

che  racchiude  come  caso  particolare  (*  =  x)  il  teorema  di  feltrami. 

300.  Linee  geodetiche;  forinole  di  "Weingarten.  La  defini- 
zione (§2fì<>)  delle  geodetiche  d'una  superficie  si  traduce  immediatamente 
nelle  equazioni 

d  dx  d  dy  d  <^-      -^^ 

\  dn  d9  ds  dn  da  dn  ' 

% 

I 

r 

^n  cui  s  è  la  lunghezza  dell* arco.  Si  noti  che  queste  due  equazioni  si  ri- 
^lucoiìo  in  realta  ad  una  sola ,  giacché 

«7,  dx  d  d.c  v^  ,  dx 

V-- =  0     ,     Vi  — =0. 

^^  dn  ds  da  ^^     ds 

^^\  Pesto  ad  una  sola  e(|uazione  si  perviene  se.  invece  di  esprimere  che  la 


*  Con  questi  valori  di  r  e  Ji  .«  resta  nuovamente  dimostrato  il  teorema  di  Enneper,  giac- 
ché K  =  r< -»«=- 1 /ro«. 


uor'iiiiiltt  pntici|iule   uyiiiuiile  cyu 
la  bipoi-iii;ile  sta  nel  phxnn  t;ins.'ei 


i\\:\  superlirie,  sì  scrire  che   I 


Ileo  rai-;tiiieutt)  acciidti  che  9i  sappiii  dalle  (3*.l)  i-iiìHlii-e  aU'miuazione  tii 
-'.!/.;,  coti  liue  costiiuti  arbitrarie ,  atta  a  rappresentare ,  iusjeme  allV 
i|iiuzi()ui;  (iella  supurlicie,  In  doppia  inliiiìlà  delle  geodetiche.  Si  può  tut- 
tavia fare  lo  studio  di  queste  curve  senza  coiiuKceriie  le  equazioni  in  tei- 
niini  liiiiti,  ed  è  particolarmente  iinpiirtaiite  per  le  appi icuK ioni  il  Ha[H>i-v 
come  le  ifii(i(i('tìi;li((  si  coRipurtario  in  rt^ioui  limitatissiiue  delht  supeWì- 
cie.  Posta  l'origiue  sulla  supei'licie,  iu  M,  si  diri- 
'•  j^aiio  gli  assi  x  ed  y  secondo  le  tangenti  alle  linee 

I  di  ciii-vatura;  poi  sì  consideri  un  arco  MMWcr  sulla 

I  J^      geiHletica  dellnita  dall'angolo  6,  che  la  sua  Utngeule 

Xil^^^r^  '      '"  ^'  ^"-  COI  ^l^'-  Se  fra  le  sezioni  normali,  che  pas- 
^  -^^V-..    sano  per  M,  si  costruisce  quella  che  passa  anche 

pei-  M',  si  determina  sulla  superficie  uu  altro  iiTco 
MM'^o-f-  8.  Il  piano  dì  questa  sezione  si  suole  in  pratica  assuiiierj  co- 
me a-iculatore  alla  geodetica,  quautumiue,  per  farlo  diventar  tale.  Ti  sia 
da  imprimergli  una  certa  ileiu'azione  angolare  e:  questa,  computata  nel 
senso  del  moto  degli  iodici  d'un  orologio,  per  un  osservatore  posto  sulla 
parte  positiva  dell'asse  :  (normale  principale),  sì  calcola  subito  osser- 
vando elle  tge  ^  —  r/w ,  dove  net"  sono  (S  24 1)  le  distaa/.e  di  M'  al  piano 
normale  ed  al  piano  osculatore.  Quindi,  cambiando  in  a  ìl  tfs  delle  for- 
mole  (r.l)  del  S  241,  si  ottiene  e^a'/Opt,  vale  a  dire  che  la  tieNasione  t 
è  inlìniiesima  tl'H  seivrulo  ordine  rispetto  all'arco  a.  IJnesta  conclusione, 
così  semplice  e  del  resto  prevedibile,  chiude  iu  sé  una  delle  proposizioni 
fondamentali  della  Geodesìa.  Nella  pratica  si  suole  anche,  e  con  maggior 
ragione,  trascurare  8,  cioè  considerare  l'arco  MM',  misurato  lUD|fO  aaa 
sezione  normale,  come  un  arco  dì  geodetica;  e  ciò  si  giustilica  ilimostraDdo 
che  8=  '/'i<«'.  ■*'ale  a  d'i'e  che  la  dì/fh-enza  fiv  i  dm'  mx-fti  é  infinitesima 
del  quinto  ordine.  (Questo  ed  altri  importanti  risultati  si  possono  dodurr« 
Aa.\\«  forinole  di  Weingarten ,  \e  quali  danno  le  coordinate  x,y,3  dì  M' 
in  funzione  di  ?  e  di  0.  Siccome  si  ha,  per  le  citate  forinole  (IU), 


^  =  °~T7T  +■■■ 
si  ottieni.'  subito  i  = 


a^  d    l 


(ipr 
i  inoltre 


;t  +  - 


—  310  — 

D'altra  parte»  in  virtù  del  teorema  di  Eulero  (§28<))  e  della  i'orinola  (:tò), 
ricoi'dando  che  per  le  geodetiche  è  t=  l/t-,  si  ha 

cos6        senO        eoa  6  sen6        eoa  6        aenO 

P  «'     ""    Pi        '         P  ^     ~    Pt     ' 

Dunque 

307.  Applicazione  alle  superficie  di  rotaiione  :  a)  Per  determinare  le  oBshi' 
totichej  si  prenda  Passe  di  rotazione  come  asse  z;  e  sia  z=/(x),  nel  piano  xs,  Te- 
({nazione  del  meridiano:  Tequazione  della  Huperiicie  è  s=/(U),  con  li=|'^x*-|-y\ 
Ne  segue,  derivando, 


poi, 


Ora  r  equazione  (37)  diventa 

(dx«  +  rfy';9(K)  +  (-^^^  +  yrfv)*  ^"  =  ^  » 

ovvero,  facendo  uso  di  coordinate  polari  nel  piano  .q/, 

(dlV  +  R»(ie*)(p(R)  +  R<p'(R)rfR'  =  0  ; 

r|UÌn<lÌ 

Più  direttamente  si  giunge  a  (piesta  equazione  partendo  dalla  (38),  giacché  per 
M=R,  f=d,  si  trova  facilmente  a=R/"(R) ,  c9=RV"(R) ,  ^=0.  Nel  Calcolo 
integrale  si  apprenderà  a  risalire  dall'equazione  (40)  ad  un'altra,  in  termini  finiti, 
dt  (6  —  6j,)=F(R),  che  rappresenta  due  famiglie  di  curve,  projezioni  <lelle  assin- 
totiche  sul  piano  xy.  Tali  curve  possono  dedursi  tutte  dall' unica  6  =  F(R)  per 
.simmetria  rispetto  all'asse  polare  e  rotazione  intorno  al  polo. 

fj)  Solo  in  casi  specialissimi  è  possibile  la  completa  determinazione  delle 
geodetiche]  ma  si  può  tuttavia  pervenire,  nel  caso  generale,  a  trarre  dalle  (39)  un 
notevole  teorema,  che  agevola  molto  la  discussione  delle  geodetiche  e  permette  di 
rendersi  conto  del  loro  andamento  sulle  superficie  di  rotazione.  Infatti  si  deve  a- 

vere 

d  dx  d  (hj  d  dì/  d  dx 

- — --  :  X  = :  y     ,      ossia     x ■ // =0  , 

fw  ds  dn  ds     '  d«  ds       '  dn  djt 

o.  ancora,  successivamente. 

d  f   dy  dx\  dìf  dx 

-— (a?- V  —  1  =  0     ,     X ij  —  =  r. 

d9\   ds       ^ da)  ds       ^  d$ 


—  :v>0  — 

<love  e  è  una  costante  arbitraria.  Sia  ^  l'angolo  d'una  geodetica  col  meridianoji 
si  noti  che ,  essendo  —  sen  6  ,  cos  6  ,  0 ,  i  coseni  direttori  della  tangente  al  parai- 
ithj  e  dxjdtf ,  di/jd^  ,  dzltls  i  coseni  direttori  della  tangente  alla  geotletica,  si  ha 

sen  9  =  —  sen  0  . \-  cos  o.-^  =  --lx-^ V  —  I  , 

^  ds  ^  fht        ll\   dg       ^  da/  ' 

cioè  Ksen^j;  =  e.  Dun<|^ue  /e  tjeodetiche  d*  una  nuiHirJìde  di  rotazione  incontrano  i  me- 
ridiani sotto  am/olij  il  cui  seno  varia,  luntjo  ciascuna  geodetica,  come  la  curvatura  dei 
paralleli.  Questo  teorema,  <lovuto  a  Clairaut,  è  utilissimo  in  Greodesia.  Esso  im- 
pone dei  limiti  alla  regione  solcata  dalle  geodetiche  corrispondenti  ai  un  dato  va- 
lore (non  nullo)  di  «.  Infatti  li  non  ])uò  diventare  minore  di  e,  in  valore  asso- 
luto, e  però,  se  immaginiamo  che  si  percorra  una  geodetica  nel  senso  in  cui  vanno 
decrescendo  i  paralleli,  la  curva  andrà  deviando  sempre  più  dai  meridiani,  per  ac- 
costarsi ai  paralleli,  e  finirà  per  toccare  il  i)arallelo  di  raggio  e,  senza  poterlo  ol- 
trepassare. 

308.  Esercizii:  a)  Ci  sono  già  note  (§291,  h)  le  assintotiche*  dell' e/ìcoìir/f  a 
piano  direttore]  ma  noi  vogliamo  qui  ritrovarlo  col  procedimento  indicato  nel  §  304. 

L'equazione  della  superficie  è  s  =  a6  ,  dove  6  =  are  tg  -^ — [-  multiplo  arbitrario 

X 

di  «.  Ne  segue 

D:  (it/  (^z  ax 

Derivando  ancora  si  riconosce  che  r  ,  s  ,  t  sono  proporzionali  a  —  2xy  ,  jc'  —  y* . 
2xy,  sicché  V  equazione  (37)  diventa  —  xydx^  -["  (^'  —  y^)dxdy  -\-  xydy*  =  0,  e 
si  scinde  nelle  due 

ydx  —  xdy  =  0     ,     xdx  -\-  ydy  =  0  , 

la  prima  delle  quali  fornisce  le  generatrici  (y  =  A\r),  mentre  l'altra  dà  x*^-y'= 
costante.  Le  assintotiche  dei  due  sistemi  sono  dunque  tra  loro  ortogonali,  e  però, 
come  già  si  sapeva ,  la  superfìcie  è  di  area  minima.  Più  rapidamente  si  giunge  al 
medesimo  risultato  prendendo  m  =  R  ,  v  =  0,  ed  applicando  l'equazione  (38),  che 
si  riduce  a  cRR  rf6  =  0 ,  giacche  fl=  c9  =  0  ,  t?  =  —  </.  Le  assintotiche  sono  dun- 
que rappresentate  dalle  equazioni  \i=zcoìftante  (eliche)  e  ò==. costante  (generatrici  . 
rettilinee).  ■ 

h)  Della  mt*dosinia  superficie  j)rui>onijuiK>ci  di  corcare  le  linee  di  curvatura,   , 
le  (juali  sono  evidentemente  le  traiettorie  a  16*  delle  generatrici  rettilinee.  P^"'^ 
(lelerininarle  analiticamente  si  ^costituiscano  i  valori  '41^,  ossia 

;ì  = sen  0     .     7  -—  —  *'03  0  , 

nell' o<|uaziono  i-U).  Questa  diventa 

—  cose  —  il  -I-  -^  j  sen  Ot/O        '    -  seuO  +  f  1  +  -j-j  co.s  6  rfO 
-_    1 1 =  0  . 

sen  0  —  cos  il  aO  —  cos  0  -\-  sen  0  «u 


—  321  — 
e  sì  riduce  a 


±  -5  =  — zii=z=z     1     osBia     rp  dO  = 


ponendo  R  =  acot^.  Il  secondo  membro  dell'ultima  equazione  è  (§  61,  b)  il  dil- 

ò 
ferenziale  di  logtg— -  .  Dunque,  succeapivamente, 

2 

^2  2  ^  ' 

Queste  curve,  projezioni  delle  linee  di  curvatura  sul  piano  direttore,  si  ottengono 
tutte  facendo  girare  in  tomo  al  polo  la  spirale  R=*/i<»(c  —  e  ).  Questa  esce  dal 
polo  come  una  spirale  di  Archimede ,  e  tende  a  convertirsi ,  alP  infinito ,  in  una 
coppia  di  spirali  logaritmiche,  che  incontrano  i  raggi  vettori  sotto  l'angolo  dì  45*. 
e)  Per  determinare  le  assintotiche  del  catenoide ,  si  faccia  uso  delle  (40),  os- 
servando che  la  funzione  t=f(R)  è  implicitamente  definita  dall'equazione  del 

meridiano:  R  =  */,«(«*  +  «    ").  Questa,  derivata  due  volte  di  seguito  rispetto 
a  z ,  ci  dà 

1  1  ,f       -^.  /"(R)         1  ,i  ,     -i..        R 


sicché  la  (40)  diventa 

rfO  _/^(K) 
dR  a" 


d'onde     ±a(0— eo)=/(^) 


Le  projezioni  delle  assintoticlie  sul  piano  del  circolo  di  gola  sono  dunque  rappre- 
sentate, in  coordinate  polari,  dall'equazione  che  si  ottiene  scrivendo  ±0(0  —  0^) 
al  posto  di  2  nell'  equazione  del  meridiano  : 

Tutte  queste  linee  si  ottengono  facendo  girare  intomo  al  polo  la  spirale 

^chè  basta  conoscere  una  delle  assintotiche  per  conoscerle  tutte.  Le  equazioni 
x  =  7ja(<5*-f  «-•)cose     ,     i/  =  V,a(ft^  +  c-*)sene     ,     2  =  ad  , 

'^P presentano  appunto  una  delle  assintotiche,  da  noi  già  studiata  nel  §  258.  Ora 
^^  proprietà  ohe  ha  questa  curva  di  tagliare  a  45^  i  paralleli  del  catenoide  ci  ap- 
P^'t'isce  come  evidente,  giacché,  essendo  (§  291,  a)  il  catenoide  una  superficie  mi- 
^^^^a,  le  assintotiche  debbono  appunto  incontrare  sotto  un  angolo  di  45*  le  linee 
^^  Curvatura,  ossia  i  meridiani  ed  i  paralleli.  Anche  l'altra  proprietà,  concernente 

^^  ^^ggio  di  torsione,  è  una  conseguenza  immediata  del  teorema  di^Enneper.  In- 

41 


.1 


—  322  — 

tatti,  se  9i  designa  con  n  il  segmento  di  normale  alla  superficie,  fra  il  punto  di 
incidenza  e  Tasse  di  rotazione,  i  raggi  principali  di  curvatura  sono  p^  =  n  e 
Pj  =  —  n ,  e  la  formola  finale  del  §  304  dà  subito  %  =  do,n, 

d)  Notevoli  sono  anche  le  assintotiche  della  pètudoisftra  (§  294 ,  a).  Sia  ^ 
r  inclinazione  della  tangente  sull'asse  di  rotazione,  dimodoché 

R  =  asen;j/     ,    /'(R)  =  —  cot^  , 

e  per  conseguenza  /"(R)=  1/acos^sen*^.  La  (40)  diventa  dlrfO  =  d4'/*®'^4'  '  ® 
se  ne  deduce  ±  (6  —  O^)  =  log  tg  —-  ;  poi 

2a 
R== 


Questa  equazione  rappresenta  le  infinite  posizioni  che  una  spirale  di  Poinsot 

A  A 

R  =  2a/(c   -4*  ^    )  P^^  occupare  rotando  intomo  al  polo.  Per  conoscere  le  assinto- 
tiche della  pseudosfera,  basta  discuterne  una.  Si  consideri  quella  che  corrisponde 

a  6  =  —  log  tg  —  ,  e  si  osservi  che 

dz  dz  cos'ò  a 

-7=a-— -cosò  =  —  a r  = r  +  asenò  . 

d^  dR        ^  sen^j;  sen^J; 

Ne  segue  z  =  —  al  log  tg  -— -  -\-  cos4').  li'  assintotica  che  si  vuol  considerare  è 
dunque  rappresentata  dalle  equazioni 

2acos6  2asenO  /.       «•— c~*\ 

e  -\-  e  e  -\-  e  ^  \         e  -f-  e    / 

Procedendo  come  nel  §  258  si  trova  facilmente  «  =  a6.  Dunque  ogni  arco  (nou 
troppo  grande)  di  assintotica  è  lungo  quanto  Tarco  che  i  meridiani  negli  estremi 
vanno  a  staccare  dal  parallelo  massimo.  Ora  siano  ^ ,  m  ,  n  i  coseni  direttori  dei- 
Tasse  di  rotazione  rispetto  al  triedro  fondamentale  della  curva.  La  differenzia- 
zione dì  z  dà 


D' altra  parte  (§  289) 


dz  sen  ^  d%  ^ 

ds  a     d^ 

di         n  din         n 


ed  i  valori  di  m  e  di  t.  ci  sono  già  noti.  Intatti  m=  —  sen^  è  il  coseno  dell*acx- 
golo  che  la  binormale  (normale  alla  superficie)  fa  con  l'asse  s.  Inoltre  il  teoren»^ 
di  Enneper  dà  subito  *  =  ±a.  Prendiamo  t,  =  a  (assintotica  sinistrorsa),  ed  os- 
serviamo che  dalla  seconda  formola  (42)  risulta 

dm        dm 
n  =  a— —  =  ——  =  cosò  seno  . 


—  323  — 
Ne  segue,  sostituendo  nella  prima  formola  (42) , 


9  = 


29en^ 


a 


=  ^(*»+«-»)  =  j(«»  +  «"') 


Sì  noti  che,  nel  punto  di  contatto  dell* assintotica  col  parallelo  massimo,  il  raggio 
di  curvatura  è  Vi^»  mentre  dovrebbe  avere,  in  virtù  del  teorema  di  Bel  trami 
(§  283),  il  valore  ^j^a:  ciò  si  spiega  osservando  che  il  detto  parallelo  (luogo  delle 
cuspidi  dei  meridiani)  è  una  linea  singolare  della  superficie. 


CALCOLO  INTEGRALE 


L' INTEGRAZIONE. 


CSoasLoe-ru  foaiLcl.ci.nci.eaiL'tctU 


309.  Si  chiama  integrale  di  /\x)dx,  e  si  rappresenta  con  S/'(op)dd^ , 
ogni  funzione  F{a),  che  ha  per  differenziale  f{x)d.v.  In  altri  termini, 
«luando  si  scrive  Sf\a:)dx=Y{x),  si  vuole  affermare  che  f{ir)dx=dF{ir), 
Siccome  da  queste  due  uguai^lianze  si  deduce,  eliminando  l'uno  o  l'altro 
dei  simboli  F  ed  /*, 

fU)tLc  =  dfAx)  dx     ,     pF  (.r)  =  F  (r)  , 

.si  vede  che  i  segni  cZ  e  /  si  elidono  a  vicenda;  e  però,  se  si  chiama  inte- 
grazione l'operazione,  rappresentata  dal  seguo  /,  mediante  la  quale,  data 
la  funzione  f,  si  trova  F,  si  può  dire  che  l' integrazione  è  l'operazione 
intersa  della  differenziaziane.  Già  è  noto  (§  OC,  &)  che,  se  F{x)  è  una  fun- 
zione che  ammette  il  differenziale  l\x)da:,  txUte  le  altre  funzioni,  dotate 
del  medesimo  differenziale,  sono  rappresentate  da  F(a7)4-C,  dove  C  è 
una  costante  arbitì'aria\  ma  la  differenza  dei  valori  che  l'integrale  di 
t\x)dXi  corrispondente  ad  un  dato  valore  di  C,  prende  negli  estremi  di 
un  dato  intervallo  (a,&),  è  perfettamente  determinata,  giacché  nel  for- 
marla sparisce  il  valore  di  C.  A  tale  differenza ,  che  si  rappresenta  con 

I   f{x)dXy  si  dà  il  nome  di  integrale  definito  (fra  i  limiti  a  e  />),  pei»  di- 
stinguerla dall'integrale  indefinito  S/X^)dUy\  Adunque 


ma  qua^tte  deljnizioui  non  sono  soddislaceati,  perolié  nulla  ci  ilicofloinl- 
l'eaistenza  dell'iutegi-ale,  nò  sul  moiio  di  calcolarlo:  esse  sono  da  ritene- 
re piuttosto  come  defìuizioui  di  simboli,  n  però  noi  cerclieremo  dì  trw- 
l'ormarle  in  altre,  che  valgano  a  definire  le  operazioni  stesse  rappresen- 
tate du  quei  simboli. 

310.  Prima,  per  ottenere  uu'inturpjtruzioua  dell'integrale  definito. 
Mserrìamo  che  P(;f)=/i('^'),  ed  applichiamo  il  teorema  di  Lagrangia  (§fi5) 
Q  n  intervalli  A, ,  A, , ... ,  A„ ,  nei  quali  si  è  arbitrariamente  spezzato  l'ia- 
bervallo  (a,&).  Chiamando  »;  un  cfetovi^uj/o  valore  appartenente  all'io- 
Rtervallo  (a7(^, ,  x^  di  grandezza  A,. ,  e  g.  il  corrispondente  valore  di  f{ic}. 
iha 


t;^nimando  si  ottiene  F(ì>)  — 


F(a)  =  ff„,  dopo  aver  posto 


'y-  =  ^P.  +  ^P,  +  "-  +  ^P,  • 


fr{x 


I  Dunque,  se  si  ta  crescere  n  ail'iuliuito.  si  può  aurivere  f  f{x)ckc  :=  limf,. 

cioè  il  valore  dell'integrale  si  può  considerare  come  limite  della  sucws- 
sione  a,  ,o, ,...  ,a, ,  i  cui  termini  sono,  del  resto,  tutti  uguali  fra  loro. Cià 
premesso,  vegliamo  dimostrare  che,  se  la  funzione  i{\)  è  continua,  sipitó 
i  ogni  a,  sostituire  mh.  numero  quulungue  dell'  intervallo  (s,-_, ,  s,),  pu^ 
fchè  si  supponga  che,  nel  crescere  di  n  ftH'inlinito,  tutti  gli  intervalli  p.'l^ 
F«ìali  tendano  simultaneamente  a  zero.  Infatti,  trovato  quel  numero  A. 
che,  in  virtù  del  teorema  di  Cantor  (§38),  ai  può  sempre  far  corrispon- 
dere ad  ogni  numero  positivo  e,  e  supponendo  che  A, ,/',,.  ...A,  siano 
stati  già  resi  tutti  minori  di  A,  si  avrà  \f,  —  P,  |<e  per  qnalunqi 
lore  f,  die  la  funzione  assume  nell'intervallo  /(, .  Dunque,  posto 


f„  =  A,/,  +  \/, +  ■•■  +  ''„/„  . 


SI  avrà  pure 


|T„-^j^2My;-pj<e2;^=fft- 


a)e  . 


in^ 


Ne  sf^ne,  osservando  che  ('' — <t)i  si  può  prendere  piccolo  qu,into  si  vui>l*> 

lunt„=!limff^:=  jf{x)dx  , 

vale  il  ilire  che  anche  i  numeri  t,  .  Tj  ,  Tj (che  non  sono  più  tutti  B' 

guali  fr;i  loro)  tendono  al  valore  deirintejrrale, 

3U.  Definizione  dell'Integrale.  Ora,  lasciandoci  guidare  d&lll 

precedi-'uti  considerazioni,  e  lai^heggiandn  il  più  che  sia  possibile  nfll) 
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.condizioni  che  avremo  da  imporre,  siamo  iu  grado  di  formulare  la  se- 
j^ente  definizione  :  «Se,  gtcalunque  sia  il  niodo  di  dividere  T  intervallo 
(a ,  b)  in  intervalli  //j ,//,,...,  ^^  >  ^  quali  tendano  a  zero  quando  n  cresce 
all'infinito,  e  qualunque  siano  i  numeri  f^ff^y-yf^j  compresi  fra  i  li- 
miti (inferiore  e  superiore)  di  t\x)  in  ciascuno  dei  predetti  intervalli  (non 
esclusi  i  limiti  stessi),  la  somma  //i/*i  +  ^'j/i  +  ---  +  ^*«/n  tende  sempre 
ad  uno  s*tesso  limite,  questo  si  chiama  Vintegrale  definito  di  f(x)dx 

b 

fra  a  e  &,  e  si  rappresenta  con   i  f{x)dccy^.  Se  poi  al  limite  &,  supposto 

variabile,  si  sostituisce  x,  lasciando  arbitrario  il  limite  a,  si  ottiene  la 
definizione  doiV  integrale  indefinito  V{x).  In  tutti  i  casi  f{x)dx  si 
chiama  elemento  dell'integrale;  sicché  un  integrale  è  da  considerare  co- 
me una  somma  di  infiniti  elementi  infinitesimi. 

312.  Fra  le  proprietà  generali  degli  integrali  notiamo  subito  la  se- 
guente 

r"  r' 

I  kf{x)dx  =  k  I  f{x)dx  ,  (A;  costante) 

(I  a 

immediata  conseguenza  della  definizione,  come  anche  l'altra 


a 


evidentemente  vera  fintantoché  le  funzioni  w  ,  t? , ...  di  x  sono  iu  numero 
finito.  Basta  infatti  passare  al  limite  nelle  uguaglianze 

»i  n  n  n  n 

Ili  11 

ammettendo  l'esistenza  degli  integrali  di  fda^iidXjVdx,,., .  Ora  conviene 
sbarazzare  la  nozione  d'integrale  dalle  varie  restrizioni  che  ancora  rac- 
chiude : 

a)  E  prima  di  tutto,  per  non  essere  obbligati  a  supporre  a<fr,  con- 
veniamo che  sia,  in  ogni  caso, 

.b  _rt 

(1) 

b 

convenzione  questa  ben  naturale  se  si  riflette  che,  quando  l'intervallo 
b  —  a  si  considera  come  negativo,  tali  conviene  anche  supporre  che  siano 
gli  intervalli  h^,h^y ... ,  nei  quali  va  suddiviso,  mentre  restano  inalterati 

i  corrispondenti  valori  f^f^, In  altri  termini  ogni  elemento  f(x)dx 

ha  il  segno  di  f{x),  o  il  segno  opposto,  secondo  che,  variando  x  dall'e- 


^b         _rt 
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stremo  a  air  estremo  b,  il  d.r  è  positivo  o  negativo.  Dopo  ciò  è  facile  di- 
mostrare che  si  ha  sempre 


ff.r 


(2) 


a 


proprietà  evidente  quando  e  è  compreso  fra  a  e  h.  Nel  caso  opposto,  se 
per  esempio  si  ha  a  <  />  <  e,  si  ottiene  subito,  osservando  (1),    "* 


Af-fM 


a  a 


in- 


òj  La  definizione  di  J  f(x)(lx  richiede  che  fXpc)  sia  finita  uelFi 

t3rvallo  d'integrazione  (a,&);  ma  questa  restrizione  si  può  togliere  in 
parte  convenendo  di  porre,  quando  fXfc)  diventa  infinita  in  uno  o  più 
punti  e, 

r'^      ^-    / 

I  =  lÌDi   I  +  lina  I    . 

a  a  *+^ 

c)  Si  danno  anche  integrali  estesi  ad  inteì^alli  infiniti]  ma  essi 
debbono  essere  considerati  come  limiti  dei  valori  di  altri  integrali,  estesi 
ad  intervalli  finiti.  In  altri  termini  si  ha,  per  definizione, 


/  =  lim     /     ,       /=lim    /    , 


ed  inoltre 

—00       —00       a 

K  facile  constatare  che  le  proprietà  precedentemente  segnalate  per  gli  in- 
tegrali estesi  ad  un  intervallo  finito  sussistono  anche  nel  caso  d'un  inte^ 
vallo  infinito. 

d)  In  seguito  all'ultima  definizione  non  è  lecito  considerare  un  in- 
tegrale, esteso  ad  un  intervallo  infinito,  come  il  limite  d'una  somma 
^'lA  +  Kt\  +  —  tìiova  tuttavia  segnalare  un  caso,  abbastanza  generale, 
in  cui,  dopo  avere  spezzato  l'intervallo  (a,oo)  in  infiniti  intervalli  7^|,/<,, 
//^,... ,  tendenti  a  zero,  ed  aver  preso  in  ciascun  intervallo  h^^  fra  i  limiti 
di  /'(./•)  in  questo  intervallo,  un  valore  /J,  si  può  affermare  che 

Jf{x)dx  =  \\nx{hj\  +  A,./;  +  hj^  +  ...)• 

a 

Ciò  accade  quando,  nel  «lividera  con  la  medesima  legare  un  intervallo  qua- 


i 
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luaque  (07,00),  si  trova  come  limite  della  somma  analoga  una  quautità 
p(jv),  tendente  a  zero  per  x  infinito.  Infatti  è  chiaro  che  si  ha 

f(x)dx  =  p{a)  —  p{x)     ,      jf{x)dx  =  ^{ii)  . 


ri 


313.  Tra  le  infinite  possibili  divisioni  dell'intervallo  (a,&)  la  più  sem- 
plice è  senza  dubbio  quella  in  parti  uguali,  per  la  quale  si  ha 

/.  +/*  +  ••  •  +/ 


n 

e  conseguentemente 


»l=a 


Per  questa  ragione  si  dà  al  secondo  membro  il  nome  di  valor  medio  di 
f{x)  nell'intervallo  (a,  &).  Siccome  tutti  i  numeri  f^  sono  compresi  fra  il 
limite  inferiore  X  ed  il  limite  superiore  ji  di  f{x)  in  (a,&),  altrettanto  si 
può  dire  della  loro  media  aritmetica,  e  per  conseguenza  anche  il  valor 
medio  di  fXpc)  è  compreso  fra  X  e  fi.  Ciò  premesso,  si  consideri  la  funzione 


^\^)=fj 


f(x)dx  , 

ed  attribuito  ad  x  un  incremento  h  si  osservi,  ricordando  la  proprietà 
(2),  che  si  ha 


¥{x  +  h)  -  r(x)  =  lf{x)dx  =  hf,  , 


dove  /i ,  valor  medio  di  f(x)  in  {x,x  +  h),  si  conserva  finito  nel  tendere 
di  //  a  zero,  dimodoché  \ìniF{x  +  h)=F{x).  Dunque  la  funzione  F(x) 
è  continua. 

314.  Si  può  affermare  qualche  cosa  di  più  quando  è  continua  la  fun- 
zione da  integrare,  perchè  allora  X  e  ji  sono  (§37)  valori  di  f{x)  in  (a,&); 
e  nel  passare  dall'uno  all'altro  f{x)  diventa  certamente  uguale  (§35) 
almeno  una  volta,  nell'intervallo  stesso,  al  suo  valor  medio,  sicché,  per 
un  conveniente  numero  è  dell'intervallo  (a,&),  si  ha 

/(x)dx  =  (6-a)/(4)  .  (3) 


/ 


a 


Eki  ora  è  facile  dimostrare  che  la  definizione  dell'integrale,  data  nel  §311, 
concorda  con  quella  data  in  principio,  in  quanto  che  la  derivata  di 

42 


F{x)  è  f(x).  Infatti,  se  si  applicala  (3)  ueiriiitervallo  (a?,ir  +  A),  ai  ot- 
tiene F(j;  +  fi)  —  F(x)  =  /t/\%),  dove  i,  compreso  fca  ìT  ed  a- -f-A,  j 
il  zero.  Ne  segue 


FV)  =  li« 


=  lim/(i)=/(«)  . 


Dopo  ciò  è  cliiaru  clie  la  formulii  (:t)  non  è  che  l'espressione  del  teorema 
di  Lagrangia,  applicato  alt' inte^'pule  iodefioito.  Solo  quando  f{x)  è  di»- 
coQtiQua  la  nuova  e  l'antica  defluizione  possono  trovarsi  in  disaccordo; 
ed  effettivamente  si  dimostra  •  che  l'integrale  di  /[j-)(U;  secondo  il  uuoTO 
concetto,  intó  non  esistere,  quanlitnqne  f(x)  aminetta  una  fimstone  jrf- 
ìnitiva.  ^^H 

315.  Teoroma.  Affinchè  esista  j  f(>:)dx  ù  necessario  e  sufftctenlf 

che  si  jjossa  /'ormare  una  (lirisianc  dell' interrano  (a ,  b)  in  intercatlì  li,, 
hj !i„,  tale  che .  ohiamando  ^.  l'osculazione  di  f(x)  in  h,,  la  somma 

u,=  /,,©,  +  /.,0,  H h  /.„©„ 

abhia  per  limite  zero  quando  i  detti  iiitemilli.  rresmìdo  in  mimerfi.  Im- 
dona  simultaneamente  ad  annullarsi. 

a)  Se  l'integrale  esiste,  vuol  dire  che  la  somma  T^^y/',/i  lii"" 

limite,  sempre  lo  atesso,  comunque  si  scelgano  i  numeri  /J  nei  rispettivi 
intervalli.  In  particolare,  quando  si  mettono  per  A  ■  Aj . . .  • .  /;,  una  volta  i 
limiti  superiori  di  fix)  nei  corrispondenti  intervalli,  ed  un'altra  i  limiti 
inferiori,  si  ottiene,  sottraendo,  liniw„^0,  qualunque  sia  il  modo  di 
spezzare  l'intervallo  (a, fi)  in  parti  infinitesime; 

6j  Inversamente,  se  ]imw„  =  0  per  qualunque  mudo  di  divisiouet 
le  somme 


->1 


''X 


^1=1":' 


i 


non  possono  tendere  a  limiti  di/ferenti.  Consideriamo  infatti  la  divisiOP' 
in  intervalli  A[ ,  A, , . . . ,  A, ,  operata  mediante  i  punti  delle  due  tlivisionl* 
Un  intervallo  h'  consta  d'uno  o  più  intervalli  A;  e  se  per  ciascuno  di  quo* 
sti  si  prende  ad  arbitrio  un  valore  /',  compreso  fra  i  limiti  estremi  dei  v»' 
lori  di  /Xx),  si  ha 

+ Vi(/.'-/-^i)  +  v,f/:-/^,) + ■  ■  ■ + ^c/;-/.) . 


•  Oiornolt  di  Matematiche  ■'  l!ìSl,{>.  3^ 


lecoud»  pftrte  ili  ftuiist^  somnui  uon  supei'a,  in  valoru  assoluto,  il  pru 


HUo  di  &  par  *„ 

^,+/'^,  +  .,.  +  ft.  =  /i'^.  Dunque 

<•  =  '■  +  '!■    •    '1.='.+  ^  ' 

Ju>-e 

II"!.. là".,  ,  ip;,iS";, ■ 

Ne  segue 

\.—  '^'„.  =  P„,  —  p",...    '    |f^,  — t'J  è*^^,+ w^„  ■ 

Oi'ii ,  [joiché  tu' ,  ed  ut" ,  tenilouo  a  zero  quando  tutti  gii  iotervalli  parziali 
teudono  ad  annullarsi,  anche  t', —  t",  tende  a  zero,  e  però  non  può  t', 
tendere  ad  un  limita  senza  clie  t_^,  tenda  allo  stesso  lìmite; 

e)  Vogliamo  inoltre  dimostrare  che  t„  teittle  iiecessariatnente  ad 
un  limite,  qttaiulo  m,,  tende  a  zero.  Dato  e  positivo  e  piccolo  (guanto  si 
vuole,  si  puì)  trovai-e  un  numero  8,  tale  che,  quando  gli  intervalli  A  siano 
tutti  minori  di  8,  si  abbia  (d„<'/,£-  Possiamo  supporre  che.  crescendo  », 
gli  intervalli  li  finiscano  per  mantenersi  costantemente  inferiori  a  8.  e 
diventino  una  volta  li  ,li  , ...  ,h\,  tid  un'altra  h" ,  h" ,.  ..,/("„,  Siano  t  _ 
e  T^  i  corrispondenti  valori  dì  t„,  ed  u'  ,  ,  ot  _^  quelli  di  tu,.,  li.  chiaro  che  a 
queste  somme  si  possono  applicare  le  considerazioni  fatte  precedente- 
mente per  le  t'  e  t",  e  scrivere 

I T^  -  \..  i  ^  '^„.  +  K-.  <  "■  ^ 
per  ogni  coppia  di  valori  dì  n'  ed  )i",  superiori  ad  un  certo  numero.  Dun- 
que T„  tende  (§9)  ad  un  limite  fluito; 

d)  Ci  resta  soltanto  da  far  vedere  che,  gizamlo  la  somma  a>„  tende 
a  zero  per  un  determinato  modo  di  spezzare  {a ,  b)  tn  parti  infiniiesitne, 
essa  t&ìde  a  zero  per  qualunque  altro  modo  di  divisione.  Se,  per  una  data 
divisione  in  inten-alli  h  ,li^,...,li\,  sì  ha  limu'  =0,  sì  può,  dato  e>0, 
supporre  che  tii' ,  sia  già  stato  reso  inferiore  ad  e  ;  poi ,  in  nn  altro  modo 

di  divisione,  ai  può  sempre  supporre  che  gli  intervalli  parziali  h' ,  li" 

h'^,  siano  già  diventati  minori  di  tj/n',  designando  con  -ii  un  alti-o  numero 
positivo,  arbitrariamente  piccolo.  Ciò  premesso,  consideriamo  la  divisione 
in  intervalli  A,,/(,,...,A„,  ottenuta  mercè  i  punti  delle  due  divisioni.  Si  ha 

OYVoro,  osservando  che  0^, , ©,^, ,...,&,  non  superano  €'  , 


poi,  soininaiido,  «'>«,-  D'altra  itarte  si  cousideri  w|^„.  Questa  somma 
ha  in  comune  con  u,  tutti  i  termini  corrispondenti  ad  intervalli  A",  nal- 
l' interno  dei  quali  n.JD  cadono  punti  delhi  prima  divisione.  Gli  altri  l#^ 
mini  di  w" ,  sono  in  numero  minora  di  n',  appunto  perchè  corrispondono 
ad  intervalli  //',  In  ciascuno  diìi  quali  cade  almeno  uno  degli  71' — 1  punti 
della  prima  divisione;  e  poiché  ciascuno  dei  detti  termini  è  inferiore  al 
prodotto  di  ii/«'  per  un'oscillazione,  che  certamente  non  supera  roseilla- 
zione  totale  O  di  f{x)  in  (rt.ft),  la  loro  somma  è  inferiore  ad  tj©.  Dunque 

Se  gli  intervalli  continuano  ad  impicciolirà,  l'ultima  dUu^uagliauxa  uuii 
cessa  di  esser  vera,  vale  a  dire  che  w',  diventa  e  resta  infepiore  alla 


quantità  i  +  t)©,  arbitra 


ta  piccola.  Dunque  limw'.^O. 

trato,  vogliamo  ora  ti-mre 


316.  Dal  criteriod'integrahilitù,  testé  dii 
alcune  utili  conseguenze: 

a)  Qimix'o  esiste  t'integrale  di  f(x)dx,  esiste  anche  V integi'ate iti 
|f(s)|dx.  Infatti  l'oscillazione  t>'  di  \f\x)\  in  qualunque  intervallo,  evi- 
dentemente uguale  all'oscillazione  é*  di  f(j.)  quando  questa  funzione  non 
cambia  segno  nell'intervallo  che  si  considera,  é  invece  minore  di  1?  uel 
caso  opposto.  Ne  segue  €"1^0^,  poi  to^^<a)„,  e  però,  se  limc»^  =  0,  è 

limo)'  =  0.  Inoltre  si  noti  che,  essendo   2^'''  =2'''t^*l'  ^'  limita  (»=») 


|y/(x)^.|^yi/(x}jrf... 


« 


b)  La  somma  di  due  opiii  funzioni  integràbili .  in  numero  finito,  i 
una  /'unzione  integrabile.  Questa  proposizione,  giù  segnalata  (§312)  come 
immediata  conseguenza  della  definizione  dell'integrale,  si  può  anche  sta- 
bilire, mediante  il  criterio  d'integrabilità,  osservando  che  l'oscillazioiia 
d'una  somma  di  funzioni,  io  qualunque  intervallo,  non  supera  la  somnia 
delle  oscillazioni  delle  funzioni  nel  medesimo  intervallo.  Infatti,  se  X',fl. 
sono  i  limiti  di  ti,  e  X".  \i"  quelli  di  v,  si  ha  X'-\-  \"  ■^H-\-r  <ii'+(t'',  8 
però  il  limite  inferiore  X  Ai  u-\-v  non  è  minore  di  ).'+  X",  ed  il  lìmite 
superiore  t*  ufi  supera  \>.'  -f  n",  sicché  l'oscillazione  ili  u  -{-r  è 

Applicando  questa  conclusione  in  ciascun  intervallo  li,  si  trova 

ti)„<tt>-|-w"     , 

d'onde  segue  che,  se  limw^  =0,  Huiw^^^O.  si  ha  pure  lim(i),= 


e)  Il  profilo  di  due  o  più  fuìizimu  inleyrabili,  in  nuiiiefu  fiitilu .  è 
",in  l\tnztùiie  integrabile.  Infatti,  se  si  rappi-esenta  cou  e  un  numero  non 
iiiinure  ilei  più  granile  dei  numeri  0 ,  —  X' ,  —  X",  si  ha 

iiuindi 

1-r -  dO'  +  f")  ^  .<«  ^ (!,>■■+  '■(©'  +  0")  - 

e  jipn'j 

tr  liiiulmeate  &  <,li{p'-\-&"),  rappi-esentando  con  k  un  iiumero  ma(^tfiort) 
■li  ji'  -|-  ?i'  e  X"-|-2(;.  Questa  conclusione  si  può  applicare  in  ciascun  in- 
tervallo h,  lasciando  inalteriiti  i  valori  di  e  e  di  /;,  giacché 

x'^ì;  .  x"gx;' ,  fi'^ii;  ,  |i"Sk;  - 

Ne  segue  0, <  A(^'  +  0'.').  poi  w,  <  A(ti)  -|- w"),  e  peiM  liiiiw„^0  se, 
come  si  suppone,  limw' ^0  e  limoi'^O. 

d)  Se  f{x)  è  integrabile,  anche  l/l'(x),  purché  si  conservì  finita  nel- 
l'intervallo d'integrazione,  è  integrabile.  Se,  per  esempio,  f{x)  sì  man- 
ie sempre  maggiore  d'un  certo  numero  positivo,  il  suo  limite  inleriore 


=  1/X.  Ne  segue 


Hit  positivo,  ed  ì  lìmiti  di  \ll\x)  sono  X'  =  \^ .  ^ 

X        p.       X|i^  X' 

ed  in  ciascun  intervallo  A,,  si  ha  pure  0',<^,/X*<0,/X';  quindi  tu'  -^tùJX*, 
e  finalmente  limw  =^0  se  limw^^sO. 

e)  Il  quoziente  dì  due  funzioni  tnlegraiiili,  se  resta  finito  nell'in- 
tervallo d'integrazione,  è  una  funzione  integrabile.  Infatti  se  u  e  t?,  sup- 
poste finite,  sono  integrabili,  è  integrabile  anche  1/r,  lìnìta  per  ipotesi,  ed 
è  per  conseguenza  integrabile  «/»,  prodotto  dì  u  per  l/«. 

f)  Altra  immediata  conseguenza  del  criterio  d'integrabilità,  che 
dobbiamo  segnalare  per  seniircene  fra  breve,  è  l'integrabilità  delle  fun- 
zioni (finite)  che  variano  sempre  in  un  senso,  sian  pure  affette  da  discon- 
tinuità (necessariamente  ordinarie)  nell'intervallo  d'integrazione.  Per  sif- 
fatte funzioni  le  oscillazioni  0, .  0, , ... ,  0.  sono  uguali  ai  valori  assoluti 
delle  diCTerenze 

/(:-,)-/(«)  ,  /(',)-/(«,) ,  ■  ■  ■  ,  /(*)  -  A*,^.) , 

le  quali  hanno  tutte  il  medesimo  segno;  e  però  la  loro  somma  è  uguale 
all'oscillazione  totale  0,  valore  assoluto  di  f(l>)  —  f{a).  Dunque,  se  .r, , 
ar, , . . , ,  ir^^,  dividono  {a ,  b)  in  partì  uguali ,  si  ha 


.=2I''.'^= 


,1,3 


liii 


Da,  ciò  segue  aache  l'iutugrubilità  di  qualutique  funzione  iiiiita,  che  abbia 
un  aumero  fìnito  di  mìaìmi  e  di  mitssiiiii  ueiri[itei>\'allo  d'iategraziouB: 
basta  spezzare  questo  inteiTallo  iu  parti  tali,  che  in  ciascuoa  la  funzione 
variì  sempre  in  un  sen^-o. 

317.  Fermiamoci  per  poco  a  dinjostrare  due  teoremi,  molto  utili  nello 
studio  degli  integrali  definiti: 

a)  Il  concetto  di  valor  medio  (§  313)  d'una  funzione  integrabile  f{x] 
si  può  estendere  attribuendo  all'intervallo  (a, fi),  in  ciascun  punto  x,  nna 
densild  ^(a-),  necessariamente  positiva,  ossia  sostituendo  ^(a-)(Lr  a  iif, 
come  se  la  grandezza  di  ciascun  intervallo  fi,  fosse  invece  A,?;. 
X^/;^H,  sarà  pure 

giacché  9,>0;  e  jiei^i,  ammessa  l'integrabilità  di  <f(p-),  d'onde  (SSIftc) 
segue  quella  di  /V)9(*)'  si  avrà 


J}{x)if(x)d^=/,J<f{x)é^ , 


4ove  /■,  è  un  numero  intermedio  fra  il  e  (t.  Questo  risultato  è  noto  sotto 
lil  nome  di  primo  teorema  delia  media. 

b)  Ora  si  supponga  in  più  che  /^a')  varji  sempre  in  un  senso,  ma  io 

'  Compenso  <f{x)  sia  obbligata  soltanto  ad  essere  integrabile.  Si  ha 


2  V<9.  =  f/i -/.i'-.-P,  +  (/.  - /.H^9,  +  fi,?,) -f  ■ 


+  (/„-,  -/J(fi,9,  +  A,<p,  +  ■  ■  •  -f-  ft„-,9„-,)  +/«('',9,  +  ■  ■  •  +  K9J 

Siccome  le  diflerenze  /',  —  l',,ft  —  f^^^■•  sou  tutte  dello  stesso  segoo, 
può  scrivere 


^ 


2v*<p<='-w--0+a2''.'p. 


designando  con  ft„  un  valore  intermedio  fra  quelli  delle  somme 

''i9i  '  *i9i  +  fi,9,  1 1  ^i?i  "1"  fijTi  "t"  •  ■  ■  "1"  ''fl_i9„-i  ■ 

Al  crescere  indefinito  di  n,  se  si  ridette  (§  316,  f,  e)  che  la  funzione  /\pf)^x)  || 
è  integrabile,  si  vede  che  nell'ultima  eguaglianza  fc„  deve  tendere  ad  un  J 


*'        ■  —335  — 

3iinite  k ,  sicché  l' eguaglianza  stessa  diventa . 


l}(x)<f(x)dx  =  fc[/(a)  -/(6)]  +mfrf{x)dx  . 

a  a 

Evidentemente  h  ha  un  valore  intermedio  fra  quelli  che  assume  V  inte- 
graie   j  (^{x)dx  quando  il  limite  superiore  x  varia  da  a  a  6.  Siccome 


a 


(§  313)  il  detto  integrale  è  una  funzione  continua  di  x,  esiste  in  (a ,  b)  un 
numero  é,  tale  che  A=  I  9(a?)rfa?.  D'altra  parte,  per  la  proprietà  (2),  si 


a 
b 


ha  /  (^{x)da)  =  h+j  f^{x)dx.  Dunque 


'5 

I  f{x)(f{x)dx  =f{a)  I (f{x)dx+f(b)  I  f^{x)dx  . 

a  a  4 

È  questo  il  secondo  teoreìna  della  media^  dovutola  Bonnet.  Si  noti  che, 
se  r(cc)  fosse  discontinua  negli  estremi,  bisognerebbe  ad  f{a),f{b)j  sosti- 
tuire rispettivamente  A^+0)»  A^~^)>  poiché  son  questi  i  limiti  di  /*, ,  /;^. 

818.  Applicazioni:  a)  Per  vedere  se  1* integrale  di  /{x)dx,  esteso  alPinter- 
vallo  (a  ,b)j  ha  un  significato  quando  f{x)  diventa  infinita  in  qualche  punto  e  di 
tale  intervallo,  bisogna  (§  312,  b)  esaminare  se 


jf{x)dx     ,      lf{x)dx 


tendono,  per  e  ei  t)  tendenti  a  zero,  a  limiti  finiti.  Consideriamo,  per  fissare  le 
idee,  il  primo  di  questi  limiti,  ed  osserviamo  che  per  la  sua  esistenza  (§  23)  oc- 
corre e  basta  che  tenda  a  zero 


ff{x)dx  —  ff{x)dx  =:  ff{x)dx 

a  a  C— B 


quando  a  e  ^,  tra  loro  indipendenti,  tendono  a  zero.  Per  vedere  se  questa  con- 
dizione è  soddisfatta  si  può  adoperare  il  primo  teorema  della  media.  Se,  per  esem- 
pio, f{x)  diventa  infinita  in  modo  che  lim(x  —  c)*/(x)  =  A:  ^  0,  ossia,  come  si  suol 


dire,  infinita  dell'ordine  r,  si  ha 

c-a  ^c-a 


jf{x)dx  =  /  (x  —  cyg{x)dx  z^g^j^x  —  c^dx  , 
giacché  (x  —  e)""*"  non  cambia  segno  a  sinistra  di  e  ;  e  la  funzione  ^x),  che  tende 
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a  i*  ed  è  integrabile  (come  prodotto  di  due  funzioni  integrabili),  ha  certamente  mi 
valor  medio  ff^^  tendente  a  k  per  a  e  ^  infinitesimi.  Ora,  poiché  x^'*  ammette 
una  l'unzione  primitiva  proporzionale  ad  x^"*"  per  r  ^  1 ,  ed  uguale  a  logx  per 
r=l,  la  questione  si  riduce  a  vedere,  nel  primo  caso,  per  quali  valori  di  r  tende 

a  zero  a*"'''  —  P*~'*.  Ciò  accade  solo  per  r  <  1.  Per  r  =  1  si  è  condotti  a  consi- 

a 
derare  log  —  ,  che  non  tende  ad  un  limite.  Dunque  T  integrale  proposto  ha  un  si- 

gnificato  solo  quando  f(x)  diventa  infinita  d'un  ordine  inferiore  al  primo, 

b)  Analogamente  domandiamoci  quando  è  che  P  integrale  di  /{x)dx,  esteeo 
(§  312,  e)  ad  un  intervallo  infinito,  può  avere  un  significato.  Afi^chè  esista  il  li- 

r' 

mite  di    I  f{x)dx ,  per  ò  infinito,  occorre  e  basta  che  tenda  a  zero 


jf{x)dx  —  Cf{x)dx  =  jf{x)dx 


»  a  P 

quando  a  e  ^ .  tra  loro  indipendenti ,  crescono  alP  infinito.  Ora  suppongasi  che, 
per  X  infinito,  f{x)  si  comporti  in  modo  che  limx*/(x)  =  A:^0.  Si  ha 


x=» 


jf{x)dx  =  /  x-''g{x)dx  =9^1  x-^'dx  , 


3  P  P 

<iove  g^  tende  a  k.  Deve  dunque  tendere  a  zero  a'"'' — p'""'*!  por  la  qualcosa 
occorre  e  basta  che  sia  r  >  1.  Per  conseguenza  l' integrale  considerato  ha  un  si- 
gnificato sol  quando^  iter  x  infinito,  f  (x)  diventa  infinitesima  d^un  ordine  §uperiort  al 
primo. 

e)  V  integrale  di  f{x)dx ,  esteso  ad  un  intervallo  infinito ,  non  esiste  se  la 
l'unzione  xf{x)  =  g{x)  tende,  per  x  infinito,  ad  un  limite  finito,  diverso  dazerò; 
ma  può  esistere  quando  g{x)  non  tende  ad  un  limite ,  ed  esiste  certamente  se  1*  in- 
tegrale di  questa  funzione,  esteso  a  qualunque  intervallo,  si  conserva  minore,  in 
valore  assoluto ,  d' un  numero  /:.  Applicando  infatti  il  £>econdo  teorema  della  me- 
dia si  ottiene 


a 

e  conseguentemente 


tfix)dx  =  —  J9Ì^)dx+-^  juip^)^ 


j    ff{x)dx    <A-^-Ì  +  Ì-)     ,     lim //(x)cte  =  0  , 

a  « 

per  a  e  p  crescenti  all'infiniti). 

* 

310.  Criterio  di  Riexnann.  Vi  è  un  mezzo  assai  semplice,  proposto 
da  Riemaun  *,  per  constatare  T integrabilità  d'una  funzione  f{cr)^  in  base 
al  criterio  dimostrato  nel  §  315.  Dato  un  numero  positivo  e,  sia  l^  la  som- 


*  Gesatnmelte  Werke^  p.  227. 


1^) 


di  quelli,  tra  gli  ìutervalli  A,  ,li,,...,/i^,  nei  quali  rosoillazìona  di 
E*)  supera  «,  L'oscilliizìoiie  dì  /'(u)  iu  ciascuno  di  i|uesti  ÌLtervalli  aoa 
supera  l'oscillaziucie  tutalu  O;  e  aegli  altri  intarvalli  parziali ,  In  cui 
sommile  0  —  a  —  /, ,  essa  non  supera  ■■  Dunque 

'^.-M^-^K  +  O-")*  ■ 

Se  lìm^„=0  pepogni  e,  si  pui'i.  dato  un  numero  positivo  t|,  piticolo  ijuaatjj 
sì  vuole,  prendere  (ft — a)t^^^'ljf\,  determinare  la  corr-is ponderile  sumitia 
/„,  e  far  crescere  n  fioche  sin  e  resti  ©'„<C'/i^'  Allora  sarà  pure  w,<ti; 
quindi  liinw„^0.  Reciprocamente,  quando  è  soddisfatta  questa  condisio- 
iie,  siccome  si  lia  tj„>e/^,  è  Ilm/,  =  0  per  ciascun  valore  di  e;  vale  a 
dire  che  si  potrà,  per  ogni  numiTO  p4isitivo  i),  far  crescerà  abbastanza  il 
numero  degji  intervalli  parziali  alllnchà  finisca  per  essere  /.,<ifi.  Adun- 
que per  f  inteorabtlttà  d' una  funzione  ocoon^  e  basta  che.  per  ogni  oop- 
ifia  di  numeri posiUti  s  «'  tj,  arbitrariamente  piccoli .  si  riesca  a  spez- 
zare finlervatlo  d'integrazione  in  ffuisa  die  la  soitiina  degli  inlorvaUi 
/tarsiati,  nei  quali  l'osoiUazione  della  f'unsione  supera  b,  sia  mitiore  di  t\. 

320.  Se,  per  esempio,  ffx)  è  continua,  il  teorema  di  Cantor  (§38)  ci 
dice  che  si  può.  dato  s,  rendere  gli  iatervalli  /l^,h,,..  .,/(„  sulflciente- 
ineiite  piccoli  perchè  in  tutti  l'oscillazione  di  f{x)  sìa  minore  di  i:  ed  al- 
lora si  avi-à  l^  =  0.  Dunque  ogni  /tmzloìie  contimia  è  integrabile.  Ma  è 
i:hiaro,  e  ci  è  già  noto  (§  310,  f),  che  anche  le  funzioni  discontinue  possono 
t;ssere  integrabili:  tali  sono,  per  esempio,  le  /Unzioni  generalmente  con- 
tinue (§  31,  a),  giacché  ì  punti  di  discontinuità,  in  numero  fluito,  si  pos- 
sono chiudere  in  intervalli  arbitrariamente  piccoli.  Integrabili  sono  anche 
ie  funzioni  con  infinite  discontinuità ,  tutte  le  volte  che  i  punti,  intorno 
ai  quali  cadono  infiniti  punti  di  discontinuità,  nell'intervallo  d'integra- 
zione, sono  iu  numero  liuito.  Infatti,  isolando  prima  questi  punti  in  inter- 
valli piccoli  quanto  si  vuole,  restano  altri  punti  di  discontinuità,  in  numei-o 
finito,  i  quali  si  possono  chiudere  alla  loro  volta  in  iutenalli  arbitraria- 
mente piccoli;  e  la  somma  di  tutti  questi  intei-valli  (i  soli  che  possano 
contribuire  alla  formazione  di  l„)  è  piccola  quanto  si  vuole.  In  parecchi 
altri  casi  *  una  funzione  è  integrabile  malgrado  le  infinite  discontinuità 
che  può  presentare  lungo  l'intervallo  d'integrazione  ;  ed  è  facile  •  dimo- 
strare che  delle  sole /K/uionz /o/H/me»fe  rf(sco»to«e  (g3l,c)  si  può  dire 
che  non  sono  mai  integrabili,  perchè,  prendendo  e  sulHcientemente  pic- 
cola vi  sarà  sempre,  intorno  ad  ogni  puuto dell'intervallo  d'iutegrazione, 
almeno  un  intervallo  infinitesimo,  in  cui  l'oscillazione  si  manterrà  mag- 
giore (li  E.  Ad  c^ni  modo  si  vede  che,  se  la  continuità  è  condizione  sìtffl- 


dente  per  tiniegrabiUtà,  essa  non  è  necessaria,  liivecs  (§41J 
si  8a  che  la  conllnuttà  è  condizioìie  necessaria  per  la  derivabtliià; 
non  è  sufficiente.  Adunque  il  campo  delle  fuuziooi  inteifpabili  include 
quello  delle  funzioni  d^nvabili ,  ed  è  assai  più  esteso.  Nondimeno  l'inle- 
grazione  è  un'operazione  di  gran  lunga  più  dillicìle,  praticamente,  della 
derivazione;  e,  nieutre  si  hanno  regole  generali  per  dei'iyape  quuliinque 
funzione  data,  non  ai  conoscono,  per  integrare,  se  non  alcuni  piccoli  espe- 
dienti, i  rjualì  tuttavia  sono  lai-ganiente  sullicieiiti  per  le  iut^razioui  ctie 
occorrono  nella  pratica,  ed  abilmente  adoperati  conducono  a  risultati  im- 
portautissiinì  anche  nell'alta  Matematica. 

Resole  cl>lx&teBrst.v:lo>xe. 

:(:^1.  Integrazione  diretta.  La  l'egola  che  prima  si  i^resonla  por 
calcolare  un  integrale  è  quella  che  risulta  immi»liatamente  dalla  delinì- 
zione;  ed  il  tnodo  più  naturale  di  applicarla  consiste  nel  dividere  in  n 
parti  uguali  h  riutervullo  d'integrazione  (dimodoché  3ia  nìi  =  b  —  a), 
pi-endendo  per  ciascun  intervallo  parziale  il  valore  della  l'unzione  in  imo 
degli  estremi: 

|/(x)d.  =  lìmftj/(«  +  /0-|-/(''  +  2'')+/C-t-a'"  +  ---+/i.''  +  nAj|  .     (4) 

Ma  altri  modi  di  divisione  si  possono  immaginare,  che  riescono  talvolta 
più  convenienti.  Per  esempio,  se  a>0,  si  potrà  pori-e  aq'^b  (oon  g>l 
tendente  ad  1  per  n  infinito),  e  si  avrà 

^(x)d^  =  lima(g-l)]/(a)  +  i/'("W  +  ?y(V)  +  "-  +  9"-'/'«'/"-'>|   •    (6) 

Con  la  medesima  legge  si  può  divjder'e  l' iiitt^rvallo  d'integrazione  nuche 
nel  caso  che  abbia  un  estremo  nel  punto  0;  si  deve  allora  cominciare  dal- 
l'altro estremo,  ma  bisogna  ricordarsi  (§  H12,  d)  che  un  tal  pTOcedimento 
non  è  rigoroso.  Rappresentando  con  q  un  numero  che  tende  ad  1  crescen- 
do ,  si  trova 


p(i)dx  =  lima(l  -  ./)  |./"(«)  +  qA'^-i)  +  Q'f(<^l')  +  ?VW)  +  •■•(• 


tej 


.i)fÌB/(x)^^, 


In  loriiia  inrlefinita    1  ("dx  ^  f  -|-  C. 


h)  Ecco  un  caso  in  cui  è  pii\  utile  la  (5): 


—  =  limn(^  —  l)  =  limn(  1/ l)  =  log —  . 

X        ,=1  n:^    \r      a  /  a 

a 

Analogamente  si  ha 

ìogxdx  =  limj  (aq*  —  ^*~^)  log(^0 
a  ' 

logg 

=  xlogx  —  aloga  —  (j:  —  a)lim =  x(logic  —  1)  —  a(loga  —  1)  . 

<i=t    q—1 

In  forma  indefinita 

/dx  C 

—  =  logir-j-C     ,       I  ìogxdx  =ix{ìogx — 1)  +  C  . 

Bisogna  tuttavia  notare  che  in  questi  risultati  è  implicita  l'ipotesi  a;>  0,  giac- 
ché nel  campo  dei  numeri  reali  la  funzione  log  or  non  esiste  per  a;  ^  0.  Cosi,  per 
esempio,  la  funzione  primitiva  di  1/jc  per  x<^0  non  è  logx,  ma  log( — x), 

e)  H  calcolo  precedente  non  è  più  applicahile  quando  a  =  0;  ma  dal  risul- 
tato ottenutosi  deduce  suhito.  ricordando  (§313)  la  necessaria  continuità  delle 
funzioni  integrali, 

r' 

I  ìogxdx  =  a;(logx  —  1)  —  lima(loga  —  1)  =  x(ìogx  —  1)  . 

0 

Al  medesimo  risultato  si  giunge  facilmente  mediante  la  (6)  : 

lim(logx-) \  =  x(ìogx  —  1)  ; 


r' 

I  logx(2x=:xlin] 


o ,  con  maggior  rigore ,  dopo  aver  richiamata  una  precedente  formola  (§  94 ,  e) , 
mediante  la  (4): 

/logx<ix=lim^log(n!^*')=-lim  — (nlogn — n-[-.  .-}-nlog  — )=x(loga; — 1) . 
*=o  n=ioo  n  \  n  / 

"o 

d)  Facile  è  il  calcolo  dell'integrale  1  logsenxdx  quando  è  nota  *  la  for- 
mola ® 

ic         27r        3w  (n  —  l)w         Vn 

sen  —  sen  —  sen  -—  . . .  sen 


2n         2n         2?»  2n  2 


*  Vedi,  per  etempio,  il  nostro  Lehrbuch  der  Analysis,  p.  3S8,  o  il  «  Lehrbvch  der  AU 
gebra  »  di  Weber,  t.  I,  p.  424. 
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Intatti,  posto  n/r  =  */,ir,  si  trova  subito 


/■ 


t;.. 


log  sen  X  dx  •=.  Iìju  h  log  —^  =  —  lini  log ^  =  —  */,  lt  log  2  . 


^—0  2  2    n— •  <  ~  ir 


/noe 


ej  Per  calcolare  V integrale  di'  Poinaon  |  <*  "*  cix  dividiamo  Tintervallo  (x,tt) 
in  intervalli  tutti  uguali  ad  A.  e  cerchiniiio  di  calcolare  il  limite  p(x)  di 


A(e-'*+''^*-|-  e-'^+«M*^  ^-'x+8/..'.| ^ 


per  /«  tendente  a  zero.  Posto  ''"■*  =  </ ,  è  tacile  calcolare  p  (0  )  servendosi  del 
tbrmola  (g  101 ,  e) 


lim(7  +  /?M   V"  -i )l/ 1  —  7  =  V.  l^W 


Si  ha  infatti 


pfO)  =  limA(9  +  </  +  7»  H )  =  *;,  V^  lim  '  =  V,  l^w  . 

Ora,  poiché  e  '^*^*'    ^'^'^  .  e  ^  ,  è  chiaro  che 

0<pW<p(0)«-*     ,     limp(x)  =  0; 


drr« 


e  però,  ricordando  ciò  che  si  è  detto  innanzi  (§  312,  d),  si  può  affermare  che 

•e 


/• 


/senx 
■ 


f)  Similmente,  per  calcolare  V integrale  di  Dirichht   I dx  ,  bisogna  » 

0 

l)ere  (§  125)  che  si  ha 

sen/*  +  7j8en2/*  +  ^j^AQn'òh  -\ =  */,(«  —  h)  , 

purché  ^,  positivo,  sia  minore  di  2^.  Ne  segue  subito 


f 

J      X  h-Q      2  2 

0 


'seno;                    iz  —  h        w 
dx  =  \ìm.     = 


A  questo  risultato  giunge  Fourier  *  con  procedimento  analogo,  assolutamei 
privo  di  rigore,  partendo  dalla  formola 

sen/i  +  738en3;i  +  VjSenO/i  +.  .  .=  — (-l/«' 
facile  conseguenza  di  quella  testé  ricordata.  Se  si  divide  (0  ,  co)  in  infiniti  int 


*  Oeuvres,  1. 1,  p.  402. 


—  341  — 

valli,  il  primo  dei  quali  abbia  la  grandezza  h,  e  gli  altri  una  grandezza  doppia, 
ri  trova  come  valore  dell*  integrale 

lim(8enA  -{"  '/j®®^^^  H"  Vs*®^^''  +  •  •  •)  =  Vi^  —  lim8en/*=  */»«  • 

Si  noti  che  si  ha  pure 

OD 

/*sen*x  1 

1  — —  dx  =  lim  —  (senVi  +  *A  8en*27*  4-  V.sen'S//  A ) 

J       x^  h-o   h  '*  '" 


=  Ììm.(sen2h  4-  ^1  sen4h  -|-  ^LBGiiGh  +  •  •  •)  • 

/i=0 


quindi 


Pnen^x  ir  —  2h       ir 

I   — r—  dx  =  lim =  —  , 

,/       X*  h=o       2  2 

0 

sicché  i  due  integrali  valgono  entrambi  7i^*  quantunque  il  secondo  abbia  gli  ele- 
menti inferiori,  in  valore  assoluto,  a  quelli  del  primo:  ciò  si  spiega  osservando 
fho  tali  elementi  son  tutti  positivi,  mentre  quelli  del  primo  «ono  alternativamente 
positivi  e  negativi  negli  intervalli  (0  ,  ir) ,  (ir ,  2ir) ,  (2ir  .  3ir) , . . . 

g)  Calcolando  I  log( —  log.»;)dr  meiiante  la  f6),  si  è  condotti  a  cercare  il 
limite  di  * 

(1  —  9)|log(—  log^)  +  jlogf-  21og7)  -f  7'log(—  ^loS7)  + 


•  •  • 


2n  4-  1                log(/         V.      / 1  n  + 1\ 

5-log-    ^     =log— 5-L_Vr,"( log^!— ). 
n                   a  —  l^"\n  n     J 

i  ^1  ' 

per  5  <  1  tendente  ad  1.  In  virtù. del  teorema  di  Abel  (§  99)  si  ha 

È  noto  (§  73,^*)  che  questo  limite  esiste,  ed  ò  la  mstonie  di  Eulero,  Si  ottiene  cosi  il 
valore,  trovato  da  Mascheroni, 

log(—  log  .x)<i.i-  =  —  0,5  7  721 6664 


/ 


h)  Proponiamoci  ora  di  calcolare  V  importante  integrale  I  x^  *c  ^da-,  che  si 

chiama  integrale  euleriano  di  seconda  specie:  il  suo  valore  è  il  limite,  per  h  ten- 
dente a  zero,  di 

cioè,  ponendo  f-^=zq^  e  richiamando  un  precedente  risultato  (§  101 ,  /), 
lìmh^^l^'q  +  21*- V  +  ^^V  -\ )  =  Ti» lim  f-A-.)**=  r(UL)  . 

r=i  hsz9  \1  C"*/ 
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Dunque 


OD 


r(|i). 


i)  Dalla  nota  *  proprietà  r(a;)r(l  —  x)  =  it/8enirx  sì  deduce,  ricordando 
la  formola  invocata  nel  quarto  esempio . 

r(l)r(l)...r("— ^)=  -^ J}^- , 

1/  sen  —  sen  — . . .  sen  ~  ^— 

f  n  n  n 

m 

come,  del  resto,  si  può  anche  direttamente  dedurre  dalla  definizione  stessa  (§  13.  h) 
della  funzione  P.  Ciò  premesso ,  si  ha 

lim^logr(A)r(2/0 . . .  r(nh)  =  lim  —  j (n  —  l)logl/2ir  —  logVn  \  , 
h=o  «1=00   w  '  I 


e  per  conseguenza 


l\ogr(x)dx=\ogV2r,  . 


Ora  si  può,  seguendo  Lerch,  calcolare,  più  generalmente,  il  medesimo  integrale 
fra  i  limiti  |i  e  |i-}-  1>  qualunque  sia  p.>  0.  Designiamone  il  valore  con  /(|i), 
ed  osserviamo  che 

■^^^^f-f  '  /V)=iogr(ji  +  i)-iogr(|i)= logli. 

a  a 

Ne  segue,  in  virtù  d^'un  risultato  precedente,  /(p)  =  \i'(}og\i —  l)-i-/(0),  e  si 
giunge  cosi  alla  formola  di  Baabe 


I  logr(.r)fia;  =  fJ.log|i  —  |i  -f  log  l/2ir  . 


323.  Integrazione  immediata.  Il  metodo  indicato  e  svolto  nei 
paragrafi  precedenti  è,  nella  maggior  parte  dei  casi,  praticamente  inat- 
tuabile, in  quanto  che  ci  manda  incontro  a  difflcoltà  (ricerche  di  somme), 
per  superare  le  quali  occorre  appunto  (§  110)  la  conoscenza  della  funzione 
primitiva  F  della  funzione  f  da  integrare.  I  vantaggi  che  sembra  presen- 
tare la  doppia  arbitrarietà  del  modo  di  spezzare  T  intervallo  d'integra- 
zione in  parti  infinitesime,  e  della  scelta  dei  valori  della  funzione,  sono 
puramente  illusorii.  Infatti,  qualunque  legge  si  segua  per  la  divisione  del- 
l'intervallo, è  ovvio  che  il  miglior  modo  di  scegliere  i  valori  di  /*  consiste- 
rebbe proprio  nel  prendere,  per  ciascun  intervallo  parziale,  quel  valore  di 


*  Analisi  algebrica,  p.  4S5,  0  Lehrbuch  der  Analysis,  p.  396. 
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/',  il  cui  prodotto  per  la  grandezza  dell' intervallo  è  uguale  all' incremento 
che  subisce  F  da  un  estremo  all'altro  dell'intervallo  stesso,  giacché  in 
tal  modo  la  somma  di  cui  si  dovrebbe  cercare  il  limite  risulterebbe  im- 
mediatamente uguale  (§310)  al  valore  dell'integrale.  Con  ciò  si  vede  che 
quel  metodo,  per  l'eccessiva  generalità  sua,  non  ci  somministra  un  mezzo 
preciso  per  vincere  la  difllcoltà  essenziale,  che  risiede  appunto  nella  co- 
noscenza della  funzione  primitiva  F.  Miglior  consiglio  è  dunque  affidarsi 
alle  conoscenze  già  acquistate  (§§47-50)  nel  calcolo  delle  derivate,  ed  in 
hixse  al  teorema  dimostrato  nel  §  314  scrivere  immediatamente 

coBxdx  =  senx  -4-  C     ,      1  9enxdx  =  —  cosx  -I-  C     ,      I  — r-  =  tgx  -|-  C  , 

J  J  cos'x 

/'    dx                                            r      tlx 
~  =  are  tex  +  C     ,       1 =  are  senx  +  C  ; 
i  +  x«         ^  ^        J  |/rz:^«  ^ 

poi,  tenendo  sempre  presenti  i  valori  di  questi  otto  integrali,  cei*care  di 
riduire  ad  essi,  con  opportuni  artificii,  tutti  gli  altri  che  si  ha  l'occasione 
d'incontrare  nella  pratica  del  calcolo. 

824.  Esempii  :  a)  Spesso  8*  incontrano  integrali  della  forma 


Per  esempio 


/du 
~  =  log|w|  +  C  . 

/Pdcoax  ,      ,  ,   ,    ^ 

tgxdxz=  —  I  =  —  log|co9x|  -|-  C  , 
J    cosx 


X 


-/  senx  f  X  X  f  X 

J     sen  — C09—      J       tg  — 


X 


/c*—l  /V  — c  *  r^(e*+«  ') 
dx=  I dx  =  2  I  -1— !- i 
«*+l            J     2        _£              »/*-.£: 

e^  +  e    *  e^  +  e    * 

=  21og(e«  +  e'^)  4-  C  =  log(<s-  4-  e-  +  2)  +-  C  , 

/•     dx              P     cosxdx            ,,     /'co9x4-senx        .    ,,     /*c08x  —  senx, 
=  1 =  /i  1   •  ^  +  /*  /   ; ""^ 
tgx  4"  1      ^  senx -|- cosx         \/    senx -j- cosx               \/    senx -(- cosx 

=  */,  I X  -\-  log  I senx  -(-  cosx  |  j  +  C  . 


—  341  — 

/dx 
si  esegue  rapidamente  t>onendo 
asenj!;  -f-  />co3x 

(ly cok  a  =  ft/sen  a  =  |/a'  j  6'  . 


L' integrale  diventa 


l  P       dx  1  .      ., 

T,-3^-z=/-   ,-v-  =  -, -log  tgV,(a-  +  «)  +^-  ; 

poi,  sostituendo  ail  a  il  suo  valore  ttrctg(6/a),  si  trova 


dj-  1 

—  =  __: log 


ftsenx  —  a  coso;  -|-  r  a*  -|-  6* 
asenx  -{"  ftcosx 


asenx  -f-  6cosx         l/^^i    i    f^t 

e)  Sono  anche  tre<iuenti8simi  gli  integrali  della  forma 


e. 


Per  esempio 


/*|/l  — «    .          /M— X                P      dx               r     mix  .    ,.r     - 

fi/ dx=  [ — — — — -rfx^l I —  =  arcgen  j;  -t-  K  1  —  •' 

Similmente,  se  si  osserva  che    1  u</m  =*/,/(' -|"  ^i  ^^  ottengono  immediatamentt^ 


risultati 


/'arcsenx  .,  .    .  /*arc  tgx 

— — — -  dx  =  %(arr sen.ri*  +  C     ,       /  -     ,     -7  rfx  =  */, Tare tg j^)*  +  1'  . 

d)  Altri  esercizii: 

r   ,  /^l  — cos'x  r  de  /* 

I  tg'xrf,r=  1 rfx  ==  /  —    , I  dj'  =  tgx  —  X  4-  C  , 

J  J        cos'.r  ^  cos'x     J 

/'       rfx               Psen^x  4-  cos'x  /^  f/.r  /^  dx 

— V ,-  =  /    ,— -  ,       dx=      -  -  +  /   -,-  =  tg.r  -  cotgx  +  C 
sen  xcos'x     ,/      sen  xcosV  ,/  ros*x      ^7  sen'x 

fcos^xdx  =  '/ j /(l  -|- cos 2x)dx  =  *;^ x  -j-  ^/s /cos2x(^x  =  YsC»  +  senxcosx)  -{-  C 
Più  generalmente,  fondandosi  sulla  formola  di  trigonometria 

L'OBinx  cosnx  =  *,  ^  1  cos (7/1  —  w).r  -|-  cos(m  -{-  n)x  >  , 

si  può  calcolare  qualuncjue  integrale  della  forma  fcoi-  ax .  cospx .  cosy-r . . .  dx,   Pe 
esempio,  dato  a  calcolare  l'integrale  di  co8xco8  2.rcos3x.(/x,  si  ha 

cosx cos 2x  =  */j (cosx  -f-  cos 3.C)  ; 
quindi 

cosx  cos  2x  cos 3x=  */^(l  -j-  co8  2x  +  cos4x  -{-  cos6x)  ; 

finalmente 

/co8  X  cos  2x  cos  Sx(/x  =  \'^(x  4"  Vi  8en2x  +  */^  sen  4x  -|-  *y ,  sen  6x)  -4-  C  . 
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/du             1 
— r  = \-C,  Sia  (lato  a 

calcolare y  per  esempio,  Pintegrale 


r      x'dx 

J  (a:  008  05  —  senj-)* 


proposto  da  Hermite  *.  Seguendo  la  via  semplicissima,  indicata  da  W.  W.  Beman, 
si  può,  dopo  avere  osservato  che 


xcosx  —  sena;  =  I  cotx jirseuj;  =  (a;  —  tgo;) 

si*indere  la  funzione  da  integrare  in 

111 


COSJC    , 


sen'x        X'  cos'x 


(cotx  -  i.) 


quindi ,  poiché 


d(cotx )  =  (- r"  +  '~i)^     »     rf(x  — tga;)  =  fl ^r~)^  » 

si  trova  la  funzione  primitiva 

1 

tgjr  -1 

1  1  xsenx-|-cosx  x 


1        X  —  tga;        xcosx  —  senx                   tgx 
cotx 1 


X  X 

e  analmente 

/ x^         ^      /    4-  arctg  ^)  +  e  . 
(xcosx  —  senx)'  \  x  / 

325.  Integrazione  per  sostituzione.  Per  calcolare  S/X^)doo  è 
spesso  conveniente  assumere  un'altra  variabile  i=f^(pc).  Se  da  questa  re- 
lazione si  può  ricavare  x  =  ^{t),  dimodoché  iLt  =  f^'{t)dt ,  è  chiaro  che 

e  può  darsi  che  sotto  la  nuova  forma  l'integrale  sia  più  facilmente  calco- 
labile. Se  la  prima  integrazione  si  estende  fra  i  limiti  a  e  6,  la  seconda 
dovrà  estendersi  da  9(a)  a  9(6),  purché  t  varii,fra  questi  limiti,  sem- 
pre in  un  senso,  e  si  mantenga  continua,  nel  qual  caso  si  potrà  evidente- 


*  Caurs  d'Analyse  de  VÈeole  polytechnique,  p.  260. 
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mmite  scrivfire 


jfi^,HT=f.j 


rappresentaiidu.  per  brevitH.  co»  ^(0  la  fiiuzii.tue  /(+(0)'V'(0-  Se,  invew. 
mentre  x  varia  sempi-e  in  im  seiisn  ila  a  fino  a.  ì>,  t  varia  prima  io  un 
senso  fino  ad  w^^Ct,  poi  in  senso  opposto  fino  ad  cc^c,,  ecc..  bisogna 
scindere  In  seconda  integrazione  in  due  o  più  integrazioni,  estese  ad  in- 
tervalli, in  ciascuno  dei  quali  sia  soddisfatta  la  condizione  che  t  varia, 
con  contiimità,  sempre  in  nn  senso;  e  si  avrà 


chiamando  ff^{t)  la  g{t),  calcolata  in  base  all'espressione  4',(()  di  or  iiel- 
r intervallo  (a,  e,),  come  g,{t)  è  calctilnta  in  base  all'espressione  ^,{,t)  di 
a-  in  {e, ,  e,),  e  cosi  via.  Per  esempio,  sa  t.  nel  variare  di  ;r  da  a  floo  a 
b.  partendo  dal  valore  i>.=^{à)  ritorna  a  questo  valore  a^^W)  passaado 
(necessariamente)  per  un  mìnimo  o  per  un  massimo  p— ìp((?).  è  chiaro  che 
i  valori  di  X  nell'intervallo  {a  ,  e)  saranno  rappresentati  da  una  funzione 
^,(i),  e  nell'intervallo  (e,  b)  da  un'altra  funzione  ^,(i),  giacché  ad  ogni 
valore  di  t,  compreso  fra  a  e  p,  debbono  corrispondere  due  valoi'ì  d 
Ne  segue 

mentre,  se  non  si  avesse  cura  di  fare  questa  osservazione,  si  putrebbt 
dere  nel  grossolano  errore  di  affermare  che  l'integrale  è  nullo  | 

1^1).  Ciò  valga  a  mostrare  la  necessità,  quando  si  vt^liono  stabiq 

limiti  della  nuova  integrazione,  di  studiare  attentamente  il  modo  dU 
piare  della  nuova  variabile.  Se  poi  questa  avesse  discontinuità,  per  e 
pio  una  discontinuità  ordinaria  nel  punto  x=^c,  è  chiaro  che  si  doi 
scrivere 

f((-»)         „?'*'  /iV  /iT""*^' 

f;,{l)dl  . 


j/ir)dx  =  I  g{t)dt  + 1 y{l)dt  =  I g(l)dl  -  I  ;,{l 

uando  <i{3^).  jambiando  segmi 
3  si  ha 

ff{.r,dc  =  fgit)dt-{-fg(eì.U  , 


Ciò  accadi"  anche  quando  9(-ì')-  {ambiando  seguo,  diventa  inGuiU 
•x  =  v,  nel  qual  caso  si  ha 
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pervenendo  così  ad  un  valore  geuerulnieute  diverso  da  quello  che  si  ot- 
terrebbe applicando  ciecamente  la  (7),  giacché,  se  con  G(t)  si  designa 
l'integrale  indefinito  di  (j{t)dty  ne  differisce  per  G(zboo)  — G(qFoo). 

326.  Esempi!:  a)  Ponendo  successivamente  x=at ,  ajt ,  a(l  —  t)j  si  calcolano 
i  seguenti  integrali  : 

/*    dx  1    r    di  1  .    ^        1  a;    . 

=iz=r  =T  —  1  — —  —  =±  —  are co8<  +  C  =  it  —  are cos r  ^  > 

/'       dx                      P      dt                                                                a  —  X 
— =  ip  I  — =  zb  are  l'ost  -}-  C  =  ±  are  cos 1-  C  . 

Neil'  ultimo  esempio  si  debbono  prendere  I  segni  superiori  o  i  segni  interiori  se- 
condo che  a  è  positivo  o  negativo.  Lo  stesso  si  deve  fare  nel  penultimo,  secondo 
che  si  vuole  estendere  l'integrazione  a  valori  positivi  o  a  valori  negativi  di  oc  ;  e 
del  resto  dall'  uno  all'altro  di  questi  casi  si  passa  cambiando  x  in  —  x,  ed  osser- 
vando che  aro  cos  ( —  x)  =  *k  —  are  cos  x.  Il  doppio  segno  si  deve  ai  radicali  qua- 
dratici, che  si  suppongono  presi  sempre  col  segno  -|-,  sicché,  per  esempio,  si  ha 
Ycx^  =  I X I  l/c7  e  non   ^cx'  =  xj/c. 

h)  Mercè  la  sostituzione  x  =  cos  6  si  calcolano  questi  altri  integrali  : 

1/  -^I^</x  =  —  2  /sen*  —  dO  =  —  (6  —  senO) -f  C=arcsenx  -f  Vl  —  x^  +  C  , 

J'^l— x*cix===~/8en*6 d6===—Vs(^-- sene 0086)  + C====7,(arcsenx4-x I/i  — x*)  +  C'  , 

^ =—  / co8*9d6  =  — Vi(^+«^'^^**^s^)  +  ^  =  Vi(arcsenx  — x)/l  — x*)-f  C  . 

J^l— X*  J 

/'     dx  ^ 
conviene  porre  x=cot6,  supponendo  sen  6  >0, 
Vl  +  x"" 
ciò  che  non  limita  la  variabilità  di  x.  L'integrale  si  trasforma  in 


J  sen  6 


6        _  1  4-  cos  6   . 

logcot -  +  e  =log     ^    ^      +  C  . 
2  senO 


Dunque 


Tr.T:^  =  log(.x +  |/l  +  x«  )  +  C. 


/dx 
— zz^ziz ■  .  Moltiplicando  nu 

Kl  +  x«+l/l  — X* 


—  348  — 

meratore  o  denominatore  per  |/ 1  +  -r*  —  K  1  —  x^j  V  integrale  si  trasforma  in 

Il   r        '^  ,     /'       dx  p     dx  |,    /*      «ir 


Di  questi  quattro  integrali  il  primo  ed  il  secondo  si  trasformano ,  mercè  la  sosti- 
tuzione jc=l/^,  in 


+  1  -f  e 


1  4-  e"  : 


il  terzo  è  stato  calcolato  precedentemente,  ed  il  (luarto  vale  arcsen.T -}-<'''"•  Dunque 


/dir 


X 


']/i~^x^  +  Vl—x' 


-f  VJog(x  -f  l/l  -fa:»  )  +  */,arc8enx  +  C  . 


di  Per  calcolare 


J  x' 


cLr 


+  px  +  q 


supponiamo  prima  7>  ViP  »  ®  facciamo 


X  -f-  »/,p  =  «^^fy  —  *;\j)«,  dimodoché  dx=yq—  V^i'*•<^^  © 

x«  +  i)x  +  ^  =  (.r  +  ^/, p)«  -f  (7  -  V,i>«)  =  (9  -  V, y«)  (1  +  /«)  . 


Si  ottiene  subito 


/ 


dx 


=  --   are  tg  ,,  +  C  . 

1/..       1/  «»« 


x«  +  jpjr  +  ^  |/,y  —  i/^  2>«  l/g  —  7^ 


Invece,  se  7  <  */\2>',  si  ponga  ^  +  Vxi'  =  '^KViP'  —  '/•  L'integrale  dato  si  tras- 
forma in 


/^=v./^-v./^=v... 


izii 

t+1 


+  C, 


diviso  per  Y^j^p*  —  q*  Dunque 
dx  1 


./^ 


+  j)x  +  </      aJ/'/^p»  — ? 


log 


■'  +  'up-y'iy-'i 


-hc 


Del  resto  le  due  forme  dell'  integrale  si  equivalgono  in  virtù  delle  relazioni 

arctgx  =  -log^— ^     ,     logx  =  2.arctg(^.^-p-j, 
facili  conseguenze  d'  una  nota  formola  *  di  Eulero. 


*  AncUisi  aigebriea,  p.  312. 
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e)  Quasi  senza  calcolo  sì  determinano  i  valori  degli  integrali 


0  0 

se  si  osserva  che  ciascuno  di  essi  si  cambia  nelP  altro  quando  ad  a;  si  sostituisce 
*/jTC  —  X,  e  che  la  loro  somma  è   I  dx=^l^iz.  Il  comune  valore  dei  due  integrali 

0 

è  dunque  Vv'^*  Similmente,  cambiando  x  in  ic  —  a:,  si  ottiene  subito 

?r  ir  ir 

/      ursenx  /*(«  —  x)senac  ,,        /      sena; 

/— i    dx^l  ^-^— ^    ^-dx  =  V,«/— =-rfx=VXarct«cosxì;=*/,«*. 


•  0  0 


i/,7r 
fj  In  modo  analogo  si  riesce  a  determinare  l'integrale   /  logsenxc/jr,  già 

calcolato  precedentemente  (§  322,  cf).  Si  ha 


f 


/•«/i^  /»»/j7r  /»V,ir 

logsenx(ir=  /  logcosxc/a:  =  */,  /  log(88narcosx)<^  , 


cioè,  cambiando  x  in  ^i^  nelP  ultimo  integrale, 

i/,ir 


/logsenx(ix=*/4  /log(7,9enx)<ix=  —  74«log2  +  V4  /  logsenxrLc 


0  0 

Se  poi ,  cambiando  x  in  9V  —  x ,  si  osserva  che 


/  logsenxdr=  /  logsenxrfx  , 


si  può  anche  scrivere 


logsenx(ix=  —  ^j^^rzìog^  -}"  Vi  /  ^o^^nxdx  , 

0  0 

log  8«n  xdx  =  —  '/i'*  '**6  2. 
y^  Similmente  si  ha,  mercè  il  cambiamento  di  x  in  1  —  x , 

riogr{x)dx = |ìogr(i  -  x)rfx = v,|iog  -^  dx 


7.iog«-'A/ì 


0 

1 


logsen^x.^x. 

0 


—  a50  — 

L*  ultimo  integrale,  se  vi  si  pone  itx  =  6 ,  diventa 


1  /•*  2  r'^^'' 

—  llog8en6d6  =  —  I  log sen 6 ^i6  =  —  log 2 

0  *ft 


Dunque  {cfr.  §  322 ,  i  ) 


j\ogV{x)ihc=\ogV^v:  . 


,    Ai^  Dato  a  calcolare  I  e  *    dxj  che  per  tt  =  0  si  riduce  alPintegr.' 

0 

di  Poisson  (§322,  e),  si  cambii  x  in  a/x,  prendendo  a>0.  LMntegrale  proj 

sto  si  trastorma  in  —  I  «•  *«/--,  ed  ò  per  conseguenza  uguale  a 

t./  J' 

0 

v,A'"*''^'4-t)-/.-A"-*''4-7)- 

0  0 

a 

Ora,  se  si  cambia  x in  x,  è  chiaro  che,   quando  l'antica  ;r  va  da  0 

.r 

r infinito,  la  nuova  va  da  —  a  a  x  ,  sempre  crescendo,  sicché 

/?-(..'+•!)  /?  ,       y- 


—90 


/sen'x(2x       ,  ,    ,   , 
,  dove  A:  è  da  supporre  non  maggiore  di  1 
1  — A;cos.r 

0 

valore  assoluto,  si  divida  per  metà  l'intervallo  d'integrazione,  e  nella  metà 
stra  si  cambii  a;  in  «  —  x.  L' integrale  diventa 


1 


/,ff  *  jTT  i/,ir 


/*  sen'xcto  P  sen^xdx  P    sen^xdx 

J  1  —  fccos.r      J  1  -\-  A:cosx         */  1  —  fc*cos*j; 

0  0  0 

Se  si  pone  tgx  =  f ,  1'  ultimo  integrale  si  trasforma  in 

/  *  t^dX J_  /y 1 1  —  Jb'      \ 


dt 


—  351  — 

sirrhè 


ir 

P  sen'xdx  « 

,/l  — fccosa;         i^J/rZTp 

j)  Per  mostrare  come  si  debba  andar  cauti ,  quando  si  cambia  la  variabile 
d*  integrazione,  nel  fissare  i  nuovi  limiti,  osserviamo  che,  se  si  tenesse  conto  uni- 
camente dei  valori  estremi  della  nuova  variabile ,  si  correrebbe  il  rischio  di  per- 
venire a  risultati  assurdi  come  questo  : 

^     dx       _    1  *       _         /       ^       _ 


-1  X'  -1 


Evidentemente  il  valore  dell'integrale  è  arctgl  —  arctg( —  1)=  Vi^*  L'errore 
sta  in  ciò  che,  quando  si  cambia  x  in  1/a;,  V  intervallo  ( — 1 , 1)  non  si  trasforma 
in  sé  stesso,  si  bene  in  ( —  1  ,  —  oo)  -{-  (oo  ,  1) ,  dimodoché  si  ha 


di        ^.  rfl 


/dx      f^         X  f  X 

.,  ^+?  -7,  -.71 V  774  ' 

-*  x'  •  X 

<]uìndi,  cambiando  anche    x    in    — x    nel  primo  dei  due  integrali  del  secondo 
membro , 


-l 

k)  Quando  si  presenta  un  integrale  della  forma 

f^\x)dx 


A 


1+9V)  ' 


(8) 


si  è  naturalmente  condotti  ad  assumere  come  nuova  variabile  <=9(x).  Cosi,  pur- 
ché 9(x)  si  mantenga  finita  e  continua  in  (a,  6),  si  ha  subito,  come  valore  del- 
l' integrale, 

U 

are  tg9(6)  —  arctg9(a)  ; 
L  -t-  i~ 


ma,  quando  ^(x)  soffre  discontinuità  fra  i  limiti  delP integrazione,  bisogna  ricor- 
darsi delle  osservazioni  fatte  in  fine  del  precedente  paragrafo.  Se,  per  esempio,  in 
un  sol  punto  e,  fra  a  e  2>,  la  funzione  9  cambia  segno  passando  per  l'infinito, 
l' integrale  proposto  si  scinde  in 

/(iarotg<-f  /(iarctg<=^zfcy  —  arctg9(a)j  +  /arctg9(6)zt~j 

=  arctg9(ò)  —  arctg9(tt)itlt  ; 


e  ]>erò ,  più  generalmente ,  se  nel  crescere  continuo  di  x  da  a  fino  a  &  accade  ohi 
9(x)  diventa  infinita  k  volte  passando  dal  positivo  al  negativo ,  e  il*'  volte  pai 
sando  dal  negativo  al  positivo ,  si  ha 

I  ■/,     ,,  ,  =  arctg9(6)  -  are  t^9(a)  +  {k  -  fc^ir  . 


a 


P'        dx 

l)  Nel  medesimo  tipo  (8)  si  può  far  rientrare  l' integrale   1 

,f  l  +  (x  — |x] 

0 

giacche  la  funzione  ^(x)  =  x  —  \x\  ha  la  derivata  <f'(x)  =  1 ,  esclusa  la  sinist 
di  ciascun  valore  intero  di  x ,  dove  cessa  la  continuità  di  9.  A  tali  discontinui 
si  deve  se,  per  x^l,  il  valore  dell'integrale  non  è  arctg(x  —  r*])i  come  si  p 
facilmente  constatare  scrivendo 

dx  _     X       r        ^  r  dx 

i  +  {x^\x]y-  è>  J M-T^ -'v)'  V  1  +  (* - M )• 


V-0  0 

Più  generalmente 


-l'I 


i/ix  —  [xj  )dx  =  [xj  //(x)<ix  4-  //(x)dx  . 

0  0  0 

P  xdx 

m)  U  integrale  I  —  si  calcola  immediatamente  mercè 

J  K(a;«  —  a*)  (6»  —  x«) 
sostituzione  x*  =  a'co8'6  +  &*sen'0,  che  lo  trasforma  in  /rf6,  sicché 

/xdx                                  I  /  x'  —  a* 
__-  =  are  tg  1/  -; -J-  +  C   . 
l/(x'_a«)(6'  — x')                    r     6   —  x 

/ 1  /  X  —  a                                           ,6  Q 

Similmente,  per  calcolare  I  1/  xdx ,  si  ponga  x  =  a  cos' [-6  sen*  — 

d' onde  segue 

6  0 

X  —  a  =  (b  —  a)sen*  —     ,     b  —  x  =  (b  —  a)  cos'  —     ,     <ix  =  */,(&  —  a)8en  6  é 


\j  integrale  proposto  diventa 

6— 

8 

quindi 


- /(a+Oi— 4^cosO+(6— a)cos26)c/e= ?((a+3&)e— 46sene+(^-a)8enecos< 


J  j/^«ix==V4(ò-a)(a+a6)arctg^^+\^ 
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In  particolare 


/  I  /  X  —  a  IT 

/    1/  xdx  =  ->(/>  —  a){a  +  B6)  . 

n)  La  medesima  sostituzione  potrebbe  servire  a  calcolare  il  valore  dell*  in- 
tegrale 


5=/[(;r  — à)(6  — ^)J     '*e   ^*-''     ''-*'' (ir  , 

incontrato  da  Beltrami  nel  trattare  *  un  problema  di  propagazione  del  calore;  ma 
noi  vogliamo  qui  seguire  la  via  iniicata  dallo  stesso  Beltrami,  assumendo  come 
variabile  d' integrazione 

con  a  e  p  positivi.  Essendo 

X  —  a        b  —  X  b  —  a 


5*i  trova  subito 

dx       X  —  ab  —  X  aP(ft  —  a)     ' 

poi 

3  =  ——  (b  —  tt)-*  le  "-«  . {aé  +  p«-«)rf<  . 


—  X 


Basta  cambiare  t  in  —  ^,  e  prendere  la  media  aritmetica  delle  due  espressioni, 
per  trovare 


I  /    «B 

E  naturale  assumere  come  nuova  variabile  d*  int<3grazione  6  =  1/ (V— c~'), 

r      6  —  a 

che  varia  evidentemente,  crescendo  sempre,  da  —  x  a  -}-  x,  sicché,  ricordando 
il  valore  dell'  integrale  di  Poisson  (§  322.  «), 


,/  ap 


3  =  -;^(6-a)     "e 


—  oc 


o)  E  tacile  porre  la  l'unzione  di  Kronecker  (§  18,  e)  sotto  forma  d'integrale 
definito.  Infatti,  se  neir  integrale  di  Dirichlet  (§  322,  /)  si  cambia  x  in  ±  A:.r,  se- 

^  Memorie  dell' Accademia  di  Bologna^  4*  serie,  t.  VIK. 

lo 


(*ondo  che  k  ò  positivo  o  negativo,  si  ottiene 


'/ 


/•sena:                  /*Hen^^r 
^  IT  ==  I    d,r  z=±i    dx   : 


e  poiché,  per  A:  =  0,  il  secondo  integrale  è  nullo,  si  vede  che 


2    /*senA\r 
sgnA==  —  I </.r   .  (Hi 


2    /•  aen*A\r 
/.•=--/    -   — —  ìÌj:   .  1 11), 


In  modo  analogo  si  dimostra  che 

2    /•  sen^ 

L>a  ([uesti  risulttiti  è  tacile  dedurne  altri,  alquanto  ]>iii  generali.  Proponiamoci, 
])er  esempio,  di  calcolare  gli  integrali 

/*  ,       (U  r  ^      dx 

I  sen  a.'- .  cos  p.r .  —      ,       I  sen  a.r .  aen  px .  — ^  ,  C 11  ■ 

o  0 

che  si  riducono  agli  integrali  (9j  e  (10)  per  3 — =  ^'  '*  P=*j  rispettivamente.il 
primo  si  scinde  subito  in 


11 
/ 


0 

0  j)crò,  in  virtù  di  (0), 


3»  X 

/'seuTa  4"  P'-'-  .     .    i     /*  8en(a  —  B)x  , 


OD 


/  sen ax . cospx.  —  =  */^ ir  j sgn(a  -|-  P,'  +  sg^t «  —  9)\  • 

0 

In  altri  termini  l'integrale  considerato  ha  rispettivamente  i  valori 

^l^izsgjia     ,     '.\irsgna     ,     U  , 

8e(!on<lo  che  il  valore  assoluto  di  p  è  inferiore ,  uguale  o  superiore  a  quello  di  a. 
Similmente  il  secondo  integrale  (11)  si  scinde  in 

y^sen' x  /*sen  x 

J  ■ — J—  "^-  /  — /--  '^  ' 

0  0 

e  ])erò,  per  la  (10),  vale  V*''^  I  I  *  ~I~P  I  ~    I*  —  P  I  j-  ^^  ^^^^^  termini,  se  si  designa 
con  a  il  più  piccolo,  in  valore  assoluto,  dei  numeri  a ,  p,  si  ha 

oc 

/dx 
sen  ax .  sen  pò: .  —  =  '/j^aagnp  . 


Innumerevoli  altri  inte^^rali  si  posijono  ricavare  dai  procedenti  mercè  l' ausilio 
della  trigonometria.  Cosi,  elevando  alla  n""^  potenza  2fsena;=^^^ — e"~*^,  si  trova 
tacilmpnt€,  per  n  dispari, 

n-l 

(—  1)  M  n  n(n— 1)  ,  ) 

8en**x  = ' —  {  Senna; ^enCw  —  2).r  -\ sen(n  —  \)x  —  ...  db  ••  senjc  !  ; 

2«-^      f  1  '     ^      1.2  '  \ 

<Li: 
quindi,  moltiplicando  i  due  membri  ])er  senu-  — -,  ed  integrando,  dopo  aver  richia- 


X* 


mata  l'identità 


n        n{n  —  1)  _.'*('*■""  l).-.fw  — v  +  1) ^(n— l)(n  —  2)...(n — v) 

""T"*        172  ~"  1.2. 3.. .V  """"  r!'2.3...v  ' 

stet^alata  in  fine  del  §  i)l,  si  ottiene,  cambiando  ancora  n  in  2n —  l .  el  .r  in  1/j:, 

1  V*»  1.3.6...(2n  — 3)    w 


/•/'        1  V*»  1.3.6...(2n  — 3)    w 

I   (  sen  —  I    dx  = .  — 

J    \        x)  2.4.6...(L>n  — 2)     2 


/^ 7  ■ 


A  misura  che  n  cresce ,  l'integralo  tende  a  zero  assintoticamente  ad   '/^ 


.327.  Integrazione  per  parti.  Siano  u  e  r  due  ruiizioni  di  a\  Dalla 
l'orinola  duv  =  udv  +  i;c?w  si  deduce,  integrando, 

J?a/i^==ia* — jrda  .  (12; 

Questa  relazione  permette  di  calcolare  //<//r  (quando  è  noto  fcdu:  ciò  si 
chiama  integ^'ure  per  parli,  l^roposta  un'in  tej/raziono,  si  può  in  infiniti 
modi  dare  alla  funzione  da  integrare  la  forma  /'0^')  =  9(^0+(i^)*  in  guisa 
clie  ^{x)da)  siali  differenziale  d'una  funzione  no/a  r;  ma  bisogna  aver 
cura  di  scegliere  ^{x)  in  modo  che  l'integrazione  di  v(^'(.r)dx  si  presenti 
più  facile  di  quella  di  f{x)dQ\  Si  vede  perciò  clu»  Tintegrazioiie  per  parti 
(come  quella  per  sostituzione)  è  da  considerai»e  soltanto  come  un  procedi- 
mento atto  a  facilitare  il  calcolo  d'un  integrale,  preparandolo  all'integra- 
zione immediata.  Non  è  tuttavia  infrequente  il  caso  che  nel  secondo  Jiiem- 
bro  della  (12)  comparisca  l'integrale  stesso  che  si  vuol  calcolare,  con  un 
coeflìciente  diverso  dall'unità.  In  tali  casi  l'integrazione  per  parti  riesce 
un  vero  e  proprio  metodo  d'integrazione,  poiché  dalla  relazione  (12)  si 
iv'Mt  allora,  senza  ulteriori  calcoli,  il  valore  dell'integrale  proposto. 

328.  Esompii:  a)  Si  calcola  rtii})ito  rint<3ujrale  di    J/l  —  x*^  dx  scrivendo 


—  356— 
Il  secondo  integrale  si  scinde  in 

/dx            ri--x^  r.y 5^ 

— — _  rz^ I dx  ==  are  sen  x  —  |  yl  —  x^dx  . 

Dunque  (c/r.  §  320,  b) 

I  J/r^T^»  dx  =  7,  (x  j/'l  —  x'  +  are  sen  x)  +  C  . 

b)  Per  calcolare  gli  integrali  di  senlogx.rfx  e  coslogx.dx  si  noti  che  l'in- 
tegrazione per  parti ,  a])plicata  ad  entrambi ,  dà 

/senlogx.cLc=.rsenlog;r — fcosìogx.dx  ,  /co8logx.(ÌJ*=xco8logx-{-J  8enlogx.</.r  . 
d' onde  si  trae 

/sen log x.dx^=  —  (sen log x  - cos log x)-|-C  ,  J*cos log x . d.r  =  —  (sen log x-f-cos log x)4-C 

Similmente,  applicando  T integrazione  per  parti  agli  integrali  di 

e-^^'senx.rf.i;     ,     c*cosx.(/x  , 
si  ottiene 

fe^  sen  x dx  =  —  «r*  cos  x  -|- J  c^  cos  x  d.r     ,     J^c^  cos x  d.r  =  e* sen x  — Je*  sen  .r  c/x  : 

quindi 

fer^  sen  x  rfx  ==  */  ^  c**^  (sen  r  —  cos  x)  -|-  C    ,    J  c^  cos  x  dx  =  */ j  «^  (sen  x  -f-  cos  x)  -}-  C  . 

Del  resto  questi  integrali  non  differiscono  sostanzialmente  dai  precedenti,  ai  quali 
si  riducono  infatti  mercè  la  sostituzione  x  =  log^ 
e)  Analogamente  si  ha 

J  cos'x  rfx=r/cosxd  senx=8enx  cosx  -\-x — /cos'x  (/x=*/i(*''+8enxco8x)-|-C  , 

J^x  cosx dx-r^yxd senxinx  senx — J  senx dx=x senx -f-cos  r-j-C  , 

/x*senxcfx=rj^x*d( — co8x)=  —  x*cosx-|-2j  xcosx<ix=r2x8enx-f-(2 — a5*)coax-{-C  , 

/x*'cosx(/x=x'*senx — n/x'*~*senxc?x=rx**senx-)-nx'^*cosx — n{n — l)J*x*~*ooa/-(fx 

^(x»»— n(n— l)x'*-*H — )senx+(nx**-*— 7»(n— l)(n— 2)x'*-'+,..)cosx-f  C  , 

/'  r  xdx  , 

are  tgx .  dx=x are  tgx —  I   — — ^  =r  x  are  tgx — log  |/l  -f-x'-j- C  , 

/log(x -1-  l/l+x«)dx=xlog (x+  |/l+7') - J/i+^+C  , 
/lou;( VT^  +  Kl+i)<ix=xlog( VT^x^Vì^x )+V,(arc8en«-.x)4.C  , 

/    ^ =2  /  e^rf  |/^^IIT=2c*  l/^ITT-  2  /^  V^^^dx. 

,/ /•  e^'t/x  r  e'd.c  ,y 

^2e-|/e--l-2/-— ^-+2/-— —  =Ve-+2)|/e--l+C  , 

^    Ve^—1        J  Ve'—I  ., 
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In  particolare 


/ocdx 

0 

Finalmente,  se  si  pone  arctg  —  =^6,  sicché  x=cotO,  hì  trova,  integrando  per 
parti , 

I  farctg— jdx  =  lim6«cote  +  2 /ecotdrfO  , 

0  0 

e  per  conseguenza  (§  326 ,  /  ) 

I  larctg — jda;  =  2  I  6<ilogsen0= — 2  I  logsenO.dO  =  wlog2  . 

U  0  0 

I  -f-  sena; 
d)  Per  calcolare  *  l'integrale  di fr^dx,  si  applichi  T integrazione 

1  +  C08.r 

per  i^arti 

/l  +  senx      ^         1  +  sena:  /*  1  +  cosx  +  senx 

l-j-cosx  14-cosx         J        (l+cos.i^' 

e'I  all'  ultima  espressione  differenziale  si  dia  la  l'orma 

er^dx  e'senxdx  de'  1  e" 

1 ; = U  e-'d =  (/  — . 

1  -f-  cosx         (1  -j-  uos:r)'         1  -|-  cos.r  l  -|-  oosar  1  -J-  cosx 

Ne  segue 

.A 


4-  senx  x 


-f-  cosx  2 

Si  potrebbe  anche  evitare  l'integrazione  per  parti  moltiplicando  numeratore  e  de- 
nominatore per  1  —  cosx,  e  spezzando  l'espressione  da  integrare  in 

(1              C08X\               .    /     1              C08X\                                                    .            e**' 
— 5- )«*rf-^  +  ( r  )c*rf.i=  — rf(r^cotx)  +  (Z . 
senV       sen.T/                \senx       sen'x/                                                sen.r 

ej  Dato  a  calcolare  l'integrale  di  x"*logV.(ix  per  m>  —  1,  ed  n  intero 
e  positivo,  si  trova,  integrando  per  parti,  ed  applicando  ripetutamente  il  primo 
risultato  che  si  ottiene , 

if*log**x .  dx  = log^r 1 —    I  x"* log**"** .  rfx 

f»  +  1  m  -f-  1^/ 

= (log»x log^-V-f.  -  >-  ^  log'^-V =b  I  ^-  C  . 

^  Dal  Oioigow  University  CaUndar,  1901-1902 ,  dove  il  lettore  potrà  trovare  altri  utili  e* 
aercizii. 


—  lass- 
ili particolare ,  siccome  per  ogni  v  >  0 ,  e  per  w  >  —  1 .  la  funzione  jt****"'  log'jt 
nulla  per  r  =  1 ,  tende  mi  annullarsi  (^§  71 ,  a)  alla  destra  di  0,  si  ha 


/ 


(— If.n! 


x"'iogv.(ir= --  - — -  .  aa 


Analogamente  si  ottiene 

e<l  in  particolare,  se  sì  osserva  (§71,  a)  che  (.cV"^)J  =  0  per  ogni  v >  0, 


/y^*.  =  .U.-):  =  n! 


(14^ 


Quando  è  noto  questo  risultato,  è  tacile  servirsene  per  calcolare  l'integrale  (lì 


t__ 

mercè  la  sostituzione  .r  =  «   *'*+'.  Infatti 


1 


I  x'"ìofr^'x.dx=  ~       ,— ,    lr'e-fdf  =  - . 

0  0 

Del  resto  la  formola  (14)  è  inclusa  in  un'altra  dimostrata  (§  322,  ?i)  precedent 
mente,  giacché  n!  è  il  valore  di  r(n-}-  1)  per  n  intero. 
f)  L' integrazione  per  parti ,  applicata  agli  integrali 


dà 


ossia 


a^^  =  ('x**c~*sen.r)*  —  l(»jc**~*  —  x^)e~'^Aeuxd,r  , 

0 

h^^=(x^e^^co(ix)l  +  /  (wJt;'*"'  —  x*')e-'^co»xdx  , 


«„  =  ^  —  '^^'n-l       1       K  =  —  «n  +  ««..-1    • 


Queste  relazioni  si  compendiano  nell'unica  (-•„=*.,  j(l+0'^^*i,-i  po^oi^^^o  ^«"l"  ' 
con  ?  *  =  —  1,  uguale  a  c„.  Ne  segue,  dopo  avere  osservato  che  c^^=  */,(l   -J- 

.  tr 

r»     =rn  !  (  I         =r  M  !  ( I         =  f 


—  359  — 

'unque 

ni  ir  ni  w 

•i  4  »4-i  4 


2  ' 

iù  generalmente ,  se  cosa  >  0 , 


*c  ''*^*'cos(a59ena)da5=:n!cos(n4-l)a  ,    / x'*c"**^*8en(x8ena)da5=n!8en(n-f-l)a  . 

0 


>a  quoste  Ibrmole  si  deducono  le  precedenti  prendendo  a=  7i^»  ©  cambiando  a 

</J  Sia  dato  a  calcolare  V  integrale  fra  0  ed  */jir  di  sen^a.cfec,  per  n  intero 
positivo.  U  integrazione  per  parti  dà 

j  sen^x.dx==  j  8en**~*x .d{ —  cosx)  =  (m  —  1)1  sen'^^'.r .  cos'xctr 

0  0  0 

==  (n  —  1)  /  sen'^-^x.rfa;  —  (n  —  1)  /  aen''x.dx  , 

0  0 

'onde  si  trae 

I  sen^x.ax  = f  sen"~'x. aa;  = ; ^  1  aen*^^x.dx  =  . . .  , 

./  n    J  n(n  — 2)      ,/ 

0  0  0 

cchè  si  iinisce  per  incontrare  uno  dei  seguenti  integrali 


j  dx^^l^n     ,      I  Benx.dx  =  1  , 


x)ndo  che  n  è  pari  o  dispari  ;  quindi 


1 . 3 . 5 . . .  (?*  —  1)    w 


8en**x .  (/x  = 

i  2.4.6...rn  — 1 


(n  —  1) 
,     se  n  è  dispari. 

qui  è  facile  dedurre  la  forinola  di  Wallis  *  facendo  uso  delle  disuguaglianze  e- 
lenti 

V/i'f  ,//i^  ^*/,^ 

/  8en'*^*x .  (le  <  /  sen'^x  ,dx  ^j  sen***~*x .  dx  . 


*  Anaiisi  algebrica,  p.  480. 


—  m)  — 

(*he  ora  si  possono  trasformare  iii  queste  altre  : 

2.4.6 2n       l.y.5...(;2n— 1,    ir       2.4.6  ...  (2n  —  2) 


8.6.7...(2« +- 1)  "2.4.n 2/(     2        3.5.  7  ...  r2n  —  l^ 


Nt!  sefijue 


2      2      4     J_ 


2/i 


2n  ir         2      2      4      4  2n 

1^2  ^1      3      3      5         2»  —  1 


2n  —  1    2n  + 
Dunque,  osservando  che,  per  «  inlinito,  2n/(2n -|-  1)  tende  air  unità. 


« 

T 


2      2      4      4      0      0      8 

■^^  •  — —  •  ■"""  •  ''~~  •  -""  •  -^--  •  -^—  • 
13      3      6      6      7      7 


Do|>o  ciò  è  tacile  constatare  (§96,  e)  che,  crescendo  n,  le  due  espreni^ioni 

tendono  ad  assumere  la  forma  unica  1/  --  .  vale  a  dire  che  si  ha 

f     2w 


11)  Jj'  integrale 


lim K«  /  sen"x- . i/jc  =  K  V* ^  • 

n 


f/x  ci  è  noto  (§  322,  «•)  per  u=0,  e  si  v» 


facilmente  per  n  =  1  ,  giacché  si  ha 


0 

Del  resto,  qualunque  sia  n,  il  cambiamento  di  a-  in    yx  dà  3„  =  */«r(  — 

Ma ,  supponendo  ignorata  questa  relazione ,  il  valore  di  c'^  per  n  intero  i 
calcolare  per  parti ,  nel  seguente  modo  : 


3..= 


ti 


1.3.6...(n  — 1)  ^ 
c»(j     ,     se  n  e  pan: 


2' 


2.4.6...(n.— 1) 


n+l 

2  ' 


,     se  n  è  di»iniri. 


Ciò  premesso,  ]>or  calcolare  5,, ,  si  osservi  *  che  l'espressione 


5„+,  +  2«5n  +  «'3,-.  =P'-\-r  +  «)'<-**dx 

0 


*  8tÌ€Ì^es,  Nouv,  AnnaUs  de  Mathématiquei^  1890,  p.  479. 


—  361  — 
ò  positiva  per  tutti  i  valori  reali  di  a ,  e  ciò  richiede  che  sia  5,j_45,^(>5'  ,  cioè 


-^  >  ,=-2-     ,     mentre       n-i  _    n-i         n    ^ 


Dunque  si  ha 


^n+l  C^n+l  ^H        5 


»H-l 


n 


^— -i/l-  ^ 


5h  ^  ^^    «  "  5^.  ' 


e  per  conseguenza ,  successivamente , 

l/-->^>l/— -     ,     lim-^i— =  J/2     ,     lim-1?^^ 

'^        «  ^n+l  y      n-\-l  n=oo    5^^  n=«,    c>,^^ 


=  1    . 


Basta  ora  sostituire  le  espressioni  (16)  nell'  ultima  eguaglianza  (§  96 ,  e)  per  otte- 
nere 

5.=  v.iim ^'^'^ ^" .  —  =  v;1/k  . 

•       '*       1.8.5...(2ii  — 1)    y-        '• 

E  poi  tacile  constatare  che  le  (IG)  tendono  a  confondersi,  per  n  infinito,  nell'unica 
forma  assintotica 


'-Vm'  ■ 


i)  Proponiamoci  di  calcolare  V  integrale 


3=1  are tg  — .  are tg  —  . ax  , 

^  X  X 


con  a  e  b  positivi,  seguendo  la  via  indicata  *  da  Lerch.  L'integrale  ci  è  (§  328,  e) 
già  noto  per  a =6  =  1  ;  e  fra  breve  ne  ritroveremo  il  valore  À:=irlog2.  Più  ge- 
neralmente, per  a  =  6,  il  valore  dell'integrale  è  ha,  come  subito  si  vede  cam- 
biando X  in  ox.  Ne  segue 

23  -f-  k{a  -\'  b)  =  I  i  are  tg j-  aro  tg  —  ìdx  . 

0 

Intanto  (§  13,  rf) 

IT     ,     se     X  <  r  a6  ; 


a  h  (^  +  ^)^ 

are  tg f-  are  tg  —  =:  are  tg  — + 

X  X  x'  —  oò 


0     ,     se     x>  Vab  . 


Dunque 

Vab  • 

25  +  .(«  +  6)=J(^-aretg^ydr+J(arctg(i^ 

=  ir*Kaò  — 2ic  /arctg-  "^    f  rf»  +  /  (  arotg^V-^)  <^  • 

^  oò  —  x'  ,/  \  x'  —  aò/ 


*  Riamale  di  Matematiehe,  Mano  1903w 


Per  calcolare  l'ultimo  integrale  si  cambii  x  in  ab\xy  e  si  osservi  ohe 


ah 
Se  poi  si  cambia  x in  x,  T  integrale  diventa 

X 


7, /(arctg— !^ì<ix=  /urctg^?-t-\(i«==ik(a  +  ò)  . 

—  •  A 


Dunque 


5  ==  V,iv*  K  rt*  —  ^  I  are  tg  V     -  ¥  «^  • 

^/  oò  —  x' 


Ora  si  potrebbe  senz'  altro  applicare  l' integrazione  pei*  parti  ;  ma  si  rende  più  ag^ 
vole  il  calcolo  spezzando  V  integrale  in 

I  are  tg  —  .  rf.r  -J-  I  are  tg  —  .dx  . 
t/  «  t/  ^ 

0  0 

Si  ottiene  infatti ,  integrando  per  parti , 

V7i  ,_ 

/*            X               I  / —              I  /  ^          <*  ,      a  +  6 
are  tg  —  .  (ix  =  K  «6  .  are  tg  1/ —  log ; 
a                                    f     a         *à            a 

'  0 

quindi 

VZi, 

0 

e  finalmente 

-       «  ,      (a  +  6)'^' 

C»=  —  log -T . 

/)  Mostriamo,  perfinire,  come  dal  primo  integrale  (11)  possa  facilmei 
dedursi  il  secondo  mediante  l' integrazione  per  parti.  Essendo 

sen ax  .  sen  P»  \°      , .      senotx 


(senox.senPxX               9( t  q         o 
^-— )=lim senp.c  =  alim8enpx  =  0  , 
X               J         x=0       X                              «=o 


si  ha 


Isenox.senpx.— 5=  1  senax.^en^x.dl J=  /  (PsenoxcosPx-f- «aenPxco 


0  0 


=  V,«p  1 9gii(a  4- p)  +  9gn(«  -  P)  I  + '/,««  1 8gn(p  +  «)  4- BgnO  —  o)  j 
=  V»«(«+P)8gn(«  +  p)-V,«(«-p)8gn(«-p)  =  V,irj|«+P|-|«_p| 


K 


329.  Integrazione  per  serie  Se  in  un  dato  intervallo  finito  (a ,  b) 
la  seìHe  di  funzioni  continue 

converge  uniformemente,  si  ha 

r'        r'         r'         r' 

I  f(x)dx  =  I  u^(x)dJC  -}-  I  Mj(x)dx  -|-  I  u^(x)dx  -|- . . .  • 

a  a  a  a 

Sappiamo  infatti  (§81)  che,  nelle  condizioni  dell'enunciato,  f(x)  è, 
come  le  w(a),  una  funzione  continua,  e  per  conseguenza  (§320)  integra- 
bile, dimodoché,  cliiamato  9„0r)  il  resto  della  serie  data,  si  può  scrivere 

I  f(x)dx  =  I  U^(x)dx  -{-  I  U^(x)(Ix  -[-•••+  /  ^n(^)^  "f"  /  9n(^)^^    * 


a 


Ora,  dato  e  positivo  e  piccolo  quanto  si  vuole,  si  sa  che  si  può  trovare  un 
numero  tale,  che  per  tutti  i  valori  di  n  superiori  a  questo  numero,  e  qtia- 
hniqìie  sia  x,  si  abbia  |9n(^)Ks.  Dunque  (§310,  a)  si  avrà  pui'e 


/  ^ni^y^    ^    /  I  9n(^)  \dx<{h  —  a)Z    , 


a 

e  conseguentemente 

a  a  a 


lim    1  ^J^x)dx  =  0     ,      j  f{x)dx  =  /  Mj(x)<ì.x  -}-  /  Mj(x)dr 


•  •  •     • 


In  particolare  si  noti  che  l'integrazione  termine  a  termine  è  sempre  ap- 
plicabile alle  serie  di  potenze. 

830.  Esempii:  a)  L'integrazione  per  serie  »i  può  adoperare  per  isvolgere  una 
l'unzione  in  serie  di  potenze,  quando  è  noto  lo  sviluppo  della  sua  derivata.  Per 
esempio  (§  91 ,  «) 

/**    dx  1     x'        1.3    x^*        1.8.6     x' 


arcsenx 

0 


.         ,, -.        r      dx  1     I»        1.3    X*        1.3.5    a;' 

log(x  +  J/H-x')=/^-_^  =  x--.-  +  —.--^-^. -+..., 

purché  non  sia,  nei  secondi  membri ,  x'  ^  1.  In  virtù,  di  certe  formolo,  segnalate 
precedentemente  (§  326,  </),  i  due  sviluppi  si  equivalgono,  giacché 

tx  1  ri  -4-  X*  —  X  «  ■  /  . 

=  rTlogf— ^= =  .10g(«+l/l+X»). 


arcsesM  =  are  tg 


Vl  +  x*       2.-        |/i_|-x»+x 


—  364  — 

b)  Per  calcolare  certi  intregrali  definiti  è  speMO  utile  l'integrasione  persa- 
rie.  Cosi,  per  esempio,  P  integrale  di  x'dx  fra  0  ed  1  si  calcola  rapidamente  di- 
cendo uso  dello  sviluppo  (§  91,  a) 

^1       ^      1.2     ^   1.2.3    ^ 
Integrando,  infatti,  e  ricordando  il  risultato  (13),  si  ottiene  subito 

:-ir 


0  "  0  " 

cioè 

/x'dx=  1 ;  +  — I tH =  0,783...  . 
2*  ^  3»        4*  ^  ' 

0 

Più  generalmente 

n!    J  ^  (p^l)«+i        l!(P4-2)"+i^      2!0  +  3)'^» 


In  particolare  si  noti  che 


—  I  x^logxrfx  =  I  x^dx  . 


/l+x\'  dx 

e)  Similmente,  se  si  vuole  l' integrale  di  log  | ) .  —  fra  0  e  +  ^^^i  ^ 

M— x/     X 

può  svolgere  in  serie  di  potenze  la  funzione  da  integrare  ;  ma  si  osservi  che,  men- 
tre tale  sviluppo  procede  secondo  le  potenze  di  x  nell'  intervallo  (0 ,  1),  in  (1 ,  x) 
la  funzione  si  deve  invece  sviluppare  secondo  le  potenze  di  1/x.  Si  può  nondimeno 
evitare  questo  secondo  sviluppo  limitando  T integrazione  all'intervallo  (0  ,  1):  ba- 
sta scindere  V  integrale  in 

/'       l  +  xrfx  P      x4-lda; 

•    a/iog-^i: l_2/iog^.-, 

,/  1 — XX  J  X  —  Ix 

0  l 

ei  osservare  che  il  secondo  integrale,  se  vi  si  sostituisce  1/x  ad  x,  diventa 

1 

r'    ^"^^       .1          r'    1+x   dx 
/log-:; .xd— =  llog- .—  . 

J  1  X        ,/  1  — X     X 

^l 1  0 

X 

Dunque  l' integrale  proposto  vale  (§91,  e) 

r'    1+x  dx     ^  r*/    .  x«      X*         \ 


ossia  otto  volte  la  somma  della  serie  (§  127 ,  a) 


sicché 


f^m'^-'  ■ 


d)  Inversamente  si  può  far  servire  l' integrazione  per  serie  al  calcolo  della 
somma  di  talune  serie,  c^l  dare  a  queste  la  forma  d'integrali  defìnitL  Per  esem- 
pio ,  se  si  vuol  conoscere  la  somma  1  -j-  */,  —  74  —  Vs  +  V?  "f"  •  •  •  >  basterà  osser- 
vare che  il  suo  valore  è  quello  dell'  integrale  (§  326 ,  d) 

/^*                                                  f^    dx                2     /             1— 2x\®          2i^ 
(l+x— x' — x^4'X*-{'..*)dx=  I ;  = (  are  tg |  = . 


0 

Dunque 


^2         4         6^7^8        10       11^18^  3J/3 

Similmente  la  somma  della  serie  */i  —  Vs  +  Vs  —  V«  "1"  Vs  —  V»  +  •••  ^  ^**^  ^*^" 
r  integrale 

/''  /^*  xdx  (       ,/ 1  l-+-2x\* 

e  per  conseguenza 

l-l.fl-l  +  l-l  +  l^l+...=  logJ/3-.-^. 
2         3~6         6^8         9~11       12^  ^  gi/fj 

ej  II  primo  dei  due  risultati  or  ora  ottenuti  è  incluso,  per  a=  Y^iv,  nella 
nota  formola  (§  126) 

sena  +  V,sen2(X  -f  V,sen8a  -j-  . . .  =  '^^  +  [~  ]t^  ,         (l*?) 

che  si  può  stabilire  nello  stesso  modo,  cioè  integrando  fra  0  ed  1  la  somma  della 

serie 

sena  -j-  xsen2a  4"  x'senSa  +  aj'8en4a  -{- 


•  •  •  • 


Poiché  sen(n  —  l)o(  -j"  S6ii(^  •\-  l)a  =  2senfiacosa ,  si  ha  identicamente 

00  QO 

(1  4"  2J*)2x'*~*senna  =  sena-i- 2xcosa2-^'*~*^'^***  » 


d'onde  si  trae 


2                                    sena 
X**-*  sen w  =  ^ ■ — I  .  (  18) 

1  —  2xcosa  -[-X*  ^     ^ 


—  366  — 

Adunque  la  somma  della  serie  (17),  purché  si  escludano  i  valori  dì  a  che  annul- 
lano sena  .  si  può  esprimere  nel  seguente  modo: 


f^ 


senadx 


(X  —  cosax*  /      «\   . 

arctg )  =arctg(tg— -)  +  arctg(cota). 
sena     A  \      2/ 


27  cosa  + 

0 

Essa  (§13.rf)  vale  dunque  arct«(cot|).  giacché  cotat«|  <  1.  L'espre-io- 

ne  cosi  ottenuta  non  differisce  dalla  (17),  e  rappresenta  la  somma  della  serie  an- 
che se  a  è  un  multiplo  dispari  di  ir,  ma  non  ha  significato  quando  a  è  un  mul- 
tiplo pari  di  IT,  nel  qual  caso,  come  si  sa,  anche  la  (17;-ce3sa  di  esser  valida. 

fj  Ad  altri  notevoli  risultati  conduce  V  integrazione  della  (18)  rispetto  ad 
a .  ira  0  ed  un  valore  qualunque  di  a ,  eseguita  lasciando  x  costante  fra  0  ed  1 
escluso,  nella  quale  ipotesi  è  noto  (§  79,  b)  che  la  serie  converge  uniformemente. 
Si  trova  subito 

2x**,^                 ^        r    d( — xcosa)            ,,  ,      1  —  2a;co8a4-x* 
—  (1  —  cos  na)  =  I ^  =  V,  log r-^ , 
^    fi                     ^     ,/ 1  — 2xcosa  +  x»        ''    ^         (1— «)• 

oasia.  cambiando  a  in  2a, 


xsen'a  +  7j^'aen*2a  +  Vj-^^'s®^'^*  -|-  . . .  ==  74  log 


1  —  2x  cos  2a  +  X* 


,a  +  6           .a— P 
Se  poi  si  osserva  che  senasenp  =  sen' sen' ,  si  ottiene  anche 

1  ^  2x  cos  f  a-4-Bì  4- ** 

xsenasenp  l-7,x'sen2asen2p+75x'sen3a3en3p4-...=7^1og ^       «      \' 

1  — 2xcos(a  —  p)"!"* 


Ne  segue,  ricordando  il  teorema  di  Abel  (§  99), 


senasenp  -j-  7sSen2asen2p  -f-  75  9on3asen3p  -{-...  =  7jlog 


Ben 


«+p 


sen 


«-^ 


Questa  formola  ci  mette  in  grado  di  calcolare  un  altro  integrale,  analogo  agli  iu- 
tograli  (11).  Con  procedimento  non  rigoroso,  già  adoperato  (§822,  e,/,  h)  altre 


volte,  si  trova  facilmente 


/'  dx 

sen  ax .  sen  px .  —  =  *'j  log 
X 


g  +  P 
a-p 


g)  Calcoliamo  I  per  finire,  V  integrale  di  Dirichlet  (§  322,  /)  raccogliendone 
tutti  gli. elementi  che  corrispondono  ad  uno  stesso  valore  assoluto  di  seno:.  Cosi. 

preso  X  fra  0  ed  7i  ^  >  P^r  gli  archi  x  ,  ir  —  x  ,  2ir  -|-  x ,  3«  —  x ,  4ir  +  x , ai 

avrà  un  valore  unico  del  seno,  e  per  gli  archi  ir  -|-  x ,  2ir  —  x .  3ir  -f-  x ,  4ic  —  x , ... 
si  avrà  il  medesimo  valore ,  cambiato  di  segno.  No  segue  che  l' integrale  proposto 
si  può  scrivere  nel  seguente  modo  : 


Al  1      ^__1 11 1^  \ 

"J   '  iT^  ""flt  +  x      2it  —  x'2ir-f-x"^  3ir— "x  "~  "  y 


sen  X  de 


Intanto  *  la  serie  fra  parentesi  vale 


^x— nir       ^x  —  2nir       ^x  —  (2n-4-l)i^ 

—  fio  — oo  — no  \|/-» 


=  \2  V^«  +  \2  V,(.-x)-n.  =-  V, (cot  J  +  tg  ^)  =  J^ 


Dunque 


/*8enx  /* 


E  tacile  **  porre  questo  calcolo  al  sicuro  da  ogni  obiezione. 


331.  Integrazione  indefinita.  Da  quanto  si  è  venuto  fin  qui  espo- 
nendo apparisce  chiaro  che  il  problema  della  semplice  integrazione  con- 
siste, in  fondo,  nel  determinare  y,  se  si  può,  quando  è  nota  la  funzione 
dyjdoc=f{x).  Non  si  ha  un  problema  sostanzialmente  nuovo  se  la  funzione 
incognita  dipende  da  più  variabili,  come  quando  si  vuol  determinare,  per 
esempio,  una  funzione  z  delle  variabili  indipendenti  x  ed  y  conoscendo 
òzlòx=f(x,  y)y  giacché,  nel  prenderne  la  derivata  parziale  rispetto  ad  x, 
la  z  si  considera  come  funzione  della  sola  a?,  e  tale  si  dovrà,  per  conse- 
guenza, considerare  anche  nell' integrarla,  vale  a  dire  che  si  avrà 

intendendo  che,  nell'integrazione,  la  y  sia  da  trattare  come  costante,  ed 
avendo  perciò  cura  di  osservare  che  per  costante  arbitraria,  in  questa 
integrazione,  si  deve  intendere  una  quantità  ùidipendente  da  x,  che  po- 
trà dunque  dipendere  da  y,  e  propriamente  sarà  una  funzione  arbitraria 
di  y.  Altrettanto  dicasi  della  determinazione  di  y  quando  è  nota  d^yjdx^, 
o  dì  z  quando  è  data,  per  esempio,  d^zjòx*  =  f{x ,  y)  o  qualunque  altra 
derivata,  presa  sempre  rispetto  ad  una  sola  variabile.  Due  o  più  integra- 
zioni semplici,  eseguite  successivamente,  condurranno  in  ogni  caso  al 
risultato,  senza  che  vi  sia  nulla  da  aggiungere  alle  cose  già  dette.  Il  pri- 
mo problema  veramente  nuovo  che  ci  si  presenta  è  la  determinazione 
di  z  quando  è  data  la  funzione 

Siccome  il  primo  membro  è  la  derivata,  rispetto  ad  a;,  di  da/d//,  otUmuta 


a^z 


*  Anaiin  àtgehrica^  p.  480. 
Vedi  il  Caìeolo  integrale  di  d*Arcait,  p.  198 


—  3(i8  — 

supponendo  y  costanti!,  si  ha  '!>zjl>u  =S /(a- ,y)ttx\  poi,  Uitograudo uuots- 
meote,  ìielC  ipolesi  che  s  si  mantenga  costante ,  z  =S<tuS/X^ .  V)'^-  ^^ 
siderando  invece  il  primo  membro  dì  (10)  come  la  derivata,  rispetto  ad  y, 
di  33/3;r,  si  ottieue  3~S(U'S/'(a:,y)dy.  Il  comune  risultato  di  queste  cop- 
pie di  successive  ìntegrazioui  semplici,  fatte  rispetto  ;t  variabili  diverse, 
iudipeadenti  fra  loro,  si  chiama  integrate  doppio,  e  si  rappresenta 
cosi: 

=  =///(■', yi'i^rf!/  ■  (201 

Su  iu  ciasouua  iiitegrazioue  semplice  si  ha  cura  di  mettere  in  evidenza  la 
parte  arbitraria,  si  riconosce  che,  nota  una  particolare  fuozioiie  z=F(j:,ir) 
soddisfacente  alla  (10),  tutte  le  funzioni  soddisfacenti  alla  medesima  equx- 
zioiie  son  data  dalla  fot-mola  :=F[x ,y)  +  ^[x)  +  ^{y),  dove  7  e  ^  sono 
simboli  di  funzioni  arbitrarie,  indipendenti  l'una  dall'altra.  Ciò  che  nel- 
l'integrazione doppia  prende  il  posto  della  costante  arbitraria  dell'iute- 
grazione  semplice  è  dunque  la  somma  dì  due  funzioni  arbitrarie,  una 
della  sola  x.  l'altra  della  sola  y. 

332.  Integrazione  defloita.  Nell'integrazione  definita  semplice  lo 
limitazione  imposta  alla  variabile  si  può  esprimere  mediante  la  disD^rti*- 
glianza  (ce  —  a)(x  —  6} g 0 ,  che  definisce  appunto  l'intervallo  (a,b);  e, 
più  generalmente,  qualunque  disuguaglianza  L(a^)^0  può  rappreseatare 
uno  0  più  intervalli,  costituenti  il  campo  d'integrazione.  Similmente,  s« 
il  calcolo  dell'integrale  (20)  si  esegue  in  guisa  che  le  variabili  x  ed  y,  pur 
rimanendo  indipendenti  l' una  dall'altra,  abbiano  i  rispettivi  campi  di  va- 
riazione vincolati  in  modo  che  debba  essere  costantemente  soddisfatta 
una  certa  disuguaglianza 

Hx,y)^Q,  (21) 

il  risultato  (30)  della  doppia  integrazione  si  dice  de/liiito,  e  la  dìsogoa' 
glianztt  (21)  definisce  il  campo  dell'integrazione.  Suppongasi,  per  fissare 
le  idee,  che,  per  un  dato  valore  di  x,  dalla  (21)  si  possa  trarre 

a(^)<.v<H.=)  > 

0  che  questa  limitazione  lìenuetta  l'esistenza  di  y,  pui-chè  x  restì  com- 
presa fra  certi  limiti  a  e  p,  che  nei  casi  più  ovvii  sono  radici  dell'equa- 
zione a{x)^b{x).  Allora  l'integrale  (20),  esteso  al  campo  (21),  va  calco- 
lato nel  seguente  modo: 


'-M' 


f{^>y)di/  ■ 


(22} 


In  altri  termini. 


i  trova  che.  nella  supposizione  di  x  costante,  F(jr,i/) 
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è  una  fnazioue  primitiva  di  f{ir ,  y),  si  ottiene  per  z  il  valore  (costante) 

fi 


=  l\F{.r,b{r))  .-F(x,rt(.r))|di  . 


833.  Esempio.  Se  il  campo  del  T  integrazione  è  definito  dalla  disuguaglianza 
x*  +  y'  <  2ac ,  si  deve  avere  —  }/2.t  —  x*  ^  y  <  |/2x  —  x* ,  e  ciò  è  possibile  solo 
per  X  compreso  fra  0  e  2.  Dunque  T integrale  (20),  esteso  al  detto  campo,  ha  y 
valore 


z=  Idx lf(x,y)dy  : 

ma  si  può  anche,  invertendo  V  ordine  dello  integrazioni,  osservare  che,  fissato  y , 
dev'essere  1  —  J^l  —  y'  ^5  -^  f^  1  -j-  J^  1  —  y',  «  però  y  non  può  cadere  fuori  del- 
l' intervallo  ( —  1 , 1).  Quindi 

z  =  l dy lf(x,y)dx  . 

Ne  segue  che,  se  9(x ,  y)  è  una  funzione  primitiva  di  f{x,y)j  ottenuta  suppo- 
nendo costante  X,  e  se  ^(xjy)  è  un'altra  funziono  primitiva,  ottenuta  conside- 
Tando  invece  y  come  costante^,  il  valore  dell' integralo  j  jf(x  ,y)dxdy,  esteso  al 
campo  x*  -|-  y*  ^  2x,  si  può  mettere  sotto  l' una  o  l'altra  delle  seguenti  forme  : 

f\ H^  +  VT-t^' , «) _ 4,(1  _ Vi~i^ ,t)\dt . 


-I 


334.  Poiché  un  integrale  doppio  si  può  considerare  come  il  risultato 
^^Wintegrazione  d'un  integrale,  è  naturale  domandarsi  anche  co- 
me si  esegua  la  derivazione  d'un  integrale  rispetto  ad  una  varia- 
Mìe,  indipendente  dalla  variabile  d'integrazione.  Il  rapporto  incremen- 
tale della  funzione  9(07)=  /  f{x ,  y)dy  è 


<p(j;  +  A)  — 


a 
Jf ^h 


a  a 


dove  0  è  compreso  fra  0  ed  1.  Ora,  se  ad  ogni  numero  positivo  e,  arbi- 
trariamente piccolo,  si  può  far  corrispondere,  qiuilunqtùe  sia  y  in  {a,b), 
un  numero  tj,  tale  che  per  |  /<  |  <'iQ  si  abbia  sempre 

|/>+/,,y)-./(x,y)|<e, 


47 
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è  chiaro  che  si  avrà 


(p(jc  +  '0  —  9(^) 


r" 


y)dy ,  <(ft—  a)e  , 


e  per  cousegueuza 


^'(.r)  =  lini 


9(j;  +  h)  —  (p(.r) 


(x,y)dy  . 


a 


Qui  ò  utile  notare  che  la  condiziouo  precedeuto  è  sempre  soddisfatta  da /"^ 

qiiaudo  esiste  ed  è  finita  la  sua  derivata  f  ,  giacché  manteneudosi  que-  | 

sta,  in  valori}  assoluto,  minore  d'un  certo  numero  /,  basterà  prendere 
I  // 1  <  e//  perchè  sia 

|/Y.r  +  A,j/ì_/7^,y)|<l|/;'(.r  +  0A,//)|<e   . 

J  ,K  f  ,r.r 

Adunque  per  derivare  un  integrale  rispetto  ad  una  variabile,  indipendente 
dalla  variabile  d'integrazione,  hasUi  derivare  la  funzione  sottoposta  al- 
l' intc(jraziOèie,  Se  poi  i  limiti  a  q  b  sono  l'unzioni  di  x,  la  derivata  si  ot- 
tiene consid(»rando  9  come  una  funzione  composta  (§  131),  ed  ossen'ando 
clie  la  derivata  d'un  integrale  rispetto  ad  un  suo  limite  è  (§314)  la  fun- 
zione integranda,  calcolata  nel  detto  limite,  e  presa  col  suo  segno  oooi 
segno  opposto  (.^  312,  a)  secondo  che  si  tratta  del  limite  superiore  0  del  li- 
mite inferiore.  In  tal  modo  si  ottiene  subito 

9V)  =-  Kf{^  ,  h)  -  «'/(a: ,  a)  +  |/;(x  ,  y)dy  . 


a 


335.  Ciò  premesso,  tornando  all'integrazione,  supponiamo  nuovament^^ 
a  e  b  costanti,  e  proponiamoci  di  trovar  l'integrale,  fra  i  limiti  a  c-  h 

dell'integrale  (^{x)=  I  /'{a; ,  i/)d!/.  Evidentemente,  posto 


n 


^( 


''^:l/)  =  f  fi^j 


',y)dr     ,     YU) 


'  J¥'^iy)^y  > 


a 


si  ha 


poi 


FXx)  =  l^^'J^x,y)dy=Jf{x,y)dy  =  f^{x)  ; 

n  n 

|9(x)rf.r=  F(p)  -  ¥{a)  =  j^(p  ,  y)dy  =  I dy  Cf{x  ,  y)ér. 


a 


Dunque,  per  integrare  un  dato  integrale  definito,  rispetto  ad  una  varia- 
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iiiiJi|iF!ii<]e[it.e  d;ill;t  viiriiibile  (l'iute-rriiziouii,  busla  infeyrdi'e  la  futi- 
le xottopostti  alla  tinta  iiìtcprazìone.  !ii  altri  termini,  riimendo  per  ^(a') 
ti»  es|ii-esisÌ<)U<L', 


ff....,^fi,fi,.. 


Su  poi  i  limiti  iluiriiitBtfCiiziuuo  proposta  aouo  aucli'essi  luazioiiì  ili  j',  è 
sempre  possibile  sostituir  loro  limiti  costnuti  rispetto  ad  un'altra  varia- 
bile: basta  porre  y^a  +  (6  —  a)t. 

a;if).  Nuova  definizione.  Lm  pi-ecedente  defiuizioiie  dell' iutegi'ala 
liiippio  Ila  gli  stessi  inconvenienti  della  definizione  d'integralo  semplice, 
data  in  principio  dei  Calcolo  integrale:  bisogna  pertanto  trasformarla  iu 
guisa  che  ci  permetta  di  trovare  le  condizioni  per  l'esistenza  dell'inte- 
grale, e  ci  mostri  iuoltre  la  via  per  calcolarne  il  valore.  Supponiamo/?- 
ulto  il  campo  d'integrazione,  vale  a  dire  die  sia  possibile  assegnare  duo 
intervalli  finiti  (« ,  P)  e  (y ,  8),  nei  quali  debbano  rimanere  le  variabili  a 
ed  u,  rispettivamente,  se  si  vuole  che  la  limitazione  (21)  sia  soddisfatta. 

Dividiamo  (a.P)  in  intervalli  A,,  A, //„  ,  e  (Yi8)  in  intervalli  ft, , 

A,  ,...,/.■„ ,  tutti  tendenti  a  zero  (con  hi  ed  a  crescenti  necessariamente 
all'iuBnito),  ma  senza  che  alcun  legame  sussista  fra  loro.  Supponiamo  fi- 
nita anche  la  l'uuziDne,  e  conveniamo  di  considerarla  com<^  nulla  l'uoi'i  del 
campo  d'integrazione.  Quando  a;  ed  j/  variano  rispettivamente  negli  in- 
tervalli A,  e  ftj.  rimabeudo  sempre  indipendenti  l'uno  dall'altro,  i  valori 
della  funzione  i-esUiuo  compresifra  i  Im-o  limiti,  inferiore  e  superiore:  en- 
tro questi  limiti  si  scelga  un  numero  f^,  e  si  consideri  la  somma  doppia 

Se  questa,  al  crescere  indellnito  di  ih.  e  dì  «,  tende  ad  un  limite  che  non 
dipende  dalla  legge  seguita  per  costruire  gli  intervalli  h^  egli  intervalli 
A  ,  né  dalia  scelta  dei  numeri  f^,  al  limite  stesso  si  dà  il  nomed'/nfe- 
gì-aie  definUo  nel  campo  assonato.  Posta  questa  definizione,  non  è  diffl- 
cile  trarne  conseguenze  analoghe  a  quelle  che  si  sono  avute  per  l'in- 
tegnieione  semplice,  ed  in  particolare  se  ne  pui")  dedurre  la  condÌKlone 
necessaria  e  suUlcienie  par  l'esistenza  dell'integrale;  ma  noi  vogliamo 
qui  limitarci  alla  definizione,  rinviando  il  lettore  ai  trattati  completi  di 
Calcolo. 


337.  Ci  resta  tuttavia  da  far  vedere  che,  se  l'ìnt^rale  esiste,  il  suo 
valore  si  può  ottenere  nel  modo  già  indicato  nel  §332.  Infatti,  ammessa 
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apì'ioì-i  l'esistenzA  ileU'iutegrnle,  ci  sarfi  lecito  far  tendere  all' iofiiiilo 
pi-ima  7^1,  poi  n,  e  scegliere  il  vitlui-e  f\^  fi-a  il  limite  iuTeriure  ed  il  UuiU 
superiore  dei  valori  che  f\o:,  y)  :issuiiiu  quaudo,  lasciando  l'erma  la  j:  nel- 
r  estremo  ioleriore  deiriutei-vallo/*;,  si  la  variare  y  io  A,,  Allora  la  dap- 
pia  somma  considerata  precedentemente  si  scinde  iu  n  somme  semplici, 
una  delle  quali  è  fi^(^ll^f^^-\^h,^^^^\r  ■•  ■ -\-^i,J\^)^  ed  ha  per  lìmite 


>iffi^,!/)'iu  =  KjA^, 


y)d>j=h^r. 


rappresentando  con  ¥,  il  valoi'e  che  i 
l'estii'uio  ial'erioi-e  dell'intervallo  /i,. 


na  certa  funzione  di  ,v  prende  nel- 
Ora,  se  facciamo  crescere  aU'iiiQ- 


nito  anche  n  (fin  qui  mautenutii  costante  insieme  alle  h,),  tv 
lìmite  della  doppia  somma 


lim(/,,F,  +  /.,F,  4-  /.,F,  +  . . .  -I-  A„F„) 


=  j^il^ffU,y 


cioè  precisamente  il  doppio  integrale  {2-i).  Dopo  ciò  è  chiaro  che  iuvertirc 
l'ordine  delle  integraidoai  significa  far  crescere  all'iiiRnìto  prima  n.  poi 
m;  ma  infiniti  altri  modi  dì  far  tendere  m  ed  n  all'innuito  si  possono 
immii^'inare,  ed  essi  debhono  tutti  somministrare  uà  valore  unico  per  l'in- 
tegrale perehè  sìa  lecito  dii-e  che  questo  esiste.  Se  rìllettiamo  alle  sva- 
riate forme  che  può  assumere  *  una  somma  doppia  quuudo  sì  tenta  di 
ridurla  ad  una  somma  di  somme  semplici ,  riusciamo  a  spiegarci  per- 
chè la  possibilità  d'invertire  l'ordine  delle  integrazioni  sia  tanto  limita- 
ta. Questa  inversione  è  tuttavia  un  prezioso  mezzo  di  ricerca,  che  si  ado- 
pera spesso  con  gruude  utilità  ;  ma  nel  farne  uso  non  bisc^nerà  mai  di- 
menticare che  puu  condurre  a  risultati  erronei,  quando  diventa  iutlnita 
la  funzione,  o  una  sua  prima  derivata,  o  pui-e  quaudo  è  inUnito  11  campo 
stesso  dell'integrazione. 

338.  Cambiamento  di  variabili.  Suppuuiamu  che  nell'iutegrale 
Sìfi^<u)'i^'^U  si  voglia  efl'ettuare  la  sostituzione  a'=9(w,i'),  tf=^4^u,c), 
assumendo  m  e  r  come  nuove  variabili  (indipendenti)  d' ìntegraKiooe.  Pop 
la  mutua  indipendenza  delle  funzioni  w  ed  y  sì  richiede  (§  180)  che  sj,^ 
diverso  da  zen)  il  determinante 


Si     ÌU 
5«     J» 

8y    3tf 

m 
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preinosso,  sin  ffiu.v)  db  cito  direnta  /'(»- .  y)  per  la  predetta  sostjtu- 

e  scriviìiniu  l'iutegralc  nel  seguente  inodu:  S'^vSr(-^'<y)dj!.  Conve- 

LO  inoltre,  per  (ìssai-e  la  idee,  che  le  singole  integrazioni  aiaao  da  e- 

seinpi-e  nel  senso  in  cui  va  crescendo  la  rispettiva  variabile,  in 

che  i  diirereiiKiali  disile  quattru  variabili  si  possano  sempre  cotisi- 

rraziotio  rispetto  ad  .v  deve  rimanere  co- 


derare  come  positivi,  Nell'inte 
stante  y,  sicché 


quiudi 


òx    d> 


ov    òif    I 


limiti  lieirinlegi-azione  ri- 


M' 


S(". 


fd»  fy(, 


e  per  conseguenza  (invurteudo,  se  oca 
spetto  ad  w)  l'iiit^'mle  diventa 

ilnve  s'intende  che  v  rappresenta  la  fnuzione  di  {/  e  di  u,  implicitamente 
definita  da  y  =  '^tt,v)  nell'ipotesi  (g  173)  clie  sia  8i//d(!^0.  Nell'integra- 
zione attualo  (rispetto  ad  ;/)  è  u  che  deve  rimanere  costante ,  sicché 

itii  =  -—  dK  +  ;—  co  ^  ;-  80  : 
aa  ov  Ok 

•■  pei-ò  l'ultimo  integrale  doppio  (invertendo  anche,  all'occori-euza,  1  lìmiti 
lUdl'integrazione  rispetto  a  r)  si  traslorma  in  /i/i'/fl(« .  r)!  'Ì'I  rfr.  Dunque 

/J/(x  ,  y)d:,dy  =  J'JV("  ,  ")  I  ^5  (  .Udv  .  (23) 

Più  generalmente  si  può  dimostrare  che 


I  Sl-'Ty,' 


;J39.  Quando  alle  variabili  a- ,  y,  si  dà  il  siguifìcato  di  coordinate  car- 
tesiane ortogonali,  il  passaggio  alle  nuove  variabili  si  può  geometrica- 
mente interpetrare  come  un  passaggio  alle  coordinate  curvilinee  (§  172,  d), 
per  cui  il  campo  d'ìntegi'azione  viene  ad  essere  altrimenti  diviso  in  ele- 
menti infinitesimi  mediante  le  linee  u  e  le  linee  v.  La  formola  (2^)  ci  dice 
infatti  che,  invece  di  (razionare  il  detto  campo  in  elementi  rettangolari 
dxdy,  come  vuole  la  definizione,  possiamo  decomporio,  mediante  le  sud- 
dette linee,  in  altri  elementi,  ciascuno  dei  quali  3i  può  considerare  (tras- 
curandone parti  infiaitesime  d'un  ordine  superiore)  come  un  parallelo- 


;?iMiniiKt  il:iì  ì:lIì  (/?  e  dT,  il  CUI  angolo  u  ha  il  seao  misurato,  per  Otll 
ni)t;i  l'orinola  (§  172,  d),  dal  quosiente  di  "5  per  'r-'T'  s'^^^^^  l'area  del 
pHralleh/^raiiima  è  misiii'ata  dal  valore  assulutu  di  siìatu.itaiÌT^'^dndf}. 
Adunque  la  forinola  (2;t)  porge  l'inteifrale  come  souiiua  di  influiti  «!»■ 
itieati  iiidiiitesinii,  ottenuti  nioltiplìcaodo  l'iireit  di  ciascun  purallelo- 
l^ramuia  per  un  numero  y ,  iaterniedio  Ira  i  valori  che  la  fuuzinue  da  in- 
tegrare assume  nel  parai laloj^ram ma  stesso.  Sì  (giunge  cosi  ad  uu  più  lar- 
go modo  d'inteudei-e  la  dHfìmzioiie  data  nel  §336. 

S40.  EMmptì;  ci^  La  rappreaeatuzioDe  geometrica  del  cajnpo  d' mt«graaÌoa« 
a;evoIa  ^randeiuente  la  dìscuBsione  dei  limiti  dtt  imporre  alle  singole  integruio- 
ni,  sia  elle  si  tratti  d'invertire  l'ordine  delle  integraBionì  stesse,  sia  che  sì  voglii 
paBsare  ad  altre  variabili.  Cosi,  nell' esempio  del  §  383,  tutto  riesce  evidente  mk 
ossarva  che  il  campo  d' integrazionfi  ù  un  circolo  dì  raggio  I ,  (the  tocca  Oy  oeÌ- 
r  origine.  Per  avere  un  altro  esempio,  sia  da  integrare  fdxdtf  nel  triangolo  con- 
preao  fra  le  rette  i=il,y  =  «c,y;=  ^x.  Si  vede  subito  che 


l/i'.ì)-^. 


Similmente 


J ••'j/U  ,u)<itl=j 'ìiiJa'  ,  !/)■('  . 

b)  L' in terptì trazione  geometrica  della  (23)  vale  ancbe  a  risparmiarci,  in 
ìuai ,  il  iralcolo  di  •?.  Coal,  quando  si  passa,  nel  piano,  dalle  coor.linate  l'Ar- 

.  nlla  nnlari     aiba    r — ri-i<nBA     .. 1.0011  H      a 


B  alle  polari ,  si  ha  ,r  ^  rcos  9  ,  (/  ^  raen  8 

^J-^i-^'Ulcose 


J'//(-^,y)'i=rf!/-J'J'/('-' 


ì)  l'Unii  . 


Il  medeiiimo  risultatosi  ottiene  geometricamente  osaerv andò  che  la  linee  r  eie 
linee  6  dividono  il  piano  in  elementi  infinitesimi,  ciascuno  dei  quali  si  può  e 
siderare  come  un  rettangolo,  i  cui  lati  sono  il  segmento  dr,  che  le  eirconfereOM 
dai  raggi  r  el  r  -{•  dr  iuloroettano  su  qualunque  retta  passante  per  l'origine,  < 
l'arco  rdfl,  chele  rette  definite  dagli  angoli  0  o  tì-f*rftì  intercettano  sulla  cij- 
conferenBa  di  raggio  r;  Hicchò  l' area  del  rettangolo  è  rdi.dr. 

cj  Similmente,  nello  spazio,  chiamando  9  la  hìnijitudiiie  e  <{(  la 
si  ha  I  =  rcoa^cosi]/ ,  y  ^r8en<pcos4' ,  :  =  l'sen'J',   e  conseguentemente 


J  -  375  - 

|uindi 

ffS/ix  y  y  ^z)dxdìjdz  =S  f  ff{rcos(^  coa^  ,  rsen^cos^J; ,  rsen^J;)  r*  |  cos^'  |  drdt^d^  . 

Al  medesimo  risultato  si  giunge  osservando  che  il  punto  M(.r ,  y ,  a),  se  cresce  in- 
finitamente poco  la  sola  r,  descrive  un  elemento  rettilineo  MM'  =  rfr;  se  cresce 
lascia  9,  esso  descrive,  in  un  piano  perpendicolare  ad  O25,  un  elemento  circo- 
lare MM''  =  r  Icos^t'  U*9:  e  se  cresce  la  sola  ^^  il  punto  M  descrive,  nel  piano 
definito  dall'angolo  9,  un  elemento  circolare  MM"'=  rrf^J;.  I  tre  elementi  si  pos- 
sono considerare  come  gli  spigoli  d'un  parallelepipedo  rettangolo  MM'M"M'",  so- 
stituibile al  solido  compreso  tra  le  sfere  r  ,  r  -|-  rfr,  i  piani  9  ;  9  -f"  ^9)  ®^  *  ^'^^* 
t|; ,  ^  -}-  d^.  Il  volume  d*  un  tal  solido  è  dunque  misurato,  a  prescindere  da  infini- 
tesimi d' un  ordine  superiore,  dal  prodotto  r  \  cos^J;  |  ^9 .  rd^ .  dr. 

341.  Esercisii:  a)  Per  vedere  come  P  ordine  delle  integrazioni  possa  influire 
sul  risultato,  si  calcolino  i  seguenti  integrali: 

0  0  0  0  0  0 

0  0  0  0  0  0 

Si  osservi  che,  in  entrambi  i  casi,  la  funzione  sottoposta  ali* integrazione  diventa 
infinita  nel  punto  (0  ,  0).  Nondimeno  esistono  gli  integrali  indefiniti 

1      jc  —  il  .r 

17 r^  +  9  W  +  4'(.y)     »     are  tg  ~  +  9(x)  +  ^{y)  , 

À     x-Y  y  y 

ma  sono  discontinui  nel  detto  punto,  in  quanto  che  possono  assumere,  intorno  ad 
esso,  qualsiasi  valore  arbitrariamente  prestabilito. 

h)  Se  nel  calcolo  d'un  integrale  si  trova  conveniente  assumere  8=xy  come 
nuova  variabile,  da  sostituire,  per  esempio,  alla  y,  si  deve,  per  applicare  la  for- 
mola  (23) ,  osservare  che 

^•rj_2)  ^  ^  ^  3.  cT)  =  J- 

Per  esempio  (§  330 ,  6; 

/    I  (xyy^dxdy  =  I  z'dz  I    —  =  — Iz- log  «d2= /2-d»  =  0,783...  . 


0      0 


Ciò  equivale  a  dividere  il  piano  in  tante  strisce,  di  larghezza  infinitesima,  me- 
fliante  le  iperboli  xy  =  costante. 

e)  Può  accadere  che  le  linee  u  e  le  linee  v  costituiscano  una  unica  fami- 
glia di  linee.  Cosi,  per  esempio,  per  rappresentare  i  punti  compresi  nella  regione 
limitata  da  Ox  e  dalla  bisettrice  dell'angolo  xOy ,  si  può  esser  condotti  a  porre  x 
ed  y  uguali  alla  media  aritmetica  ed  alla  media  geometrica  di  due  nuove  varia- 
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bili:  x=*l,(a-\.ì>),y  =  y'i^.  Evidentemente  ■3)  =  {u  —  «ì/jj/ilu.  Affinché  |in» 
delle  naove  TarUbili  (^onaervì  un  valore  costante  a,  i  neceuario  che  fra  ^  ed  ; 
interceda  la  relazione  die  ei  ottiene  eliminando  l' altrtt  variabile  :  ^*  ^  2ax  —  ir'. 
E  ijueeta  l' unirti  famiglia  ili  linee  u  e  p,  costituita,  come  si  vede,  dalle  parebolt 
che  hanno  ìn  comune  l'nase  Oz  e  la  direttrìt;e  Oy.  I  valori  di  u  e  e  sono  dati, 
in  ciascun  punto,  dall'espressione  xiii.y.c'  —  ;/'.  Se  si  conviene  di  prendani 
H^i-l-^'a;'  —  y*,  e  per  conaeguenza  «  ^,i-  —  \/x'  —  y',  si  ha,  lungo  la  pMi- 
Kila  di  parametro  « , 


,+  |x 


-«I 


"I , 


r  .c<a,  e  u^ii  per  x  >  a.  Adunque,  se  nella  suddetia  ri 
gione  si  divide  U  parabola  in  un  arco  fluito,  che  va  dal  vertice  al  punto  di  coi 
tatto  con  •j^.r ,  ed  un  arco  infinito,  lungo  il  primo  è  costante  u,  mentre  r^:2i- 
T»rÌB  da  0  ad  «:  lungo  il  secondo  è  costante  e,  mentre  k=s'2x  —  a  vanadi 
kll'infinito.  Se,  per  esempio,  si  estende  l'integrazione  al  campo  compreso  fra  1'»» 
^«Ox  eie  parabole  dai  parametri  «  e  li,  l' integrale  di  fdcdy  si  può  « 
0  o  nelI'aUro  dei  eeguenti  modi: 


Vtax- 


/{x,<l)dy  . 


adoperando  invece  le  variabili  n  e  e  l'integrale  prende  la  t'orma  più  aempltiw 
d)  Con  procedimento  molto  in  uso,  e  che  non  è,  ma  e 


fP^ 


f  Toao,  si  riesce  a  oaloolare  l'integrale  di  Dirìchlet  {\ 
witivo, 


'•■A' 


può  ♦  rendere  rigo-  ^ 
servando  che,  p«c  i 


-f- 


J^'-ff- 


Intanto,  poiché  (per  j)>  0) 

r  integrai  ione  per  parti  dà 

I  e^^aen  xdx  ^=1  —  y  1 1 


iinxdj-dy=  I  d>j  I K-- 

1  ,  (.-^.„.)-= 


./A. 


*  V«di,  p«r  eMmpio,  il  Caleulo  imtgral  di  Ooi 
Ti^lé  d'Analytt  di  Picard,  L I,  p,  34. 


a-Teiieira,  Primeira  porle,  p  i 
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«l' onde  si  true 

OD 

(1  _|-  y»)  I e-^^seuxdx  ~  1  . 

•  0 

Dunque 

0  0 

seiix.logsen.cdx,  si  può 
scrivere  ® 

senxfAc  /  coi  ydy  =  —  /  coi  ìjdy  j  senxdx 

'  0  .r  0  0 

=  /(*kVi-'/ —  8eny)rf./  =  |co8//  — logoo8»7,y)^=  —  1  + log 2  . 

t  ' 

0 

Del  resto  l'integrale  proposto  si  calcola  fiicilmente  per  parti,  anche  iu  t'orimi  iu- 
ilelinita: 

J  sen X .  log  sen  xd.c  =  —  cos  x .  log  sen  x  -|-  log  tg  */i  •'^  -j-  ^os  x  -J--  C  . 
Ne  segue  (§71,  6) 

d  =  —  1-4"  lim(cosx.logsenx  —  logtg  Yi-c)  =  —  i  -|-  lt>g-  • 

/J  Per  calcolare  il  valore  3  dell'integrale  di  Poisson  (§322,  e)  si  consideri 
r  integrale  doppio 


/   /<5-<-^*+y*>rfxdy=/c1e-*^'c/x  =  3'  ,  (25; 

l'i'  t ' 


0       0 

t^  si  cerchi  di  calcolarlo  in  altro  modo.  Si  scriva 


OD  » 


^  nella  prima  integrazione  (rispetto  ad  y),  mentre  x  rimaue  co8ta,nio.  ^i  sostitui- 
**<^a  ad  //  un* altra  variabile  /,  definita  cosi:  yz=ztx.  Si  ottiene 


ao  «o 


a*=  jt-^^xdr  je-'^'^dt  =  fdil  c-^^+^'^-^-xc/x  . 


0  fl 

intanto  si  ha  subito 


e  -««-^'>'* .  xrfx  =  _.'__.-  +  C     ,       /  .-<i-Ht ».t .  ^,,,,.  ,^     _1_      . 

2(1  +  0  «'  2(1+0 


\s 
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Dunque  ;  successivamente^  osservando  che  d  dev*  essere  positivo, 


0  ' 


fjj  Al  risultato  precedente  si  perviene  anche  calcolando  l'integrale  (26) do- 
po averlo  trasformato  secondo  la  ibrmola  (24).  Se  si  osserva  che  r  va  da  0  a  •{-  a. 
e  6  da  0  ad  '/j^,  quando  .r  od  y  vaimo  assumerlo,  indipendentemente  Tuno 
dair altro,  tutti  i  valori  positivi,  si  ottiene  subito 


O         II 


Del  resto  questo  procedimento  *,  privo  di  rigore,  non  difìerisce  in  sostanza  dal 
prec^ente,  come  è  facile  riconoscere  osservando  che  <=tg6.  Per  entrambi  si  ri- 
chiede inoltre  la  prova  dell' WM/«nra  di  3;  ma  questa  risulta  sul)ito  (§318,  6)  dal 
fatto  che,  per  x  infinito,  .t;'*c~*^  tende  a  zero  qualunque  sia  i». 

h)  Anche  la  derivazione  (§334)  rispetto  al  una  variabile,  indipendente 
dalla  variabile  d'integrazione,  si  può  utilmente  applicare  al  calcolo  di  numerosi 
integrali.  Cosi,  per  esempio,  dal  secondo  integrale  (11)  si  deduce  immediatamente 
il  primo  mercè  la  derivazione  rispetto  a  p,  purché  si  osservi  che  la  derivata  di 
I  x  I  è  sgnx.  Similmente  dal  noto  integrale  V(a)  si  de  luce  subito  (§73../).  de- 
rivandolo rispetto  ad  ot, 

A'-'e-'logxrfx  =./-  O  -f- 1  -  i  4-  i-  —  --i-^  + . .  .\v(a^  . 

0 

In  particolare 

v>  oc 

/c-*loga:da;=.— O    ,       /«-**logxrfx  =  —  ^/.^/«(C  +  log4). 

Se  nel  primo  si  cambia  x  in  —  logac,  si  ritrova  l'integrale  di  Mascheroni  ( 322, g)- 
Dopo  un'altra  derivazione  si  trova,  per  a  =  1  ,  a  =  ^l^j  eccj 

X  «e 

/■)  Si  calcola  facilmente  l'integrah» 


..^^'^ 


/;_; ^ ^  jr_ 

^/  a'sen'a  -{-  ò'cos'x       2aft 


(26) 


b 
mediante  la  sostituzione  tg.i;=  — /,  se  con  a  e  ò  sì  conviene  di  designare  le  ra- 


*  Indicato  da  Poisson  ed  emendato  da  Cnylcy  nel  Quarterly  Journal  of  Mathemaiiei, 
1872,  p.  J20.  Vedi  i  Mélanges  mathématiques  di  Mansìon,  p.  15,  ed  il  Tratte  d'Analyse  di  Pi- 
card, 1. 1,  p.  103, 
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dici  positive  di  a*  e  ll^.  Derivando  separatameuto  rispetto  ad  a  e  ^ .  ^i  ottengono 
gli  integrali 

P  9&D}xdx  ir  P  co8*xdx  ir 

,  /  (a*8en*x  -t"  ft*co9*x)*  ~  4^     '     J  (ii* Wx  +  ò«co8*x)«  "^  4^  ' 

0  n 

la  cui  somma  è 


/*_  dx a»  +  6« 


1.3.6...(2n— 1) 
Gorti  proseguendo,  se  por  brevità  si  pone  /.•,  = ,   si  trova  final- 

mente 

(a»sen*x  +  fc^cos^xf^"*  ""^  2(aò)*'^' 

Con  procedimento  inverso,  dall'  integrale  (2G)  ne  scaturiscono  infiniti  altri.  Prima 
si  osservi,  in  base  ali*  identità  (a*  —  ò*)8en'x  =  (a'sen'x  -j-  6*cos'x)  —  />',  che 

s        ,    /*        sen'xdx  ir       irt  va        /*    '    2a8en'x(ix  ir 

^  a*8en'x  -|-  6*co8*x        2       2a     ^  J     a'sen'x  -|-  &*cos'x      a  -\- h  ' 

0  0 

Ne  segue,  integrando  rispetto  al  a,  fra  i  limiti  ò  ed  a,  e  sostituendo  poi  b^ì — k^ 
ad  a, 

log  J/l  —  ^-•9en'x  <ix  =  */,  Kir log  — XJl . 


/■ 


Come  verifica  si  noti  che  V  ultimo  integrale  si  annulla  per  k  =  0,  mentre  per 
A-=l  si  riduce  a  — Yt^^^S^,  valore  già  ottenuto  per  altre  vie  (§§  322,  d]  326.  /). 
j)  V  integrazione  per  parti  riconduce  V  uno  all'  altro  gli  integrali 


X  _• 


I  e-<«cos/>x .  dx     ,       /  c~*'rten6x .  dx  ,  (a  >  (J). 


0  0 

Si  ha  in£eittL 


^  /  r""*'cosÒx . dx.  =  (c~^senòxV  -j-  a  /  c~^*sen 6.r  .dx  =  a  j  c~^sen hx  . r/.r  , 

0  no 

c-^"sen  òx .  dx  =  (c-<**co8/ix)^  —  al  e-^^coBhxdx  =1  —  al  c"^'cosòr .  dx  , 


d' onde 


/e"***cos  bx.dx=:  — ,      /  e~**8en  bx,dx=: 
a*  +  6*  J 


ò 

(27) 


a«  +  t« 


—  3«()  — 

Integraulo  il  primo  rispetto  a  b,  fra  i  limiti  0  e  6,  o  pure  il  secondo  rispetto 
ad  a,  fra  i  limiti  a  e  -|-  oo  ,  si  ottiene 


/*       seii  hx 


h 
-  dx  =  are  tg  —   . 

a 


Per  a  intinitasimo  «i  riciì-le  sullai  tbrmolii  (1>),  fijiatH'Iiò  il  si^c»»ii«lo  membro  lend«» 

AJ  Come  verilica  di  taluni  risultati  precedenti  vogliamo  indicare  un  altra 
via  per  giungere  all'  integrale  di  Dirichlet;  ma  prima  è  necessario  dimostrare  di- 
rettamente VenUttìiza  di  tale  integrale.  Ciò  si  fa  in  modo  assai  rapido  ricliianiando 
un  risultato  precedent-e  (§  818,  e),  ed  osservando  clie 

fi 

acnriix  ,  =  |  cosa  —  cosP  (  :-^  2  : 


/• 


ma  qui  vogliamo,  ])er  esercizio,  procedere  in  altro  modo.  Esiste  evidentemente 
V  integrale 


^«w  ^« 


P     Isena-I  r       ^GTixdx 

**      ,/  X  J   .r  +  rn  — l)ir    ' 

e«l  ha  un  valore  compreso  fra  2/W  e  2(ii— l)w,  giacché  I  8enxda:=2.  Ne  segue 

e  però  *  la  serie  3,  — 3,  -J-  «?,  — ò  convergente.  Intanto,  se  si  designa  c^n  « 

il  massimo  intero  contenuto  in  a/^,  si  ha 


f 

0 


fi 

d.r  ==  3,  —  clj  +  3,  —  . . .  ±  3„  ip  63,^1  , 


dove  0  è  compreso  fra  0  ed  1.  Dunque,  facendo  crescere  indefinitamente  a,  e 
per  conseguenza  n,  esiste 

/*sena:             <«         -         ^ 
3=1  —  rfo:  =  3,  —  3,  +  3, >  0  . 

0 

Ciò  premesso,  si  ha  (§  330,  /,  o) 

i»onx  .     /^sen?/,         /  senx        /* sente 

0  0  0  0 

r'dt  P'  tir        ,,    /•'     /l-\-t\*dt        ,,     , 


0  0 

Dunque,  poiché  3  è  positivo,  3=  Vi^* 


*  Analisi  algebrica^  p.  128, 
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/)  Dato  a  calcolare  P  integrale  5 


-P- 


co»2Gtx.dXj  che  por  a=0  si  ri- 


duce al  noto  integrale  di  Poisson  d^  =  ViK^  »  deriviamolo  rispetto  ad  /x  ,  ed  in- 
tegriamo per  parti  il  risultato  : 


3 


0  'o 


Ne  sedile  logc'  =  —  **  +  ^^*K«?o  i  ^^'  o"^«  ^  =  ^o^"^  »  ossia 


in)  Calcoliamo^  seguendo  De  la  Vallén-Poussiii,  l'integrale  * 

* .     ,      k 

.  dx  . 

'  "  '  X 


/.♦ 


nel  caso  di  |  ^'|  ^  !•  Posto,  per  comodo  di  scrittura,  k  =  IJa,  V  integrale,  se  vi 
si  camì)ia  x  in  kx,  diventa  k^/^a).  con 


/(a)  =  /  |/a«  —  a:Mog  \l .dx=  jV a}  —  x" 


'         1 

log  I  1 5  I .  tic  . 

X 


Ora  si  ha 
a)  =  a  /  log  I  1 

*  0 


/•       Il              dx                  /!       I            ^* 
logli i  =«llog    1 i 


k^  dx 


j/nr 


=  a|9a-)-9(0)j, 


ponendo 


/•'                              dx 
log|x«~A:'|       
K 1  —  x» 


Intanto,  se  si  pone  x  =  sen6  o  A:  =  senco.  ai  trova 

'  _  '  sene 

0  0 


<p(ik)  =  / log  I  sen'O  —  sen'w  | .  rfO  =  /  log  |  8en(0  +  co)  | . (i6  -j-  /  log  |  sen(6  —  cu)  | . d6 


<i»— */*«• 


log  I  sen 6  I  </6  4-    /log  |sc*nd  |  fi6=  /  log  jsenO  |  <i6  —  / log  |  stai  6  |  */6  , 


ossia 


w+»/,w 


9(fc)==  /log  I  sene  1^6 


Al— '/jlT 


«  Proposto  da  Metnager  nell*  interm/J/ai'v  dejr  matMmatieimis,  1903.  pp.  207,  39). 


La  derivata  di  questa  fuiuiione  di  o)  è  (§  384) 

log  I  8en(ci)  +  Vj^)  I  —  ^og  I  senCo)  —  V^ir)  \  =  log  |  costo  |  —  log  j  —  cosft)  l=( 
Dunque,  successivamente, 

f(t)  =  0  ,  <f(k)  =  <f(0)  ,  /'(«)  =  0  ,  /(a)=/(I)  . 

Ora,  se  si  pone  .r=:sen6  o  .r  =  rof*fl,  si  trova  per /(l)  1' una  o  P altra  espi 
rtione 

2 /co8*e.logcot6.<i6     ,     2 /sen*6.1ogtg6.^6  ; 


poi  da  queste,  sommate,  si  deduce,  integrando  per  parti, 

/(l) 

0 


co826.1ogcot6.fl6  =  — Vf  /9on26.Jlogcot6  =  V,ir  . 


ed  osservando  eli  e 


Dunque  3  =  Vs^^'** 

^                       /cosotx 
n)  Proponiamoci  di  calcolare  *  l'integrale  I \^i  considerandolo 

'• 

me  la  derivata,  rispetto  ad  a,  della  funzione 

.,  ^        /*  senox 

0 

/^senocx 

/(«)-/»=/  dx=V,irMKna. 

0 

Siccome  —  «"*(/ — /")  è  1*  derivata  della  funzione  e~*(/-|-  /';?  che  per  a 
si  riduce  ad  /'(O)  =  arctgx  =  */jW  ,  si  ha 

«"*(/  +  /')—  Vj^  =  —  Vs^ /«"*»^"a-^a=  ViW(c"*—  l)8gna, 

0 

d' onde 

/(«)  +/'(«)=•/,«*'  +  V,«(l  _  e«)9gna  : 

poi,  camhiando  a  in  —  a, 

Ne  segue .  sommando , 

/'(«)  =  '/,« |(1  -  8gn«)e'  +  (1  +  9gna),-»  |  . 


*  Btercitìo  preso  dal  Trattato  di  Calcolo  del  Todhunter  ,  il  quale  cita  le  7Van«oc. 
the  Ro^allrish  Aeadentf,  toI.  XIX,  p.  227. 


X*  espressione  fra  parentesi  si  riduce  a  2e  *  per  a  >  0 ,  a  2e*  per  «  <  0 ,  a  2 
per  a  =  0,  sicché  in  ogni  caso  vale  2e""'*'.  Dunque 


so 

/*  co9  ax 

J    1  +  x'  '' 


Ite"'»' 


oj  L'ultimo  risultato  è  incluso,  con  infiniti  altri,  in  una  importante  for- 
mola  di  Fourier  *,  che  permette  di  esprimere,  mediante  un  integrale  definito,  qua- 
lunque funzione  derivahile  **  /(«);  data  per  tutti  i  valori  di  a,  e  tendente  a  zero 
per  a  =  zh  OD.  Prima  si  osservi  che 

1/(6) 8gn (a  -  t)dfi  =  rfXi)db  —  //'(e)dd  =  2/(a) . 


—  • 


Ne  segue,  per  la  tbrmola  (9), 


/( ot)  =  —  /  /\e)rf6  / ^^ ^  dx  =  ^  I  — -  /  f\b) sen(a  —  0)x .  rO  . 

ir,/  J  X  *rJ    xJ  ' 

—  •  0  0  — « 


Intanto  V  integrazione  per  parti  dà 


Dunque 


I  f\b)aen{a—  e)jc.d6  =  x //(6)co8(a  —  6)x.fl6 

—  ae  — » 

/('«)  =  — /(ix  //re)co9(a  —  6)a;.d6  : 

0  -» 


e  pero ,  se  si  pone 

(p(aj)= //(6)cos6a;.^e     ,     '{/(x)=  / /^6)9enOx.de  .  -28) 

—  so  — ao 

si  ha 

1    /*" 

/^a)  =  —  /  I  ^(x)co8  ax  -[-  <J;(x)sen  axldx  ,  (29) 

0 

K  questa  la  formala  di  Fourier.  Per  esempio,  tutte  le  volte  che  /( —  oi)=/(a), 
le  (28)  danno 

9(a;)=2 //(6)cos6x.d0     ,     ^(x)  =  0  , 
*  0 

1   n" 

e  per  conseguenza  la  (29)  diventa  /(a)= —  I  9(x)co9ax.fLc.  In  particolare  per 
y(a)  =  c"'*',  ricordando  il  primo  integrale  (27),  si  ha  9(x)  =  2/(I  -j-x'),  e  si  ri 

*  Tkéorie  analf/tfque  de  la  ehaleur  (Oeuvres,  1. 1,  p.  408). 

*^  Condiiione  troppo  restrittiva  Vedi ,  p«r  esempio  :  Poincaré  «  Théorie  analytiqye  de  la 
propagaiian  4#  la  chaUur  o  p.  102. 


—  384  — 

trova  cosi  *  il  risultato  del  precedente  esercizio.  Si  noti,  per  finire ,  che  la  prece- 
dente dimostrazione  della  formola  di  Fourìer  sussiste  tal  quale  se  agli  integrali 
(28)  si  danno  pf^r  limiti  due  radici  di  /\6}.  Il  secondo  membro  della  (29)  rappre- 
senta allora  /.a)  quando  oc  cade  fra  le  duo  radici,  ma  si  riduce  a  0  nel  caso  op- 
posto. Cosi  per  /(6)^:=cos0,  designando  con  p  una  radice  di  questa  funzione,  si 
trova  che  V  integrale 


1  cosouc.cosBx 

I    ~ — da- 

•:  1  — a;* 


(evidentemente  privo  di  significato  quando  cosa  e  cos^  sono  entrambi  diversi  da 
zero)  vale  ^j^rcosasenp  j)er  |  «  |  ^  |  P  | ,  ©de  nullo  nel  caso  opposto.  Al  mele- 
»imo  risultato  si  perviene,  del  resto,  riducendo  (con  facile  trasformazione)  Tinte- 
;^rale  proposto  al  primo  degli  integrali  (11). 

312.  Integrazione  dei  differenziali  totali.  Il  problema  dell' iu- 
tegrazioae  multipla  si  presenta  uel  modo  più  naturale  come  l'esteusioue 
del  problema  trattato  in  principio  (J5  309),  quando  si  propone  di  determi- 
nare una  funzione  di  dtfe  o  pia  variabili  indipendenti,  il  cui  differenzUUe 
totale  sia  noto.  Cosi,  nel  caso  più  semplice,  data  l'espressione  dilTeren- 
ziale  it(ir  ,y)(lx -\-v{u:  ,ìj)dij,  domandiamoci,  prima  di  tutto,  se  essa  è, 
come  si  suol  dire,  un  difleronziale  esatto,  cioè  se  può  rappresentare  il  dif- 
ferenziale (li  qualche  funzione  z  delle  variabili  indipendenti  x  ed  \j.  Ciò 
equivale  a  domandarsi  se  esiste  la  funziona  z  per  la  quale  si  ha 

<)-  ò- 

—  =^  a{x ,  y)      ,      --  =.-  v(j:  ,  y)  .  ciU) 

Ùx  Oy 

0  si  vede  subito  che  per  tale  esistenza  è  necessario  (§  130)  che  sia 


da 


■  31i 


.'tliueiio  uel  casu,  ul  quale  vugliauio  liuiitarci,  che  le  luuziuui  uve  ('1** 

• 

loro  derivate  prime  siano  continue.  Ora  noi,  tentando  T effettiva  determi- 
nazione di  z,  incontreremo  la  condizione  necessaria  (31),  ma  la  trovere- 
mo anche  su/fìcirnle  per  resistenza  di  z.  Integrando  (§331)  infatti  la  se- 
conda delle  (30)  si  ottiene  z  =  S^'^^U  +  9(^)  ;  poi,  derivando  questa  ugua- 
ijrlianza  rispetto  ad  a*,  (j  tenendo  [n-.^sente  la  prima  delle  (30),  si  vede  (§iWO 
che  dev'essere  ancora 


(fU)=uu'.,y}  =  l   ^dy   : 


ed  alllncUè  il  secondo  membro  sia,  coiihì  il  [)rim(>,  inflipendente  d/i  */.  è 


*  Fourier,  toc.  cic.^  |>.  31^». 


—  385  — 
uecessario  e  suiHcieute  che  sia  nulla  la  derivata 


vale  a  dire  che  dulòy  e  òr/òa*  siano  espresse  da  una  stessa  l'unzione 
f{x,y).  Se  questa  condizione  è  soddisfatta,  si  ha 

z  =  fvdy  + 1  y  —  I  jT,  ^y  )  ^^^ = J^*^  +/t%  —iSf^^^^y  • 

risultato  facilmente  riducibile  alla  forma  (20).  Dunque:  afjinchè  udx+vdy 
sia  un  differenziale  esatto  occon*e  e  basta  che  si  aìMa  —  =  — .  Sirail- 

O'J       ex 

niente,  per  resistenza  d'una  funzione  ♦  delle  variabili  indipendenti  .v, 
y  ,z,  che  abbia  il  differenziale  totale 

d^  =  udx  -\-  XHjly  '\-  tvdz  , 

sono  necessarie  e  sullicienti  le  ccmdizioni 

ìhv      eh?  òii       i^y         Di'       òit 

òy       ò-     '     03       òx     '     Dx       Dy 

Infatti,  se  si  comincia  dall' integrare  ò^jòz  =  (r  (supponendo  x  ed  y  co- 
stanti), si  ottiene  ^  =  fiodz  +  ^{Jo,y)\  quindi 

Ox  J    ùx  ùy  J    òy 

(..  dcp       do 

oiccome  — -  e  ;r^  non  contengono  z,  si  vede  subito  che  si  deve  avere 
ox      Oy 

cioè  debbono  essere  soddisfatte  le  prime  due  condizioni  (32).  Poi,  afilnchè 
<ìsista  9,  ò  necessaria  e  sulliciente,  per  quanto  si  è  detto  nel  caso  di  due 
viiriabili  indipendenti,  la  ccmdizione 

cioè  precisamente  la  terza  condizione  (32).  In  modo  analogo  si  dimostra, 
più  generalmente,  che,  date  n  funzioni  u^,u^j..,  delle  n  rar  labili  in- 
^ipeyìdenti  x^ ,  x, , . . . ,  le  ^U\i(vl  —  1)  condizioni 

òu^       òn 

K-'—tT'  {'J=  1  r  -^  ^i  . . . . ,  ^0 

Ox.       Ox. 
j  • 

sam  ìiecessarie  e  sufficienti  j^erc/tè  u,dXj  +  ujlx,  +  . . .  sia  un  differen- 
ziale esatto. 

40 


—  :ì87  — 
il  quale  ci  è  noto  per  /^  =  1 ,  ptM'cliò  si  scinde  in 


diniodochè  (§  :320,  ^/)  si  ha 

/"*  (ax  +  ff)dx  ,      ■/■     ,      h  —  \\ap  x  —  ^l.p 

Per  »  >  l  si  può  aiiiilogaiiieiite  scrivere 

r    {ax.  +  b)dx     _         _  a . 

sicché  resta  da  calcolare  l'iiiti'srralf 


'  •'    J  (■■■'-  -f  f-^  4-  '/)"  ■ 
<  >ra  l'iiite<rrazione  per  parti,  applicata  ail  5„  ,.  ci  da 

ossei'vando  l' identità  (;«•  +  '/.^O'  =  0''  +i'''^  +  (/)  -  (<?  —  V»i?^')-  Ne  segue 


Così  ila  5,  si  deduce  5,,  poi  da  (luesto  si  deduce  c*^;  (u:r. 

dx 


345.  Esercizii:  «  i  Pt^r  raloolarc»  1'  iiito*2jnilo  di     -— ; — -  si  cominci  dal  porre 


1  e  ax  4-  h 

. = I ! 

.r»  4-1  .,.  4-  1    ^  .r*  —  .1-  +  1   ' 

dimodoché  debba  essere,  identicamente.  c{x^  —  x  -}-  1)  -|-  («^  +  ^K^  "h  ^)  =  ^' 
Basta  fare  x  =  —  1  per  ottenere  e  =  Yj  ?  poi,  nostituendo  a  e  il  suo  valore,  ri- 
sulta ax  -^b  =  —  YjC*"^  —  ^)*  ^^^^  ^'  integrale  proposto  si  scinde  in 

il    r    '^^  A2.c-l)dx  Z'       dx 

q  ai  adi 


X  dx  rt  i    xdx 

b)  L*  integrale  di  — —    si  scinde  subito  in  jxdx  -j--   /  -r 7.  H  primo 

X* —  1  «/  ^  —  1 


va* 


—  :$><(;  — 


APPLICAZIONI  AL  CALCOLO 
DI  TALUNE  NOTEVOLI  CLASSI  D'INTEGRALL 


343.  Quando  la  fuiizioiie  da  integrare  ò  razionale,  essa  è  sempre  ridu- 
cibile alla  forma  f{a:)io{x),  dove  f{x)  (j  fj{a')  sono  funzioni  intere  di  x , 
pi'ime  fra  loro.  Se  a  .  p  ,  y  ,  •  •  •  sono  le  radici  di  (j{;x),  degli  ordini  di  mol- 
teplicità r ,  5  ,  /  , . . .  rispettivamente,  e  se  f^{x)  è  la  funzione  intera,  nuo- 
ziente  di  f{x)  per  (/(aO,  è  noto  (S  WS)  che  la  frazione  /X<ir)j(]i{x)  si  può  de- 
comporre in  frazioni  semplici,  così  : 

Quindi 

/*/(x-)  p 

I  — -  (/x  :^  J  9 (x) dx  +  aj  log  I  .r  -  a  I  +  ^  1  log  1 .1  —  p  I  +  cj  log  I  a:  —  Y I  +  - 


S  ^2  ^3 


x  — oc        2(.r.  —  ot)-  .r  — P        2(j:  — p)'  ' 

ed  il  primo  integrale,  nel  secondo  membro,  si  scinde  subito  in  altri,  cal- 
colabili immediatamente.  Dunqn<ì  gli  inteijrall  dei  (fiffe^'efizia/i  rffziOìutU 
si  possono  sempr^e  esjmìnere  in  (br/nfi  alrjefricO'lo{fnrilmicay  ossia  con 
simboli  algebrici  e  logaritmici,  in  numero  Unito. 

344.  Se  le  radici  non  sono  tutte  reali,  il  secondo  membro  si  presenta 
sotto  forma  immaginaria,  sebbene  sia  reale  quando  nel  differenziale  i 
coefficienti  sono  reali.  Si  potrebbe  passare  dalla  forma  immaginaria  alla 
l'eale  adoperando  le  note  relazioni  (§  320,  (/)  fra  i  simboli  arctg  e  log\  ma 
si  preferisce  evitare  addirittura  gli  immaginarli  ricordando  (§110)  che 
le  frazioni  semplici,  relative  ad  una  coppia  di  radici  conjugate  di  g{(c)y 
danno  luogo,  nello  sviluppo  di  ì\^i^lg{x),  ad  una  somma  di  questa  forma: 


X*  -|"  r^  +  '/     {p^-^  +  p^'  "f"  7)'  G*^*  +  p-^  +  7/ 

La  ({uestione  è  dunque  ridotta  al  calcolo  dell'integrale 

{ax  -\-  bjdx 


/< 


(x» + p^  4-  ir 


^ 


—  :ì87  — 
il  quale  ci  è  noto  per  n=  1 ,  perchè  si  scinde  in 


J    x^  +  px  +  q  J  ^    +px  +  q 

dimodoché  (§  326,  d)  si  ha 

/"*  {ax  4-  b)dx  ,      ,/ - ; —    ,      f)  —  \'^ap  x  —  ^Lp 

x^+px  +  q  Vu-'iy  Vq-'UP' 

Pei*  ìì  >  1  si  può  analogamente  scrivere 


(ax-|-ò)6tr  a 


sicché  resta  da  calcolare  l'intej^rale 


òi  =/' ^ 


(  )rii  l'iutettriizion»'  per  parti ,  applicata  ad  5,,  , .  ci  da 


<*(-^+'/.y) 


èr-, = F:rl=z^j^-^ + 2(»  - 1)  1 K--  ('i  -  V*  p')^'n 


osservando  V identità  {x  +  '/wO'  =  0''  +  ^'^  +  (/)  -  ((?  —  '/V^^')-  Ne  segue 


.5  = 


a (»  - 1)  (,  -  «/.  ,,^)  )  '  -       •  ^^  "  ■  ■  -1-  (X'  +  ;,x  4- ,/)"  -M  • 


('osi  (la  3j  si  deduce  3,,  lioi  da  (jucsto  si  deduce  cl^;  (*ci\ 

dx 
.c'+l 

1  «  ax  -\-  h 


IJ46.  Esercizii:  a)  Pt^r  «alcolare  l' iiite^^riilo  di     j— ;— 7  si  cominci  dal  porre 


dimodoché  debba  essere,  identicamente.  c{x^  —  ac  -|-  1)  -j-  {ax  +  fc)(a:  +  1)  =  1- 
Basta  fare  05  =  —  1  per  ottenere  e  =  Y3  ;  poi,  sostituendo  a  e  il  suo  valore,  ri- 
sulta ax  -\-h  =  —  ^j^{x  —  2).  Cosi  r  integrale  proposto  si  scinde  in 


quindi 

2u;  —  1 

+1  '   KT       ^"i^ 


b)  LMntegrale  di  —- si  scinde  subito  in  J  xdx  4-   1  — .  Il  primo  va- 

X* —  1  e/  ^  —  ^ 


—  38H  — 

ie  */j:r*  4"  costante,  e  nel  secondo  conviene  assumere  .r*  =  t  come  variabile  dMn- 
tegrazionpt  : 


Dunque 


e)  Facile  è  il  calcolo  dell'  integrale 

{2x  -f  l)(if 


r  x'-x  +  i  ^ ^  /» ft^ ^  /* dx /«ja 


+  X  +  1)' 


Il  terzo  integrale j  nel  secondo  membro,  si  calcola  immediatamente,  ed  il  secondo 
si  riduce  al  primo  integrando  questo  per  parti: 

J  x'+X+l       x»+x  +  l  ^  J  (x'+x+l)' 


=   ^+1/.    .2/'    '"=     _v  /*_ 

x'+x-i-l  ^  .7  x'+x-f  1        '\f  (x». 


dx 


'+x+l)« 
Ne  segue 

r     ^      _    2x±j_4../  r    ^     • 

e  per(')  l'integrale  proposto  diventa 
sicché,  finalmente, 

Si  giunge  più.  rapidamente  al  risultato  eseguendo  V  indicata  integrazione  per  parti 
nel  seguente  modo  : 

f        dx  ^       x  +  c  /\x  +  c)(2x+l)  ^ 

Ora  si  determini  e  in  guisa  che  sia,  per  convenienti  valori  di  a  e  di  bj 

(x  +  c)(2x  +  1)  =  a(x^  4-  X  +  1)  +  ò(x«  —  X  +  1)  . 

Si  vede  che  dev'essere  2  =  c  =  a-|-^y2c-|-  l  =  a  —  ò,  cioè  e  =  2 ,  ed  a  =  '/•  ' 
ò  =  —  '/i  •  Dunque 

r        dx         ^      x-^2  r        dx  Px^^x  +  l 

J  x^  +  x  +  1       i«+x  +  l"^  I^Jx^^x+l         l*J  {x^  +  x+iy        ' 

d'onde  si  deduce,  come  precedentemente,  il  valore  dell'integrale  proposto. 


—  389  — 

dx  \ 

d)  Dato  a  calcolare  V  integrale  di    --r -r  bisogna,  innanzi  tutto, 

(x  +  l)(x«  +  l)* 

cercare  di  determinare  le  costanti  c^a,b^a\h'  in  modo  che  si  abbia  identicamente 

1  e  ax  -j-  6        ax  -|-  h' 

(x  +  l)(x«+l)«  ^  x  +  f  "^  x«  +  l  "^  (x«'+ ìj»  ' 

ossia  c(x*  -f.  1)*  +  (a.x  +  ò)(x«  +  1) (x  +  1)  +  (a'x  -f  6') (x  +  1)  =  1.  Per  x»  =  —  1 
si  trova 

e  P eguaglianza  fra  il  primo  e  V  ultimo  membro,  vera  per  un  valore  immaginario 
di  X,  sussiste  qualunque  sia  x,  giacché  a  e  h'  sono  reali.  Dopo  ciò  l'identità 
precedente  si  riduce  a  c(x*  -["  1)  H"  (^*^  +  ^)(*'^  4"  1)  =  *  j  >  ®  V^^  x-  =  —  1  dà 
ax  +  ò  =  Vi(^'^  "I"  ^')j  <iuindi,  sostituendo,  si  trova  c=  *  ^,  come,  del  resto,  si 
può  immediatamente  dedurre  dall'identità  primitiva,  ponendovi  x  =  — .1.  Ciò 
premesso,  si  vede  subito  che  l'integrale  proposto  equivale  a 

=  V»  (-^  +  log  ^^^^■'-  +  are  tgx)  +  V.  /V^.  • 
Intanto 

/'    (ix      _       X  /•     2x«  _       ^       A       C    ^^  C     ^•'' 


<l'  onde 


Dunque 


y'     Jx  j     /      X  r    dx     \ 


/<ix  /x4-l  |x  +  l|  V. 

(ix 
ej  Per  calcolare  l' integrale  di  —r si  osservi ,  in  primo  luogo ,  che 

x^  +  1  =  (x«  +  1)«  —  (x  K2  )•  =  (x*  +  .r  1/2  +  1)  (x«  —  X  J/2  +  1  )  , 

o  rti  ])onga 

1  ax  -\-h  ax  •\'  b' 

+  - 


^'+1        x*4-xJ/2  +  l        X»  — x|/2  +  l 

Siccome  il  cambiamento  di  x  in  —  x  non  altera  il  primo  membro ,  mentre  soam' 
bia,  nel  secondo  membro,  i  denominatori  delle  due  frazioni,  altrettanto  deve  ac- 
cadere dei  numeratori,  poiché  la  decomposizione  in  frazioni  semplici  è  possibile  in 
un  modo  solo.  Ne  segue  a'x  -|-  6'  =  —  ox  -{-  ^  >  sicché  dev'  essere  identicamente 

1  ==(ax4-ò)(x» ~  X Ki  +  1)  —  (ox  ~  «»)(x' +  X  I/i  +  1^=<ì;l^  —  aV'^V^  ■V'^^*  X 


—  2^10  — 
e  p«rò  b  =  a  ^^2  =  * /^ .  Dunque 

r    dx      _      1        r  [x+y2)iLx     ^      1        r{:c  —  [/2)dJ: 
J  ^'+^~   2V2J  X*  +  ,cV2  +  1  2V2J  x^  —  .r  1/2  +  1 

Ora,  posto  p  =  dz  \2 ,  si  vo<lt»  che  busta  calcolare  I'  unico  integrale 

/'{x  +  p)dx    _j      r{2x+p)dx         1,        r  '^^ 

^*  +  px+i  ~     J  x'  +  2>x  +  l  +    '  '^1  (7+ */7;,7+ V. 

=  log  Vx^px+'l  +  -^  are  tg  (xj/i  +  -~^~)  +  C  , 

K 2  \  V2  I 

e<l  osservare  (§  13,  d)  che 

—                                  y-                                   5*1/2 
are  tg  (j;  ^2  +  ^  +  «^^  *K  (-^  r  2  —  1  )  =:=  —  are  tg +  costante  . 

.r   —  1 

per  ottenere 

J  X»  +  1       aV'I  V  °^  r    .r'  '-  «1/2  + 1'     "   '^  .>^'  -  l  /  "^ 

/*)  Più  tacile  ancora  è  il  calcolo  del  seguente  integrale: 

Jx*  +  1  '*/.c«  + 0:1/2  +  1         '\l  x''-.cV2+\ 

1        xy2  ,  ^ 

= are  tg  —r \-  C  . 

J/ò  •«*  —  1 

.^'  V^2 
Se  rintegrazione  si  estende  da  0  ad  1,  siccome  lim  are  tg  —  —  =   -  ^Li:. 

je=zì-Q  jr —  1 

ottiene  w/2K2  come  valore  dell'integrale  definito;  e  poro,  sviluppando  in  aitì 
di  potenze  la  funzione  integranda,  si  giungo  alla  tbrmola 

1  +  V,  -  V=  -  V:  +  •/.  +  V.. =  «/2  V^  , 

che  si  può  anche  dedurre  dalla  Ibrmola  (17)  del  precedente  capitolo  (§  330,  e;  pt 

x*4-i 

(f  ì  IJato  a  calcolare  V  integrale  di      -  .   ^  dx ,  cominciamo  dal  notare  clie 

.'T*  + 1 

-«'-fl^,..  /_2  x  +  1      \ 

poi,  cam))iando  jc  in  .e*,  ed  osservando  che 

x'  _  a;M-  1  =  i^'  +  1)'  -  (a;  VI)*  =  (x»  +  a:  |/8  +  1) (x'  -  a:  |/à  +  1)  , 


—  sci- 
si trova 


X 


Intanto,  per  2/=±K3  , 

..  4:,. + 1 =/  (7+- vr^)'  -+  v: = ^'^-^  *^^''^ + ^'^ + '  • 

Dunque  l'integrale  proposto  vaio 

V,arctgx+V,arctg(2x  +  l/à)  +  «;>rctg(2.r-l/3)  +  C  , 
osHÌa,  finalmente, 


/ 


OJ*  +  1  . ,  a.r(a;'  —  1)      . 

— ;, dv  =  —  *  .,  are  tg  -r- :: r  ^   • 


Lo  sviluppo  della  funzione  integranda  in  serie  di  potenze  mostra  che  P  integrale 
detinito,  tra  0  ed  1,  vale  quanto  la  somma  della  serie  1  +  ^j. —  ^/y  —  Vii  ^"  •  •  •  > 
che  noi  possiamo  d' altra  parte  calcolare  mediante  la  formola  citata  nel  precedente 
esercizio.  Infatti  per  a  =  '/^ir  quella  formola  dà 

V,(i+V .-'/,-  •••)+'/»  1^3(1+'/.-'/ -'/.+-)+V.(i-V.+V.-  •••)=*/..«  . 

<l'  onde  si  trae  (§  880,  d) 
,4.;        ./         ./     j_./     4.Ì/  _°"       ^^       2«         1    «_.    _ 

Invece  sembra  che  l' espressione  da  noi  trovata  i)er  l' integrale  indefinito  dia  0 
I  risultato  assurdo)  come  valore  dell'integrale  definito;  ma  (  326,  k)  si  deve  notare 
che,  nell'intervallo  (0,1),  la  funzione  3jr(x*  —  l)/Oi^^  —  4.r* -j- 1)  diventa  infi- 
nita per  x  =  c  =  y  2  —  yS  ,  ed  è  negativa  a  sinistra,  positiva  a  destra  di  e,  di- 
modoché si  ha 

0 

,    /             3x(x»  —  1)  \o^      , 
=^  '  ,  I  are  te  — --^ ; — —)     —\,iz. 

Similmente,  se  si  volesse  estendere  l'integrazione  da  0  all'infinito,  si  dovrebbe 

tener  conto  anche  dell'  altra  radice  positiva  e'  =  y  2  -}-  V*à  di  x*  —  4x'  -|-  1  ;  e 
si  troverebbe  come  valore  dell'integrale 

/  'óx(x' ^  1)  \-^\    ^    /  3x(x*  —  1;  V'+"      ^ 
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Como  verifica  si  noti  che,  se  ai  spezza  l'intervallo  (0  ,  x)  in  (0 , 1)  -}"  (1  ?  ®)j  ®  8^ 
neir integrale  esteso  all'intervallo  (1 ,  oo)  si  cambia  x  in  1/x,  si  trova  appunto 


J    x«+l  ,/    x^  +  l  '' 


346.  Quando  T  irrazionalità  dell' integrando  è  unicamente  dovuta  a 
potenze  della  variabile  d'integrazione  a?,  con  esponenti  frazionarli,  la  so- 
stituzione ir=/'*,  dove  n  è  il  minimo  comune  multiplo  dei  denominatori 
degli  esponenti,  farà  subito  sparire  tale  irrazionalità,  e  l'integrale,  sotto 
la  sua  nuova  forma,  sarà  calcolabile  nel  modo  che  si  è  visto.  Appena  peW) 
compariscono,  nella  funzione  integranda,  irrazionalità  più  complicate, 
l'integrazione  è  quasi  sempre  impossibile  praticamente,  nel  senso  che  non 
<ìsiste  alcuna  combinazione  di  simboli  algebrici  e  logaritmici,  in  numero 
finito,  atta  a  rappresentare  l'integrale  proposto.  Vi  sono  tuttavia  talune 
eccezionali  classi  d'integrali,  che  si  lasciano  calcolare  con  facili  artificii. 
Eccone  dei  casi  particolari  importanti  : 

dx 
a)  Per  calcolare  l' integrale  di    — -  —  poniamo  il  radicale  uguale 

J/x-  +  px  +  7 

a  /  —  .r  ,  dimodoché 

x  = ,     e  —  X  =  — I-i— ili  dx  =  2      ^"^^dl  .    (i) 

U  integrale  si  trasforma  in 

=  log|^  +  V,;>|  +  C  ; 


quindi 


/'     di       _ 

É  (13'  M  — 

<'    Kx*-}-  V^  +  9. 

d.x 
b)  Per  calcolare  l'integrale  di   — rzzzzzi^ii^iiznir  osserviamo  che 

V  —  X*  +  2>x  -|-  q 

—  ^"  +!>«  +  (?  =  —  («  —  */»*  +  «  +  ViP* 

(dove  7  +  ViP*  ò  necessariamente  positivo,  se  si  vuol  rimanere  nel  campo  dei 
numeri  reali) ,  e  poniamo 

-^  —  */*  P  =  ^  Vu^+'W     »     dimodoché     —  x'  +  px  +  Y  =  (g  +  7^  jp«)  (  1  —  /') . 

r    dt 

L' integrale  proposto  diventa    I  -         _    -,  e  però 


J 


1 


ih:  X  —  '.^p 

TZL  -_r.  ==  iìi'^'  "^tìu  — —  4"  ^  • 


V-x-j^r^  +  ^i  V'i  +  'Uv*- 


l 


e)  L' intograzìouo  per  parti  dà  {cfr.  §  82b .  a) 


^hra  ,  in  base  all'  identità  zt  (x  di  Vii')'  =  "àz  x*  '\'  px  -{-  q  —  (7  H^  Vvl'*)»  ^^  ^" 
(-ondo  membro  si  trasforma  in 


+  px  +  q 
Dunque 

2  r^d^'+pac+g  dx = (.r  db  V,  ;')  J/iiq:];^  7 + (7  =F  7v  i'-';  fri  —-- =  , 

^  «^    K±X»+j)X-|-g 

e  però 


/■' 


ì; 


MI,  Più  geueralmente  «ia  /'(u-,  {/)  uua  funzloue  razlùìiale  di  ic;  e  di  y, 
e  si  coQsideri  T integrale  di  /'(./*,  V^zj^*  -j- px  '\' q)da\  Per  quanto  com- 
plicata sia  r espressione  da  integrare,  e  facile  convincersi  che  si  riesce 
sennn^e  a  renderla  razionale,  mediante  opportune  sostituzioni,  e  per  con- 
seguenza l'inteitrale  è  sempre  esprintiìnle  in  forma  algeWico-logar Umica, 
Uasta  inlatti  assumere  ^  =  ,>'+  J/.?'*  -j- y;./; -j- ry  come  variabile  d'integra- 
zione per  vedere,  in  virtù  «ielle  (l),  scomparire  ogni  irrazionalità  in  /*(a',ì/) 
quando  |/=Ka?'+/>i/;  +  </.  Ciò  non  accade  per  [/=K — oc^ -^ px -{- q\  ma 
vi  è  un'altra  sostituzione,  che  convi(me  anche  al  caso  precedente  tutte  le 
volte  che  le  radici  di  ìj  sono  reali  ;  ed  ò  (Questa  una  circostanza  che  si  ve- 
rifica certamente  nel  secondo  caso,  altrimenti  ?/  sarebbe  immaginario  per 
tutti  i  valori  di  a?.  Se  a  e  p  sono  le  radici  di  ±x^-\-px-^q,  basta  porre 


pei"  trovare  (attribuendo  a  <  uu  segno  conveniente) 


0-a)<         ,         .   '2(p-«)<<ft 


e  convincersi  che  l\x  ,\j)dx  prende  in  tal  modo  la  forma  ^{t)di,  con  ^{t) 
razionale  e  reale. 

348.  Del  i*esto  le  sostituzioni  precedenti  sefvono  soltanto  a  mostrare 
hi  possibilità,  esente  da  eccezioni,  di  ridurre  a  forma  razionale  l'espres- 
sione da  integrare,  evitandogli  immaginarli;  ma  nella  pratica  converrà 
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iuvece  cominciare  dal  semplificare,  uel  modo  che  segue,  Tespi-essione  pro- 
posta. La  fuuzioue  razionafe  f\d^  ,n)  si  può  sempre  ix)Pre  sotto  la  forma 
del  quozieute  di  due  l'unzioni  intjiv);  e  se  in  ciascuna  di  queste,  oiniiuata 
sjcoudo  le  potenze  di  //,  si  sostituisce  {àz  jr  -{- px -\- q)"  ad  ogni  »/**,  e 
(àzx' -{-p.r -\-q)"y  ad  ogni  //■""*"S  si  ottiene 

dove  9i ,  9i .  4^1  '  4^1  ^^^^^^  l'unzioni  intere  di  a*;  quindi,  moltiplicando  un-  . 
meratoiv  e  denominatore  i)er  9.  — //•-Vi»  «  i)onendo  nuovamente 

y  =  ±  ^  +  2'J^  +  7    »    //  = > 

?/ 

si  trovii 


/(.r,t/).^9(.r)4- 


•4^  i  .>•  » 


?/ 

con  9  <'  4^  funzionali  razionali  di  rr*.  Se  poi  4^(./)  si  decompone  (e/)*.  §:^13) 
in  frazioni  semplici,  si  vede  che,  a  presciinhìr:;  da  integrali  di  dill'ereu- 
ziali  razionali,  il  calcolo  dell' integi*ale  proposto  si  riduce  al  calcolo  d'uno 
o  più  integrali  dei  seguenti  tipi 


4- 2)0; +  7 


con  n  intero  e  positivo,  ed  a  reale  o  immaginario.  Mercè  la  sostituzioiif 
jj=^a-^ gli  integrali  del  secondo  tipo  son  sempre  riducibili  a  quelli 

del  |)rimo,  ed  è  facile  vedere  che  (questi  ultimi  si  riducono  lìnalmente  al- 

/dx 
— ,  calcolato  nel  S3U>.  Infatti 
y 

I  x''-^  =  ±  I  x"-\zh  X  4-  *  ,p)  —  =p  ^j,p  I  x*^^  —  , 

J      y        J  "     y         J        y 

dove,  essendo  ydy  =  {do w  +  ^i^p)d.c ,  si  ha 

/.r"-*(±  X  4-  V.p)  —  =  Ix^'-'dy  =  .r«->y  —  (n  —  1)  l  x^-\±:  ./-^  -f  j^x  +  q)-^. 

J  '     y     J  J  .'/ 

(»  per  conseguenza,  sostituendo  nella  precedente  uguaglianza, 

r     dx  P        dx  r        dx 

n  /  X»  —  =  db  ./•"-*// ip  in  —  7j) j>  1  x*^*  _  qp  (n  —  l)g  I  x*-'  —  . 

Da  ({uesta  forinola  di  ridifzione,  per  vi=  1 ,  2 ,  .'j .. si  deduce  succes- 
sivamente 


:vXi  — 


:ì40.  Con  ppocedimeuto  aiiiilogo  si  può,  più  •renerai mente,  senipliricare 
l'integrazione  (li  qualunque  difrerenziale  /XA\y)cfnr\  la  cui  ippazionalità 
sia  nnicainente  dovuta  al  l'adicale  (juadratico 


Prima  si  osservi  che,  quando  tu  è  pari,  il  grado  del  polinomio  sottoposta! 
al  radicale  nell'espressione  integranda  si  può  sempre  abbassare  ad  >y/  -1: 

ciò  si  riconosce  facilmente  mercè  la  sostituzione  x  =  a-\ ,  in  cui  a  è 

té 

una  radice  di  y.  Cosi,  per  esempio,  tornando  al  caso  di  //=l/±.r*+/w+^, 
>(^  si  rappresenta  con  p  Taltra  radice  di  //,  si  ottiene  //v=Ki;:(P— a)3dbl  ; 
(|ulndi,  assumendo  il  nuovo  radicale  come  variabile  d'integrazione,  si  è 
condotti  appunto  alla  sostituzione  (2).  Similmente  il  caso  di  W2  =  4  è  i*i- 
duribile  ad  èa^^\\\  ma  si  corcherebbe  invano  di  ridurre  questo  al  caso 
di  ni  =  2,  giacché  in  uno  studio  |:)iii  pi'i^fondo  di  siffatti  integrali,  i  quali 
diconsi  ellittici,  si  dimostra  ciie  aoiì  è  possibi/e  es/^ri/tferli  in  forma  al- 
(fehricO'lotjn ritmica,  e  che  il  tentarne  la  trasformazione  in  integrali  di 
di/rerenziali  razionali  è  come  se  si  cercasse,  con  deformazi<me  continua, 
di  ridurre  a  forma  sferica  la  superfìiùe  d'un  anello  *  Mediante  un  calcolo 
simile  a  quello  del  paragrafo  precedente  si  riesce  soltanto  a  dimostrare 
che  gli  integrali  ellittici  son  tutti  riducibili  ai  seguenti 


dx 


i  quali  si  dicono  dìprifìta,  HccomUi  (»  terza  specie;  e  si  è  poi  condotti,  con 
op[iortune  sostituzioni,  ad  assumere  come  tipici  nelle  prime  due  specie 
gli  integrali 

/*         (/9  /*     «611*9  f/^ 

il  primo  dei  quali,  preso  fra  i  limiti  0  e  9.  si  rappresenta  con  F(A*  ,9), 
e«l  il  s<»condo,  (ra  i  medesimi  limiti,  si  può  scrivere 

C4Mivenendo  di  rappres(Mitare  con  E(/i  ,  9)  Tinteirpale    i    V\ — /i*sen*9//9. 

% 

Il  valore  9  del  limite  superio]*e  si  chiama  ampUtudittc,  e  /;  è  il  ttiodulo 
(Itigli  integrali.  Nelh^  applicazicmi  meccani(!he  e  geometriche  sono  parti- 


*  Vedi,  per  m>  1.  il  Coxirs  d'Analy»e  de  l'École polytechnìqite,  di  Ilermite;  pp.  291-297. 
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colarmente  importanti  gli  integrali  V  ed  E,  corrispondenti  air  amplitu- 
dine VjW.  Essi  diconsi  integrali  ellittici  completi,  e  si  rappresentano  cosi: 

,     E(^•)  =IVl-  /:«Ben«9rf9  • 

;I50.  Occupiamoci  ora  delle  sostituzioni  alle  quali  abbiamo  soltanto 
accennato  nel  paragrafo  precedente,  e  cerchiamo  di  eseguirle  in  guisa  da 
evitare  gli  immaginarii.  Prima  supponiamo  reali  le  radici  a ,  p ,  y  di 

sia  a  la  più  piccola  di  esse,  o  la  più  grande,  secondo  che  a?'  è  preceduto 
dal  segno  +>  o  dal  segno  —  ;  sia  p  la  radice  media,  e  si  rappresenti  con 
/i'  il  rapporto  di  p  —  a  a  t  —  «»  sempre  compreso  fra  Q  ed  h  La  sosti- 
tuzione .r  =  a  -f  (p  —  a)sen'9  dà 

=t  ar'  -|-  ojr-  -f-  6x  4-  e  =  [  Y  —  a  I  (P  —  «)*(!  —  /:'8en*9)sen*9cos*9  j 

quindi,  a  prescindere  da  un  fattore  costante,  reale,  il  radicale  y  si  tras- 
forma nel  prodotto  di  V\  —  /t'sen*9  per  sen9cos9,  e  però 

dx         ,  (^9 

—         e  proporzionale  a 


Al  medesimo  risultato  si  giunge  quando  le  radici  non  sono  tutte  reali , 
nella  quale  ipotesi,  supponendo  sempre  reali  i  coefficienti,  ad  y*  si  può 
dare  la  forma  ±{x — a){x^-{'px-\-q),  con  a,  p  ^.  q  reali.  In  questo  caso 

si  ponga  ^  =  a  ziz  |/  a*  4-  7^«  +  ^  ^'  "l"  •  Un  calcolo  facile  dà 


db  (.r  —  a)  (x*  +  px  -f  ^)  =  (a^  -f  //a  +  7^'^' (1  —  **8en«9) 


2 

9"  ' 
cos*~ 
2 


dove  il  numero 


è  sempre  co77ipreso  fra  0  ed  l,  giacche 

/<ix 
—  si  trasforma  in  F(A,9);  ma  il  calcolo  di 
2/ 

/*xdx 
si  riduce  al  calcolo  dell'uno  0  dell'altro  degli  integrali 

r      8611-9^9  I         ^  ~2    ^ 

•  ^  Kr^~ik*9en*9      '     J     V 1  —  it'sen«9  ' 


ì 
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.secondo  che  le  radici  di  //  sono,  o  pur  no,  tutte  reali.  Abbiamo  visto  che 
il  primo  è  riducibile  agli  iutcfrrali  V  ed  E;  ed  ora,  per  mostrare  rh<»  al- 
trettanto si  può  affermare  del  secondo,  osst»rviaino  che 

d'onde  segruo,  integrando, 


1/  1  -  i' 


Heii"9 


Quando  poi  j/*  è  un  i>olinomio  del  quarto  grado,  abbiamo  già  detto  che,  se 

a  è  una  sua  radice,  basta  la  sostituzione  ;>•  =  «  -^ per  essere  ricondotti 

al  caso  precedente;  ma  se  il  polinomio  non  ha  radici  reali,  conviene  ricor- 
rere ad  un'altra  sostituzione,  che  noi  qui  ci  limitiamo  a  segnalare,  trala- 
sciando la  discussione  *  che  vi  c^mduce.  Sia  dunque 

y*  =  {-''*  +  P''  +  n) '>*  +  v'^  4-  7'; , 

t*  si  supponga  essenziabnenfe  jtositfro  ciascun  fattore  del  secondo  mem- 
bro. Se  si  pone 

(i>  —  //)X  =  7  —  7'  —  |/(7  —  qf  +{p—  V)(j»q  —  qp)  , 
(i>  —  /)')|i  =  V  —  q  -f  V{q  —  qf  +  (p  —p'Kpq'  —  qp")  , 

la  sostituzione  da  adoperare  è 

_  X-f|Amt^^9 
1  +mtg(p 

dove  ///  rappresenta  il  più  piccolo  dei  numeri 


■  /X'  -  pX  +  q  \/y--pX  +  q     ^ 

V   v.^—p\i  +  q     '      y   [A- —  y/|l  -I- 7   * 


351.  La  possibilità  d'integrare  /V»i/)^^  ^^  forma  algebrico-logaril- 
mica,  nell'ipotesi  i/*=it:a?'  +  ^>./7  +  7»  è  tutta  dovuta  al  ftitto  che  questa 
equazione  rappresenta  una  conica,  la  (juale  è  una  curva  unicursale  (8212) 
o  di  genere  zero.  Più  generalmente,  se  in  f{jo,y)  si  suppone  y  vincolato 
ad  X  mediante  l'equazione  F(.r,i/)  =  0  d'una  curva  unicursale  qualun- 
que, è  chiaro  che  f{x,y)(ix  si  potrà  rendere  razionale  assumendo  come 
nuova  variabile  d'integrazione  quel  parametro  t,  in  funzione  del  quale  a- 

*  Schloemilch  «  Théorie  dfjt  intégrale^  et  dex  fonctinìu  elliptiques  »  (trad.  Graindorge, 
pp.  3-6). 


eli  y  ?<ouu  es|ii'imìblli  razionalmeuts.  K  cosi  accade  che  iiintimei'evoU  dif- 
fer<-ntiali,  la  cui  irrazionalità  &  in  apparenza  assai  più  complicata  ili 
iiuelladei  difiei-euziali  ellUtict,  si  litsciiio  aguvolinunte  i-i<lui-re  a  forma 
('azionale,  e  quimli  inttrgrare.  Di  gran  lunga  piii  diflicile  è  la  dimostra- 
zidue  della  proposizione  cuntnirìu:  .«e  la  cw-ra  F(x,.v)  =  0  non  è  i»ti- 
eursalff,  l'inleffi-ale  di  r(x,.v)dx'  non  si pw'/ esprlniefo  in  /brina  ahjehri- 
co-logaritnUca.  Ci  viene  così  rivelata  l'inlima  causn  dell' impussibilitii 
Hià  segnalata  per  gli  integrali  ellittici,  giacché  la  cubica 

goiiflralii lente  priva  di  punto  doppio,  è  del  genere  1:  essa  una  è  nnicur- 
sale  se  non  quando  amtnstte  un  punto  doppio,  per  la  qual  cosa  occoiTo 
ella  due  delle  tre  radici  di  y  coincidano  in  una  (a  =  0),  ed  allora  basta 
porpi^  .r^Y  +  ''  psi'  rendere  razionali-  l'espressione  da  intfigpjtri-.  In 
imi'  più  generalmente,  tnttf  le  volte  die  y  si  trova  vincolata  ad  .v  m«- 
rtÌHntp  l'equazione 


■iKistii  porr-e  j/  ^  ix  per  trovare 


'  +  i' 


/"-'  +  ■ 


P^B  cosi  trasformare  {\j:.y)dir  in  if(l)cl(.  con  <f(t)  razionala.  ^^H 

:&^.  Differenziali  bìnomii.  Si  chiamano  così  i  differenziali  chi' 
hanno  la  forma  J!''{a  -{-  b.r"')''dj.:  Rappresentandone  brevemente  l'inte- 
grale n  hi  ?(p,(ì).  osserviairii.1  che  la  Hostitnzione  iì-{'hT"'=^t  dà 


.^(p,q)-- 


=4A^)"' 


i  il  secondo  membro  si  sa  calcolare  quando  {p  -J-  1)/'H  è  un  numero  in- 
tero. L'integpazione  è  immediata  se  questo  intero  è  positivo;  nel  caso  op- 
fpostn  basterà  eseguire  la  sostituzione  1  =  6",  scegliendo  il  numero  intero 
F  ■«  in  modo  che  nq  sia  intero,  e  riduceudo  cos'i  il  dUTerenzials  a  forma  ra- 
zionale. Se  poi  .Via  -f  h.ir)''  si  mette  sotto  la  forma  3?"*^(6  -(-aiF-")«,  sì 
vede,  applicando  la  condizione  precedente,  che  l'integi'ale  si  caloola  su- 
bito (mercè  la  sostituzione  b  -\-  aar"'  =  t)  anche  quando  è  intero  U, 
raent  (i>  -|-  mq  -\- 1)/»*.  Dunque,  rptanUo  è  intero  uno  ilt>i  lìnutet-i 


P-^rl 


i.-^X 


—  3in)  — 

riiitejrrale  proposto  è  trasforrniibilf  iu  un  iiite^^-ale  di  diirereiizialo  i-;izio- 
naie.  E  stato  inoltre  dimostrato  *  da  Tcliebycliew  che  san  questi  i  soli 
msf\  nei  quali  il  iUfìerenziale  hinomio  è  inteurabile  in  fortna  alf/ebrico- 
logaritmica.  Qui  si  sottintende  che  il  dill'erenziale  non  sia  già  razionale 
(e  quindi  che  2? ,  (/ ,  >y^  non  siano  tutti  interi),  oche  non  sia  ininiediata- 
mente  riducibile  a  l'orma  razionale  con  una  sostituzione  x  =  V\  come 
{cfr.  §31^))  si  può  fare  quando  p  ed  ut  sono  l'razionarii,  e  q  intero.  Ksclusi 
questi  casi,  si  suppone  dunque  q  frazionario,  //  ed  m  interi,  ed  inoltrt* 
///  >  U,  come  sempre  si  può,  ponendo,  se  occorre,  j-^^X  t. 

:i53.  Per  calcolare  o  soltanto  p(»r  semplilìcare  un  integrale  di  differen- 
ziale binomio  si  cerca  di  esprimerlo  mediante  integrali  analoghi,  nia  più 
stMHplici.  A  ciò  si  riesce  osservando,  in  primo  luogo,  che  si  piw  aetuptr, 
t'idttrre  q  ad  essere  compreso  Ira  0  ed  1.  Infatti,  se  si  suppone  y>+1^0, 
l'integrazione  per  parti  dà 

1)' altronde  si  ha  identicamente 
I>iui({ue 

{p  -\-  inq  -j-  1)3{IJ  ,  q)  =  .r^'+*(a  4"  ^-^    y  "]     ''''y«c*(y>  ,  q  —  1)    .  (.S) 

I)ii  questa  formola  si  ricava  3(p  ,q)  o  3{p  ,q  —  1)  secondo  che  q  è  posi- 
i  ivo  o  negativo;  ed  operando  più  volte  di  seguito  si  riesce  a  sottrarre  da 
7>^^  0  iJ-d  aggiungere  a  (/<0  tante  unità  quante  si  vogliono.  Si  noti 
<:he,  ({uando  uno  dei  coellicienti  di  Si^p ,  q)  o  di  3{p  ,q  —  1)  è  nullo,  si  è 
in  wwi)  dei  casi  d'integrabilità,  ed  è  la  stessa  formola  (3)  che  dà  il  valore 
«li  3{p,q  —  1)  odi  3{p.q).  Similmente  si  pnò  sempre  ridurre  p  ad  es- 
sere cotupreso  fra  0  ed  m.  Infatti  l'integrazione  per  parti,  condotta  in 
altro  modo,  dà,  supp<")nendo  q  -\-\  ^0, 


«?(/>,  7)  =  |-''"-' 


(7+  ^)'"'' 


=.0;''-'"-^»-— ^- -!—  3ip—  /",7+l»  . 

{il-\-  ì)  ini)  <  7  -|-  1)  '"'' 

D'altra  parte 

3(v  —  ''*  T  7  "l-  1)  =^  ii3{p  —  m  ,  q)  +  ^^{r  •  7)  : 
quindi 

i p  -|-  ^nq  +  l)/>3(i> ,  q)  =  x''-"'+^(<r  4-  6j:"')''+'  —  (p  —  wi  +  l)tt3{p  -—  m  ,  q) .    ^-i) 
*  Journal  de  Liouvilley  1853,  p.  108 


Da  questa  relazioue  si  ricava  3{p  ,q)  o  9{p  —  fu,q)  secondo  che  yy  è  po- 
sitivo o  negativo.  Adunque  si  vede  clie,  mercè  l'applicazione  delle  lor- 
niole  (3)  e  (4),  il  calcolo  dell'integrale  di  qualunque  difìerenziale  binomio 
ò  sempre  riducibile  al  caso  in  cui  si  ha 

p     ed     m     interi     ,     m  >  0  0  <  7  <[  1     .     0  <  //  <  i//  . 

:554.  Esercizii:  a)  Per  calcolare   /  Vx'^  -[-  2x  —  1  —  si  ponga  il  radicale  u- 

guale  a  ^  —  x,  dimodoché 

e*  +  l         .y^ fi4~2f—ì  f'^M2f-\ 

X  =  —- y  X-  -\-  2x  —  1  =  <  —  x= : ,  dx  = r—  d^  • 

1/  integrale  proi>08to  8i  trasforma  in 

quindi  si  ottiene,  con  un  calcolo  facile, 

|/,r«-}-2a;  — l  +  log(jc  +  1  +  K-r*  +  2x  —  1  )  — 2arctg(j.-  +  Kx»  +  2x  —  1  )  -f  C 

come  valore  dell'integrale.  Più  rapidamente  si  giunge  al  risultato  scindendo  l'in- 
tegrale proposto  in 

P    (x  +  l)dx  r  dx  r  dx 

J  Vx"  +  2x  —  1      J  Vx^  4.  2x  —  1      J  X  |/x»  +  2x  —  1  ' 

(mI  osservando  che  • 

1 
/»               d  — 
P            dx                             I                     X                       _±_               -^  —  1 
/  —  ^^^^    I    =  dt  aro  sen zz  -H  ^ 


V^-h^) 


|/2 


dove  {cfr,  g  82(5 ,  ai  bisogna  prendere  i  segni  superiori  o  i  segni  inferiori  sei^oudo 
che  X  è  positivo  o  negativo.  La  prima  forma  è  preferibile  appunto  perchè  non  vi 
ò  ambiguità  nei  segni.  Del  resto  l'equivalenza  delle  due  forme  risulta  dall'  identità 


are  sen 


— — :^2arctg(x4-Ka;*+2x  — i)--  (1  d:  2) -j   . 


y\y- dx 
Kx*-1— ; 


h)  In  modo  analogo  si  calcola    /  yx*  —  1  — ;  ma  questo  si  può  anche  con- 


siderare come  V  integrale  d*  un  dilferenziale  binomio ,  per  cui  si  ha  |>  ==  —  1 , 

j)  +  l 
m  =  2,7  =  Yj'  Ora,  essendo =0,  è  soddisfatta  la  prima  condizione  d'in- 

tegrabilità  (come  sempre  avviene  quando  ^;  =  -^l,  qualunque  sia  m^O),  e  i>erò 
si  ò  condotti  a  porre  ./;"  —  1  =  /*:  quindi 

/\/   ,         dx        r  t'dt  ,  ,/- ^  1 


—  401 

dx 
e)  Se  si  vuol  calcolare  l' integrale  di  .  ,  considerando  questo  co- 

x»l/x— 1 

me  un  differenziale  binomio,  si  osservi  prima  che  p  =  —  U,m=l,7=  —  7i* 

Soddisfatta  la  prima  condizione  d' integrabilità  (come  sempre  accade  per  m=zii  1, 

quando  p  è  intero) ,  basta  porre  x  —  l  =  t*  per  rendere  razionale  il  differenziale, 

e  trovare,  con  una  facile  integrazione, 

f-  —- =  '/,arcco8  -1-  +  Ì5^±l  V^^^ì.  4-  e  . 

x^dx 
d)  Neir  integrale  di     si  ha  j)  =  4  ,  m  =  2  ,  5  =  —  /, ,  ed 

(1  _  x«)  |/l  —  X» 

J>+1 
è  soddisfatta  la  seconda  condizione  d* integrabilità,  giacché 1-  fy=  1.  Biso- 

gna  dunque  porre  x~*  —  1  =  ^-*,  cioè 

t  dt 

,     dx= 


ma,  nel  caso  attuale,  si  giunge  più.  rapidamente  al  risultato  eseguendo  prima  una 
integrazione  per  parti  : 

/•     x^dx  r  ,  -1  x'  r    x^dx 
=  /  x'(/(l  —  x«)     '=                  -3/ 
,    (1-xV*     •/                                   J/l—x'        ^  J/l— x' 

3x— x*» 
= zuzzz  —  /jarcsenx  -f  C  . 

2K1— X» 
Ciò  equivale  ad  applicare  la  formola  (4). 


Yl+Vx 
e)  Per  l' integrale  di dx  si  ha  p  =  —  *l^jm=  ^j^  ^q=^l^\  e 

I  X 

poiché  =  2 ,  è  soddisfatta  la  prima  con  lizione  d' integrabilità.  Si  è  dunque 

m 


sicuri  di  giungere  al  risultato  assumendo  come  variabile  ^=1  -|-  r  x.  Cosi  Tinte- 
graie  proposto  si  trasforma  in 

4/(/  -  \)t^^di  =  %{4.i  -  7)e*^«  +  C  ; 


quindi 


ìxA-Vx  .-    ^-     jy — ^ 

31 dx  =  »/,(4Kx  +  J/x  — 8)r  l  +  J/x  +  C  . 

Yx 

C   x^dx 
/)  Dato  a  calcolare   |  — — — — —  si  cominci  dall' osservare  che,  essendo 

p  +  1       n+l  1>+1    ,  w 


—  402  — 

la  riduzione  ad  integrale  di  funzione  razionale  è  possibile  solo  quando  n  è  intera     J 
Secondo  che  n  è  dispari  o  pari  j  V  integrale  è  riducibile  ad  una  delle  seguenti 
forme 

ponendo  (rispettivamente)  x=  J/l  —  t*  o  x=stjyi  -{-  t*.  Del  resto  T  integra- 
zione per  parti  dà  la  formola 

=—  —  V\  —  x*H /  -  , 

che  permett'e  di  ridurre  l'integrale  proposto,  secondo  che  n  è  dispari  o  pari ,  ad 
uno  degli  integrali 

r      xdx  ,/-—     -     .  p      dx 

I =—  Kl  —  jM-  ^'     »      / — =arc8enj4-C  . 

Se  si  estende  V  integrazione  da  0  ad  1  si  ricade  su  risultati  già  noti  (§  B28 ,  g) , 
come  facilmente  si  riconosce  mediante  la  sostituzione  .r  =  senO. 
y)  Se  si  vuol  calcolare  1*  integrale  * 

J  (y  X* + !/?"+  x«  ^-  }^x^ — y  x'^'+ic^  )  dx , 

basta  osservare  che  il  coefficiente  di  dx  è,  in  virtù  **  della  formola  di  Tarta- 
glia ,  radice  dell'  equazione   y'  +  3  ry  —  2x'  =  0  ,   per  essere  subito  condotti , 

ricorianio  T  osservazione  fatta  in  fine  del  §  351,  ad  eseguire  la   sostituzione 

r{l  +  t*)t^dt 
x  =  3^/(2  —  r),    che  trasforma  V  integrale  dato  in    18  l   j-j-  ;  poi,  per 

2  —  r'*  =  3e,  in 

/'e  — 1  1  —  26  x' 

Intanto  si  ha  .ry»  —  2y*  =  2x*  —  3.r*f/  —  2y*  =  (x*  —  2y) (2x«  +  y).  Dunque  l' in- 
tegrale proposto  vale 

x'[yx^  +  Vx'+'x'+  ^x»-|/ir4^)— 2x* 

. -  -|-  C  . 

|/x'4-|/x»'HP^-f  ^x»_J/x»-f  x«  +  2x« 

Il  calcolo  precedente  si  può  leggermente  abbreviare  osservando  ohe  xdy  —  ydx 
vale  x'ffó  ,  d'onde  segue 

/ycfx  =  /x(^/  -  fx^lt  =  xy  -  Sydx  —  /x«rf<  =  V,(xy  -  /xV/) 

*  Hermite,  Cùurt  d'Analjfte,  p  24^. 
«♦  Analisi  algebrica,  p.  43$. 


—  403  — 


355.  Rarissimi  sono  i  casi  dMiitegrabilità  (niediaute  ì  soliti  simboli 
funzionali)  dei  differenziali  trascendiMiti;  «  nei  casi  più  semplici  si  ricorre 
a  particolari  artificii  piuttosto  che  a  regole  [generali.  Sono  tuttavia  da  no- 
tare i  seguenti:  se  /'  è  simlx)lo  di  l'unzione  razir)nale,  si  possono  sempre 
calcolare  gli  integrali 

assumendo  come  nuova  variabile  d'integrazione,  in  ciascun  caso,  t  =  e*, 
/  =  tga? ,  /  =  tg  -^  .  Cosi  si  ottiene 

ed  i  secondi  membri  si  calcolano  facilmente  come  integrali  di  difl'eren- 
ziali  razionali.  Le  medesinte  sostituzioni  sono  spesso  utili  anche  quando/* 
non  è  simbolo  di  funzione  razionale. 

dx 
35C,  Esercilii:  a)  J^Mntegrale  di si  calcola  subito  mercè  la  sostitu- 

zione  /  =  «*: 

/•    dr  r  dt 

d,c  X 

h)  Per  calcolare  1  integrale  di basta  prendere  /  =  tg  —  come 

a-\-bcQiAx  2 

nuova  variabile  d*  integrazione.  Sì  ottiene,  secondo  che  a}  è  maggiore  o  minore 
di  h^,  

/•       dx ___^         2  /./a  — 6        x\ 

1         ,      I  6  +  acosx  +  K6* — a'senx  I    . 

=  di  —    log  I !  +  C  , 

|/6«__a*         1  a-t-6cosx  | 

dove  rb  sta  per  8gn(a-|-2').  Dall*  una  ali*  altra  forma  si  passa  agevolmente  me- 
diante le  note  (§  826,  d)  relazioni  fra  ì  simboli  arctg  e  log, 

r.)  Similmente  si  riduce  subito  il  calcolo  di    ìts^xdx  a  quello  di    / 

mediante  la  sostituzione  /==tgx;  ma  si  può  anche,  quando  n  è  un  numero  in- 
tero positivo,  procedere  con  successive  applicazioni  della  seguente  formola: 


J   Vcos': 


-w-l. 


-404- 

in  tal  modo  si  finisce  per  cadere ,  secondo  che  n  è  dìspari  o  pari ,  sopra  uno  dei 
seguenti  integrali: 

Jtgxdx=z  —  log  |cosx  I  4"  C     ,     jdx  =  X'\'C, 

Il  medesimo  procedimento  può  servire  quando  n  è  negativo:  ma  in  questo  caso  è 
preferibile  osservare  che 

/'dx          p                         cot**-*»        p  , 
:=  J  cot"a5  dr  = J  cot"~'jc  dx  ;  ecc. 
tg-x       ''                            n  -  1        ^ 

dx 

d)  Per  calcolare  l'integrale  di  — si  ponga  tgj;  =  <*.  L'integrale  pro- 

|/tgx 

/•    dt 
,  già  calcolato  (§  346,  e);  quindi  si 
1  -|-  < 

ottiene 

/  — =  — ^  log    senx  -|-  coso;  -\-  Y ìaqu2x    -| zr  arcsen(8ena5  —  cosx)  -|-  C 

./  |/tgx         J/2  '         V2 

e)  Spesso  negli  integrali  della  terza  forma,  indicata  nel  §  855 ,  si  può  evi- 

X 

tare  la  sostituzione  <  =  tg —   mediante  l'integrazione  per  parti,  accompagnata 

da  opportuni  artifìcii,  fra  i  quali  è  da  notare  {cfr,  §  324,  d)  la  moltiplicazione  del 
differenziale  per  sen'x  -|-  cos'x  =  1.  Per  esempio  si  può  calcolare 


/'  dx  cotx  /     1       1^      3      \        j 

sen'x  ~  T"  Vsèn'x  "^  2 sena;/  "^  '•  ^^ 


X 

tg  — 
^  2 


+  c 


facendo  uso  della  suddetta  sostituzione  ;  ma  è  più  conveniente  ridurre  V  integrale 
ail  uno  dei  seguenti  {cfr.  §  324 ,  a) 

y*  dx                                          r  dx  I        x  I 
^^^  =  -cota:  +  C     ,      / =  log    tg-    +C, 
sen'o;                                      J  senx              |        *   | 

/'  dx 
,  con  n  in- 
sen"x 

tero  e  positivo.  Infatti  si  ha 

/•  dx           Psen^x  -f  cos*x              P    dx                ^        C                1 
=1 dx=  I I  cosxd r-  ; 
sen**x     J           sen**a5                  ^  sen**"'»       n  —  IJ             sen*-'x 

quindi ,  integrando  per  parti , 


/'  dx    _w  —  2   P    dx  1 

sen**x       n  —  l^J  sen*'"'^       n  —  1 


sen"""» 


In  modo  analogo  si  calcola 


/>  dx 
cos**x 


x 
f)  La  sostituzione  <  =  tg  —  dà 


«/   Kaenx  ^  K<(I  +  <*) 


J 


•  * 


—  406  — 

Ci  troviamo  dunque  in  pre^nza  d'un  integrale  ellittico,  che  sì  può  anche  consi- 
derare come  V  integrale  d*  un  differenziale  binomio ,  per  cui  è 

in  111  ' 

Pertanto  (§§  849 ,  852)  è  vano  sperare  che  si  possa  giungere,  per  qualsiaui  via,  a  l 

É^     àx 

esprimere   I  — z=r  in  forma  algebrico-logaritmica. 

%/    Ksenx 

g)  Nemmeno  occorrono  sostituzioni  per  calcolare  integrali  come  ^A&n^xdx, 
fco»^xdx ,  ecc.  La  trigonometria  (c/r.  §  326 ,  o)  fornisce  le  relazioni 

sen'x  =  '/4  8en  x  —  7v  ®®^  ^*     »     cos*x  =  7^  cos  ix  -[-  Vi  ^^^  ^x  -f-  '/^  , 
dalle  quali  segue  subito 

fsen^xdx='-^l^co9X'\-^l^^coHiix-\-C  ,  /cos*xrfa:=7j,9en4a:-{- 74«en2-«  +  '/R^+ C  . 

Similmente,  dato  a  calcolare  T  integrale  di  8on^j3co8*j*//jc,  si  comincerà  dallo  sta- 
bilire le  due  formole  trigonometriche  preoe.lenti,  per  do  lume,  mediante  moltipli- 
cazione (cfr.  §  324 ,  rf), 

32sen'xcos*^  =  */j(3sena;  -|-  8sen3j(;  —  sen5x  —  sen7a:)  : 
poi,  integrando, 

/sen'xcos^xdr  =  —  ( —  3 coso;  —  cosSjc  -{-  Y,cos5j  -f-  ^l.coslx)  -f  C  . 

In  modo  analogo  si  calcola  qualunque  integrale  del  tipo  J*sen"*x cos'ex cir;  ma  si 
può  anche  adoperare  una  formola  di  riduzione,  che  si  ottiene  mediante  l' integra- 
zione per  parti  : 

(m  _j-  n)/8en"'xoo8"x(ix  =  sen"'"***xco8*~*x  +  (••  —  l)/sen***xco8**~'*jcrfx  ;  ecc. 

h)  Basta  talvolta  la  sola  integrazione  per  parti  per  fare  scomparire  certe 
trascendenti  sotto  il  segno  d* integrazione.  Cosi,  per  qualunque  coppia  di  funzioni 
razionali  f  e  g,  si  ha 

///'(x)log/a)fix  =  </(x)log/(x)  —  /  '-—g{x)dx  , 

e  l'ultimo  integrale  è  sempre  esprimibile  per  mezzo  dei  soliti  simboli  funzionali. 
Per  esempio  {cfr,  §  846 ,  h) 

P  x^dx 
J'^log(a;'  -  l)rfx=  V,x*log(x'  -  1)  -  2  / -^— ^ 

s=  (x»  —  l)log|/x'  — 1  4-  (x«  -f  l)log  k'x»  +  I  _  x'  -j-  C  . 
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a57.  Integrali  eUittioi.  L' integrale  ellittico  completo  (§  349)  di 
innma  specie,  F(A),  è  facìlmeute  calcolabile  per  serie,  giacché  (§  91,  e) 
si  ha 

quindi,  richiamando  la  formola  (15)  del  §328, 


p,,=||..(i.)-+(i^«.)V(-^.)+...i. 


(5Ì 


Facile  è  lo  studio  del  modo  di  variare  di  V{k)  quando  h  va  da  0  ad  1.  Evi- 
dentemente F(k)  cresce  sempre,  da  F(0)=7i'^  fino  ad 


F(l)  =  lim      f-^^lim   log^"^^,V^  =  x  . 
9  =  t/,ir./  CO89      ^=1/^^       1  — tgVi^P 


A  destra  di  k  =  0  la  funzione  ci^esce  lentamente,  giac- 
c!iè  la  sua  linea  rappresentativa  si  comporta  come  la 
parabola  y=  7»^^'  ^  destra  del  vertice;  ma  finisce  poi 
per  crescere  i*apidamente ,  tanto  che  la  detta  linea  di- 
venta assintotica  alla  retta  h=ì.  Per  vedere  come  si 
*  l  comporta  la  funzione  in  vicinanza  di  questo  valore  di  A, 
osserviamo  che  il  coefficiente  di  k^**  nello  sviluppo  di  V(k)  è  assintotioo 
(§  96,  e)  ad  l/2n,  d'onde  segue  (§98)  che,  a  sinistra  del  valore  /t  =  l, 
tende  ad  esser  vera  T  eguaglianza  f.    a 

T(k)  =  log  -zzL:^  .       ^^  ^A9) ^-        (6) 


358.  Similmente  si  calcola  l'integrale  ellittico  completo  E{k)  di  se- 
conda specie,  scrivendo 

*/,ir 

E(fc)=y  (l---Ì-t«9en*9--^-fc*sen*9-^^  -  •••)^?  , 

0 

ed  integrando  termine  a  termine: 


.<,.|j,_(i.y_|(H.y_i(i^.)-_...j. 


O 


Quando  h  cresce  da  0  ad  1,  questa  fuazione,  decrescendo  sempre,  vada 
*/,«  fiuo  ad 


E(I) 


=  /  C08  9  (/9  ss=  1    . 
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V  destra  di  ft  =  0  la  sua  linea  rappresentativa  si  comporta  come  la  pa- 
rabola u=  —  V*^^'>  mentre  per  h  =  l  essa  tocca  la  retta  fi  =  l.  Per 
conviocersi  di  ciò  basta  calcolare  la  derivata 

irl/l     \'       2  /1.3     \'  .    3  /1.3.5    A*  .         / 
ed  osservare  che 

d'onde  segue  \ìmE\k)  =  ^y:.  Per  sapere  poi,  con  maggior  precisione, 

come  si  comporta  E{k)  a  sinistra  dell'unità,  si  noti  che,  per  /;  tendente 
ad   1 ,  il  teorema  di  l'Hospital  dà 

Imi ==  '  j  lim  -   — ■     =  —  /|lu» =  /, . 

(1  -  it«)log  yi^k*  log  Vl  —  k'  log  K  1  —  k*' 

Dunque,  assintoticamente, 

Y.{k)  =  1  +  i- '^--  log  --^-  .  (B) 

359.  Le  formole  (5)  e  (7),  molto  utili  per  calcolai'e  i  valori  di  F  e  di  E, 
corrispondenti  a  valori  piccolissimi  di  A,  sono  inservibili  quando  h  non 
è  abbastanza  piccolo,  perchè  le  serie  (5)  e  (7)  convergono  lentamente.  Se  k 
è  vicinissimo  ad  1,  le  formole  assintotiche  (G)  ed  (8)  servono  soltanto  a 
mostrai*e  l'andamento  generale  di  F  e  di  E;  ma  per  calcolare  i  valori  di 
queste  funzioni  bisogna  rendere  più  complete  le  formole  stesse,  in  modo 
da  poter  contare  sopra  una  su/Ilciente  approssimazione.  Noi  qui  vogliamo 
limitarci  a  far  vedere  come  il  calcolo  degli  integrali  F  ed  E  si  possa  sem- 
pre ridurre  al  calcolo  di  analoghi  integrali,  corrispondenti  a  calori  del 
ììicHiulo^  piccoli  quanto  si  vuole.  Questo  scopo  si  raggiunge  mercè  la  sosti- 
tuzione di  Landen 

(1  4  |i)8«n4; 

8en(p  =  -— j     ,  (t») 

1  -|-  pL9en'4' 

in  cui  la  costante  [x  (compresa  fra  0  ed  1)  è  definita  dall'eguaglianza 
H  = — .  Un  calcolo  facile  dà 

1/ ,, — ■-       1  —  Iji8en*4'  VI  —  u'sen'd' 

V  \  —  Xrsen'o  =  -  -  -  -i       ,     coso  = ; — -  cosd;  ; 

quindi  dalla  (0)  si  trae,  differenziando,  ^-- >'___..      .        -" 


dup<)  averti  osservato  che,  quaudo  4'  va  d:t  (l  ;id  '/i^-  orescoildo  sdmpra, 
altrettanto  In  la  variabile  primitiva  9.  Un  calcolo  aiinlugo,  che  [>3i'  bn- 
vita  omettiamo,  conduce  all'altra  importante  formoUi 


E(t)  = 


'  +  I* 


E(|i)-(l-ii)F((i>  . 


(II) 


K  chiaro  che  le  due  formole  precedenti  sussistuao  anche  ijuandu  gli  ìnt«- 
grali^QO  completi;  ma  le  amplitudini  <f  e  ^  hanno  allora  valori  diire- 
renti,  vincolati  dalla  (9).  La  (11)  porta  in  luce  questo  notevole  Tatto:  ogni 
Integrale  elUllico  di  prima  specie  ai  può  esprimere  medinnle  due  fnle- 
ffrali  ellittici  di  seconda  specie. 

3IÌO.  Toruiamo  agli  integrali  completi,  e  l'accìamu  vedere  come  si  pòs- 
sa utilizzare  la  (10)  per  calcolare  F(ft).  anche  <iuand(i  h  è  TÌcìnìssimoai 
I  1.  Parteiicki  da  /;  si  (^istruisca  ima  succes.sioEie  di  numeri,  tuli  cha 

_  2Kt7 


1  +  * 

l+k 

generale  bisognerà 

pretidare 

t     - 

1  -  IT 

""*■"'  , 

i+y- 


i-!-(i-U 


I  numeri  A„,  positivi  e  decrescenti  al  crescere  di  n,  tendono  duiuioe  ad 

l'.iin  limite  ;  <  1.  Questo  limile  deve  soddislare  all'equazione  /^ ,  li. 

■  quale,  sbarazzata  dalla  radice  1^0,  edall'altra,  inammissibile.  /=l. 
■«riduce  a  a  +  KJ+i^O,  priva  di  radici  i-eali.  Dunque  ;  =  0.  Oral'jufe 
T  plicazione  ripetuta  della  formola  (10)  da  ^H 

r(i)=(i .f  i,}(i  +  t,)(i  +  i^. ..(1  +  tjF(tj  , 

tdove  A,  è  piccolo  fiuanto  si  vuole;  e  cos\,  per  n  sullicieatemente  grande, 
F-8i  può  calcolare  prima  F(A„)  mediante  la  (5),  poi  F(ft).  Crescendo  «  al- 
f  l'influitosi  ha  limF(ftJ=:F(0)^ '/,tv,  e  conseguentemente 

F(fr)  =  ■/,«(!  +  t,)(l  +  *,)  (1  +  t.)  ■  ■  ■  ■ 

Costruita  una  tavola  di  valori  di  F,  la  formola  (11)  permette  di  calctrfvt 
analogamente  i  valori  di  E.  SifTatte  tavole,  utilissime  nelle  a|ipIicazìoiili 
30no  state  costruite  da  Legendi-e  (auche  per  gli  integrali  non  completi),  < 
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«licousi  (avole  ellittiche  *.  Qui  ci  limitiamo  a  ricavarne  alcuni  valori: 

F(|^)=l,«n...  ,  f(Ì-)  =  1,685...  ,  F(-p)=  1,864...  ,  f(^)  =  2,156...  , 
e(Ì)=1,626...  ,  e(Ì)=1,.167...  ,  E(pr_)=  1,350...  ,  e(-^)  =  1,211...  . 

361.  Esercizii:  a)  Per  l' integrale  eli ,  già  trattato  (§856,/)  me- 

r  senx 


diante  la  sostituzione  tg  --  ==/,  ò  preferibile  la  sostituzione  più  semplice  sen  x* 

=  t,  dalla  quale  si  è  poi  condotti,  mercè  la  sostituzione  ^=cos'9  (iniicata  dalle 
considerazioni  del  §  850),  all'espressione  normale  dell'integrale  proposto: 

J  Kl  +  cos*9  J  Kl  — V,sen»9 

In  particolare 

/'_ÌL_  =  |/ÌFf— U  2,622...  . 


r      dx  r     x*dx 

.\nalogainente  si  calcolano  gli  integrali   I  — e    1  — ^^nz^zr  po 

J  Vl—x'      J  J/l-x»    > 


nendo  a:  =  0089.  Cosi  essi  si  trasibrmano  rispettivamente  in 


\/2J   l'^l  — 7,sen»9  1^2 J    |/l  — V,sen*9  J 

In  particolare 

'i-IT»     |/2   V2/  ./l/i":r^'         V2   Va/  V2/ 

0 

y^      dx  r      dx 

■  "  ,    1  —  * 

^^l+a;»    ./  Vì+x' 

La  sostituzione  x  =  —  1  -{-  l-  8  tg*  —  ,  applicata  al  primo,  dà 

p     dx 1_     /•   d9 

Al  secondo  bisogna  invece  applicare,  in  virtìi  delle  cose  dette  in  fine  del  §  850,  la 
sostituzione 

tg9  -  (l  +  V2) 


X 


tg9  + (1+1/2) 


*  I<eg«ndr«,  Trcùté  det  fonetion*  elli^tiquet,  t.  II. 
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Cosi  l' integrale  proposto  sì  trasforma  in 

(2  4- 1/2)^9 


^sen*9  +  6(3  +  2  K2)sen«9cos«9  +  (s  +  2  V^/cos^^ 
L*  espressione  sottoposta  al  radicale  risulta  dalla  moltiplicazione  di 

sen«9  +  (3  +  2  J^2  )*cos«9  =  (3  +  2  ^2  )*  (  1 sen'^pì 

per  sen*9  +  cos*9  =  1.  Dunque 

dx  n  (2  —  l^2)d9 


/ì 


r (2 


|/l  +  **         /    ,/  4|/2 


-  sen'9 


8  +  2^/2 

Se  poi  sì  osserva  che 

,,  41^2  .^  I-J/ITTF  1 

per         A:'  = —         si  ha         pi  = =  —  —    » 

3  +  2K2  l+J/l_ik«         1/2 

sì  ottiene,  applicando  la  formola  (10) , 

<\\/\^'     «Jyi^^v    V     1/2/  \i+j/2/     2    Vj/2/ 

y*   sen'9(29 
—  ~ ,    che  richiama  alla  mente 

0  Kl—  ifcoos9 

un  altro  già  calcolato  (§  826,  t),  si  cominci  dall* applicare  P integrazione  per  parti: 

/'    sen'9(to            2    /*           ,. 2   C\J 
—  =  —  l8en9dj/^l  —  X;cos9= —  I  K  1  —  il^ 0089.0089^9 
,kl-ikoos9        M                                               ^t/ 

2    /^  Aj  —  C0S9                   /^    sen'9d9             2     /*  ik  —  COS9 
=  —  /  —  09  —  2  1  —  —  =  —  I  — dm  , 

*^  Kl  — A;cos9  ^\  |/l  — ^•oo99       ^^«{  Vi  — ikco89 

L' ultimo  integrale,  se  vi  sì  cfunbia  9  in  ir  —  29,  diventa 

r  ifc  +  co929  2    A/ 2  .    r  dm 

2/_^ Lcto=-/|/l+fccos2(p(f(p  =  ^-pa^A:«ì/~ gg ^ 

^Kl  +  A:cos29  ^^^  *  •'o  *^l  +  ik 00889 

ossìa,  scrivendo  1  +  A:  —  2A; sen'9  per  1  +  A;cos29, 


t>uuque 

e)  Un  integrale  ellittico  può  pur  presentarsi  con  un  modulo  fc  >  1  ;  ma  è 
sempre  possibile  ridurlo  ad  un  modulo  compreso  fra  0  ed  1.  Si  considerino,  per 
esempio,  gli  integrali 

/■/,       J.       ,■     '      /j/l-A''sen*9d9  , 

nei  quali  il  limite  superiore  non  può  raggiungere  il  valore  Vt^»  ™^  P"^  andare 
fino  ad  un  valore  massimo  a,  definito  dall' eguaglianza  sena  =  l/^-.  Quando  9 
vada  0  ad  a,  la  variabile  (p,  vincolata  a  9  dalla  relazione  sen4'=^*^en9,  cre- 
sce da  0  ad  7i^7  ®  poiché 

^9  d^ 

Kl  — A;*sen"*9        Vk*  —  sen*4;  ' 
si  ha 

Per  esempio 

/^         -=1,311...     ,      IVl—  2sen*9  ^9  =  0,699...  . 
.  1^1  — 2sen«o  ^/^ 


sen'9 


f)  Per  un  pendolo  semplice,  di  lunghezza  Z,  si  dimostra  in  Meccanica  che 
la  durata  di  un* oscillazione  completa,  di  ampiezza  2a,  è  misurata  dall'integrale 


-^'f/i 


K  CCS  6  —  cosa  J?v  '  y  //^-t^/^  • 

in  cui  ff  è  r  accelerazione  della  gravità  nel  posto  di  osservazione.  Questa  impor-    '    I  J 
tante  formola  serve  appunto  a  calcolare  g  in  ciascun  luogo  della  superficie  terre- 
stre y  e  per  conseguenza  a  far  conoscere ,  mediante  un  gran  numero  di  osservazio- 
ni, la  forma  della  superficie  stessa.  Posto  k  =  sen^^a,  e  son  Y^O  =  A;sen9,  si  ha 

(a  6  \ 

sen' sen*  —  i  =  2^•*co8*o  ; 
2  2  /  ^  ' 

poi,  osservando  che,  quando  6  varia  da  0  ad  a,  9  va  sempre  crescendo  da  0 
ad  7t«» 

I /T  i/T/         1  a        9  a         25  a  \ 

T  =  2|/  — P(ib)=irl/  — (l  +  --8en*-=--f  —  sen*-H 8en«--  +  ..-|  . 

y     9  V     q  \    ^  4  2  ^  04  2  ~  266  2  ^        / 


Se  a  è  piccolissimo  si  può  ridurre  T  al  solo  primo  termine,  indipendente  da  ài,  è 
si  viene  in  tal  modo  a  dimostrare  l'isocronismo  delle  piccolo  oscillazioni.  Por 
avere  ima  maggioro  approssimazione  basta  prenlore  un  termine  di  più,  nello  svi- 
luppo di  T,  o  pure,  applicando  la  formola  (10),  dopo  avere  osservato  che  nel  caso 

et 
attuale  è  [i  =  tg'  — ,  si  può  scrivere 

4 


cos   


g)  Un  altro  notevole  integrale,  che  si  presenta  nello  stulio  dei  vortici,  è 


-         ab    P  cos  6  (.6 

H>  =  —  1 —  -  -  -    - 


-4-6'_|.c*  — 2a6co8  6 

Cominciamo  dal  ridurre  alla  sola  metà  inferiore  l'intervallo  d*  integrazione,  osser- 
vando che  la  parte  dell'integrale,  riferentesi  alla  metà  superiore,  si  trasforma  nol- 
r  a  tra  mercè  il  cambiamento  di  6  in  27r  —  6.  Si  può  inoltre  supporre  a/y  >  0  . 
perchè,  se  fosso  a6<^0,  basterebbe  cambiare  6  in  ir  —  6  per  essere  riconrlotti 
al'a  prima  ipotesi.  D'altra  parte  si  noti  che  si  ha 

a«4-6»  +  c«  — 2aòcosO  =  (a  +  6)»  +  c-  — 4a6cos*-^  =  '^(l  — ifc'cos*— )  , 

Z         k    \  2  / 

ponendo 

Per  conseguenza,  ss  si  prende  come  variabile  A'  integrazione  9  =  Vi(*f  —  8)  »  s" 
ottiene 

quindi,  scrivendo  1  —  2sen'9  al  posto  di  cos £9, 

--J::*  =  ^F(A-)  +  t1eW-F(A){.  '     (12) 

Vab  '•  ' 

Le  formole  (6)  e  (7)  conducono  poi  all'  espressione  di  ♦  mediante  una  serie ,  che 
procede  secondo  le  potenze  ascendenti  di  k  : 


«1»=-^ —  a-' 


16  (^•'+'/;ì-'+---)- 

Ad  un'espressione  più  semplice  si  giunge  passando  dal  modulo  h  al  modulo 

_  1  — |/i-A'  __  ^V4-T)»+ 7»  —  Via  —  hy  +  c« - 


■  .    '..  r  «i^r*.  ■ 
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mercè  le  formolo  (10)  ed  (11).  Infatti,  se  si  oaserva  che 


fùW,=-i^   ■   ■W.  +  ,..-f=K^-(l'.-+^)=-^. 


la  (12)  si  trasforma  in 


-r^*  =  -|ir}EfpL)-.F(pL)(  .  (13) 


In  altri  termini  1"  integrale  proposto  si  trova  così  ri  lotto  alla  t'orma  tipica  (§  349) 
ti'  un  integralo  ellittico  di  seconda  specie: 


^  ^(1^1  —  UL*sen»< 


9 
Svolgendo  in  serio  il  secondo  membro  di  (13)  si  ottiene 

♦ = V,  v'm'' (i*  -^  I  »*'  +  s?  »*'+•••)  • 

Quando  le  è  piccolissimo,  questo  ììvì1uj)J)o  è  più  conveniente  di  quello  precedente- 
mente dedotto  dalla  (12);  ma  per  k  vicinissimo  ari  1  conviene  invece  applicare 
direttamente  alla  (12)  la  formola  assintotica  (6). 

h)  Con  un  calcolo  un  ])o'  lungo,  ma  clif*  non  offre  difficoltà  di  sorta  *,  sì 
giunge  al  risultato 


1 


/.^ 


C  logsenorfo  ,,  ,  , 

Itz==z==-  ■  V,F(A•)log^•  -  Vv^^VO  , 


dove  A*'  =|/l  —  ik*  ;  e  da  questo  poi  scaturiscono,  per  k  vicinissimo  ad  1 ,  le  Ibr- 
mole  alle  quali  si  è  accennato  in  principio  del  §  369^  Qui  ci  limitiamo  ad  osser- 
vare che,  se  il  secondo  membro  si  pone  sotto  la  l'orma  ^cZn*wt  ffìix4  i^J . 

-.V.|f(A)- V,«|logA-V,7r|F(A-')  +  logfcj  , 


'It^ 


e  91 


i  f a  tendere  il'  a  0,  si  ottiene,  ricordando  (g  322,  d)  che  f   log sen 9/^9    vale 
—  Yt^l^K^,  e  scambiando  poi  k  con  A', 

lim  \F{k)  +  logl^'i^p  I  =  iog4  . 

Questa  formola  non  solo  include  la  (6),  ma  permetto  di  apportare  in  questa  e 


*  SchldmUch,  loc  cit.,  p.  37.  Vedi  anche  il  DulleUn  de  Darboux,  1897,  p.  109. 


bella  (8)  una  leggiera  correzione,  col  porre  la  differenza  fra  il  primo  ed  il  seconao 
membro  della  (6)  uguale,  non  a  zero,  ma  a  log 4: 

F(fc)  =  log— ^     ,     E(t)=lH-^-^*log        * 


%)  Per  dare  ai  lettori  un  saggio  delle  diffìcili  questioni  che  si  possono  risol- 
vere mediante  gli  integrali  ellittici ,  vogliamo  qui  segnalare  due  interessanti  for- 
molo per  trarne  alcune  conseguenze.  Quando  A:  va  da  0  ad  1,  gli  integrali  F(Jl') 
ed  F(fc')  variano  in  modo  che  il  rapporto  del^^econd^,g}/^rim^va  da  0  all' infini- 
to, crescendo  sempre;  e  per  conseguenza,  dato  un  numero  qualunque  x  fra  0  ed 
1,  esisterà  sempre  un  valore  di  ^,  ed  uno  solo,  per  il  quale  si  avrà 

Orbene  si  dimostra  che 

1  4-  2x  +  2aj*  +  2x»  +  2x'«  +...==  l/  — F(ik)  , 

dove  Jk  è  la  funzione  di  x ,  definita  dalla  precedente  uguaglianza.  In  particolare, 
quando  x  si  accosta  indefinitamente  ad  1,  si  tende  ad  avere  r(ii;)  =  ir'/21og— , 
e  però  la  somma  della  serie  tende  ad  assumere  la  forma  {c/r,  §  101 ,  e) 


ir 

,      ovvero 


log  — 

X 


Similmente  si  ha 


1  —  2x  -j-  2x*  —  2x»4-  2x" =  1/ Aik'F(ik)  , 

e  per  conseguenza  (cfr.  §  101 ,  d),  ricordando  la  (6), 


lim(£ 


V> 


Invece  per  k=lj  y^,  essendo  allora  anche  k'  =  1/K  2  ,  è  x  =  c~*  ;  quindi 
1  +  2c-*  +  2«"'*  +  2c-*'^  +  . . .  =  ^— F^-yr^  =  1,086...  ,  * 


v/' 


Vi 


Se  poi  si  vuol  fare  lo  scambio  di  k  con  le  ^  bisogna  ad  x  sostituire  un  altro  no- 
merò x\  vincolato  ad  x  dalla  relazione  log — log— 7  =  w';   e  siccome,  d'altr» 

X  X 

paste ,  si  ha 


(l  +  aa-f  2a;»  +  2a:'-f  ...)(log— j    =1/  — F(*)F()k')  , 


—  415  — 

si  vede  che  il  primo  membro  rimane  inalterato,  come  il  secondo ,  quando  ad  x  si 
sostituisce  x;  e  si  riesce  in  tal  modo  a  dimostrare  una  relazione  segnalata  prece- 
dentemente (§  101 ,  e).  Finalmente  si  noti  che ,  quando  si  passa  dal  modulo  k  a 

x=  — T—T  mediante  la  sostituzione  di  Landen,  questa  conduce  anche,  applicata 
1  -|-  k 

in  senso  inverso ,  da  k'  a  x  ==  J^l  —  x* ,  sicché ,  in  virtù  della  (10) , 

F(x)  =  (1  +  k)F{k)    ,     F(x')  =  7,(1  +  k)¥{k')  ; 
ed  il  valore  4  di  x ,  corrispondente  a  x ,  è  tale  che  si  ha 

_i        l._I(?0_£I(^_J_i    £ 

^  ir    ^^  4  ""  F(x)  ~  ¥  Y{k)  ~  2Ìr   ^^  X   ' 

cioè  4  =  1^35.  Dunque 

1  4-2^^4- 2K^+2K^H =  l/— (l  +  Jfc)F(ik)  , 

1  —  2  |/^-f  2  V^—  2  |/^+  • .  •  =  j/—  (1  —  k)Y(Jc)  . 
Cambiando  nuovamente  ik  in  x  si  ottiene 

i  +  2Ki  +  2|/:?"+2)/^+...  =  (i  +  K*)l/-r(jt) , 

r  .  ^ 
l~2k«  +  2Kx*— 2|/x»H =  (1-|/Ìk)l/— F(ifc)  , 


e  se  ne  deduce 


1  +  2x  +  2x*  4^2^» +T.T"  ~  '"^^^ 


D*  altra  parte 


1  —  2x  +  2x*  —  2x»  +  . . .  _  |.- 


1  4-  2x  +  2x*  4-  2x'  +  .  •  . 

Ora,  elevando  alla  quarta  potenza  e  sommando,  si  trova  V identità 

♦  .  4 4 

(2Ka^  +  2|/x*4-2|/x"  +  ...)*  +  (l-2xf  2x^-2x*  +  .-.)^ 

=  (l-f  2x4.2x*+2x»H y  , 

dalla  quale  è  poi  tacile  dedurre,  uguagliando  fra  loro  i  coefficienti  delle  medesime 
potenze  di  x  nei  due  membri,  il  seguente  teorema  di  aritmetica:  il  numero  dei 
modi  di  spetaarc  in  ^[uaUro  quadrati  un  irUero  dispari  è  otto  voUe  il  numero  dei  modi  di 
sjtetaare  il  quadruplo  del  medesimo  intero  nei  quadrati  di  quattro  interi  dispari  positivi. 


—  410  — 
362.  Integrali  euleriani.  Si  chiaiiiauo  così  gli  iutegiMlì 

1  "^ 

(I  0 

(lei  quali  il  primo  si  dice  di  prima  specie,  ed  è  una  funzione  delle  due  va- 
riabili positive  jj.  e  V,  funzione  evidentemente  simmetrica  (come  si  rico- 
nosce cambiando  X  in  1  —  x)\  ed  il  secondo,  funzione  dell' ?m/c*a  varia- 
bile positiva  |ji,  si  dice  di  seconda  specie.  Abbiamo  visto  (§322,  ?i)  che  il 
secondo  integrale  vale  r([i),  ed  ora  ritroveremo  questo  risultato  calcih 
landò  il  primo  integrale  nell'ipotesi  che  v  sia  intero  e  positivo.  Se  inoltre 
si  suppone  v>  1,  l'integrazione  per  parti  dà 

lx^\l  —  x)^-'dx=  ^-^  Cx^{l  —  xf-^dx 

o  n 

^^.JZl  ra^'\i  —  xf-*(Lv  -J^-—  /V-\l  —  xy-'dx  , 

0  0 

d'onde  si  trae 

/^i*- Vi  —  x)*-V:r  =    -  — —  Cx^Ul  —  xY-^dx  : 
pi  +  v-1./ 

0  o 

quindi,  applicando  successivamente  questa  formola  stessa, 

./        ^        '  |t+v-l    |i+v-2      pi+l./  v(iH.l)...(p.+v-l) 


0 


Ciò  premesso,  se  si  cambia  o-  in  ./-/v,  si  trova 


/;-(.-^f..= 


vlv"-' 


0 

e  per  conseguenza ,  facendo  crescere  v  oltre  ogni  limite,  e  ricordando  l^^ 
definizione  (§  13,  //)  della  funzione  P, 


/ 


x»^-*c-^cte==r([i) . 


Qui  si  noti  che  il  cambiamento  di  j)  in  7ia'  conduce  alla  formola 


(14) 


importante  per  le  sue  uumerose  applicazioui. 


--417  — 

363.  Ora  vogliamo  dimostrare  che  anche  gli  integrali  di  prima  specie 
o?w  espriiuibili  mediante  la  ftmzione  V.  La  sostituzion(5  a;=yl{\  +y)  dà 


*     -I 


/^M-.r.^=/^ 


dy 


1»+»  I 


il  al  secondo  membro  si  può  dar  la  forma  d' un  integrale  doi»pio  mercè 
applicazione  della  formola  (H),  dopo  avere,  in  questa,  cambiato  (i  iu 
+  V ,  ed  «  in  l-\-y: 

J  r(|i+v),/  ,/ 


ra,  in  virtù  della  stessa  (U),  si  ha 


fy^^'t'*''' 


^<iy  =  — ir  »  ^  ^'') 


j;' 


p«5r  cousegueiiza 


0 

hiiique 

r(|i+v) 


/.rl*-i(l_-.x)v-irfx  = 


(16) 


>opo  ciò  si  può  calcolare  qualunque  integrale  euleriano  facendo  uso  delle 
favole  (a  venti  decimali)  della  funzione  T,  costruite  da  Gauss  *. 

3(51.  La  formola  (10),  molto  utile  nelle  applicazioni,  si  presenta  spesso 
MU)  Ili  forma 


/ 


ftt-iA     JV-1A  ^A     ^  r(|i)r(v) 

2  r(|i+v) 


*iHii  quale  si  riduce  ponendo  ^•  =  sen*0.  In  particolare  per  pL  =  v,  ricor- 
icando che  r(7,)=kw,  sene  può  trarre  la  dimostrazione  della  formala 
'^^  Legeìidre  {§  06,  d).  Infatti 


\; 


l/« 


=.irF/-n-'e..e^^^/se„--e..e=5^..pJ^^ 


''i'  Vedi  anche  il  citato  Traiti  di  Legeodre,  t.  li. 


il8) 


—  US  — 
d*  onde 

t(i*-t-  /.;— 3„»-,  p^j^^  • 

Dopo  ciò  dalla  (17)  segue  anche,  per  qualunque  Y&ìore positiro  di  pi, 

./  ./  r(2w 

0  a 

e  si  trova  così  generalizzato  un  risultato  precedente  (§328,  g). 

365.  Eserdsii:  a)  L'integrale  di  tg'^.rdx  fra  0  ed  7t^  s^  pu<>  calcolare  me- 
diante la  (17)  ponendo  2p,  —  l  =  n,2v  —  1  =  —  n,  sicché,  essendo  fi  -|- v  =  1 
si  ha 

/ 8en*x co8--xrfx  =  7,r  (-T~) ^ ("^  j  ' 

0 

e  ])erò  ;  richiamando  (§  322 ,  t)  la  formo]  a 

rfpi)r(i  -  |i) = -^  ,  a») 

seiijiir 
si  ve<le  che,  per  \n\  <  1, 


/' 


tg*3rrfx=  — - —  .  (20) 

2cos  — 
2 


'/•^ 


In  particolare  f^±^  =  ^.  comesi  pu6  anche  dedurre  da  un  precedente. 

sercizio  (§  366,  d).  La  restrizione  |n |  <^  1  risulta,  oltreché  dai  limiti  di  validità 
della  formola  (17),  anche  da  osservazioni  precedenti  (§  318,  a),  giacché  tg'Ve  di- 
venta infinita  dell'ordine  |n|  per  x=  Y,iv  o  per  a;  =  0,  secondo  che  n  é  posi- . 
tivo  o  negativo,  e  però  si  può  affermare  a  priori  che  l'integrale  non  esiste  p6r 

dx  ,  1,1 

6)  Per  calcolare  l' integrale  di  -^ fra  0  ed  1,  si  cambii  x  in  t  . 

Vl^x"" 
L' integrale  diventa 

ir>-'(i-x)-^<i.=lrfi)r(i-i-). 

nj  n       \n  J     \  nj 


Ne  segue,  per  la  (IJ^), 

dx  ir 

«  K  1  —  35**       »  9©n  — 


/. 


kè  n  ^  1.  Del  resto  anche  l' integprale  indefinito  si  lascia  facilmente  caioolaré 
•mia  algebrico-logaritmica,  giacché  si  tratta  d*un  dìiferensiale  binomio,  sod- 
cente  (§  352)  alla  seconda  condizione  d*  integrabilità:  basta  prendere,  per  ri- 


)  a  forma  razionale,  x=  1/^1  -j"  ^*** 

dx 
e)  Dato  a  calcolare  1*  integrale  di  — ■  fra  0  ed  7i^>  **  P^^  applicare 

Ksenx 
rmola  (18),  che  dà  subito 

*/    yaenx  2j^2tt 

ragone  di  questo  risultato  con  quello  già  ottenuto  (§  361 ,  a)  conduce  alla 
te  espressùme  d'un  integrale  euleriaruì  mediante  un  integrcUe  ellittioo: 


r(V»)  =  2 1/ J/«  F  /-Ir)  =  3,626...  . 


o  poi  dalla  (19) 

rei,) = «Kà/rc/») = 1,225... . 

d)  Anche  all'integrale  di  — fra  0  e^l  1  hi  dà  facilmente  la  ormaf 

lana  di  prima  specie.  Basta  assumere  come  variabile  d*  integrazione  /  ==  x^ 
ttenere,  in  virtù  della  CIH), 


-."C-f') 


:e,  per  la  formola  di  Legenda*. 


titeiriplo 


Vi"/ 

tigone  dell'  ultimo  risultato  con  un  altro  precedente  (§  361,  b)  fornisco  la  .se- 
re relazione  fra  i  valori  di  F  e  di  E,  corrispondenti  al  modulo   l/J/2  : 

\)/2/        2      \\/òn    ,„/    1    \ 


(ài 


—  420  — 
e.)  Un  altro  integrale,  facilmente  riducibile  alla  funzione  P,  e 


0 


(1  -f-  A- 008  9)** 


Si  può  sempre  supporre  ^'^0,  perchè,  se  fosse  A<0,  basterebbe  cambiare  9 
in  ^  —  qp  per  essere  ricondotti  al  caso  di  k  >  0.  Inoltre  si  osservi  che  per  n  5^  0 
la  funzione  da  integrare  diventa  infinita  dell'ordine  1  —  n^  1  negli  estremi  del- 
l' intervallo  d'integrazione,  d'ondo  segue  (§  318,  a)  che  l'integrale  pw*  csiMert  solo 
per  n>0;  ed  effettivamente  esùU  quando  è  A-  <1,  perchè  nell'interno  del  detto 
intervallo  la  funzione  resta  finita  e  continua.  Non  esiste,  invece,  per  À=rl,  per- 
chè in  questa  ipotesi  la  funzione  diventa  infinita  dell'ordine  n-f- 1  >  1  nell'estre- 
mo superiore.  Se  poi  è  i"  >  1 ,  la  funzione  diventa  infinita  dell'ordine  n  per  9  =  0. 
essendo  cosa  =  —  I/A*.  Dunque  l'integrale  esiste  anche  per  A->  1,  purché  sia 
n  <  1.  Per  calcolarlo  nel  primo  caso  (0  ^  À*  <  1 .  n  >  0 )  basta  adoperare  la  sosti- 

0  I  /l  — ^•  9 
tuzione  tg  -~  =  1/  --^pr  tg  "^  »  notevole  per  1'  uso  che  se  ne  fa  in  varie  que- 
stioni concernenti  l' ellisse ,  specialmente  in  Astronomia.  A  tale  sostituzione  si  è 
condotti  nel  modo  più.  naturale  quando  dall'  anomalia  eccentrica  9 ,  che  definisce 
la  posizione  d' un  punto  sull'  ellisse,  si  vuol  passare  alle  coordinate  polari  (r  ,  6). 
neir  ipotesi  che  si  prenda  come  polo  uno  dei  fuochi ,  e  si  diriga  l'asse  polare  verso 
l'altro  fuoco.  Evidentemente  r  è  l'ipotenusa  d'  un  triangolo  rettangolo,  i  cui  lati 
sono  Ara -f- <*  ^08  9  ®  6sen9,  sicché 

r*  =  a«  I  (ik  -f  COS9)*  +  (1  —  A:')sen*9  (  =  «*(1  +  ^•0089)*  , 

cioè   r  =  a(l  +  A:go8  9);  quindi 

Vi — A:*.sen9  fc  +  co89 

8enO=  ; — ; ,        00^0  = 


14-Att>89  l-f-A:cos9  ' 

d' onde ,  differenziando  l' una  o  l' altra  eguaglianza , 


Vl^k\d9 

dO  = .     ossia     7-rfO  =s  0^9  . 

1  -f-  A:cos9 

Si  deduce  inoltre  dalle  medesime  uguaglianze 

6  sentì  Vi  —  A:'.sen9         i/l — k       9 

*^ "2  "^ r+^a "^ (1  +  A-)(i  +^s9) ~ V  r+jk^ ¥  • 

Ciò  premesso,  siccome  6  va  sempre  crescendo  da  0  a  w,  quando  9  varia  da  0 
a  w.  è  cliiaro  che  si  ha 

(l  -  k'^Y  I    (-^^1—)"  '— -i' =  rson"  -'0.d6  =  2  /len'-'O.rfO  . 

,/     \i-(-eco89/      l-f-kcoarf     J  J 


1 


—  421  — 

(Hsia,  per  la  (18) , 


3  = 


(1— ^«)*r(n) 


PaHaando  al  secondo  caso  (i*>  1  .  0  <n  <  1).  si  limiti  T  integrazione  all' inter- 
vallo (0  ,  a)  per  evitare  che  la  funzione  int-egranda  possa  diventare  immaginaria. 

Mercè  la  sostituzione  tg  —  =  1/   ] ^  7~  ?  osservando  che  6  va  sempre  ere- 

£  V        h    ■  I  ■  JL  ^ 

scendo  da  0  ad  */,ir  quando  9  varia  Ha  0  ad  a,  «i  ottiene,  con  un  calcolo  ana- 
logo al  precedente,  il  risultato 

r'sen-«9->  1  r^'\.  ...      ^(^)^^'^) 

j  (1 4-  i-cos<pr     a-t  -  \\^J 


(k^  _n  ^^•^  2|/ic(A-'—  1)  * 


/)  Ora,  con  un  procedimento  già  adoperato  (§  341 ,  rf)  in  un  caso  particola- 
re, proponiamoci  di  calcolare  gli  integrali 


« 


/cosj  /'sena; 


nei  quali  fi  rappresenta  un  numero  positivo,  interiore  ad  1  nel  primo  integrale, 
a  2  nel  secondo.  Che  gli  integrali  rwn  e^tistano  per  altri  valori  di  )&  risulta  (§318,  a^ 
dall'osservare  che  le  funzioni  integrande  diventano  infinite  dogli  ordini  [i  e  pi — 1, 
rispettivamente,  per  x  =  0.  Ciò  premesso,  si  trasformino  gli  integrali  proposti  , 
mediante  la  (15),  in  integrali  doppii: 


•         0» 


ipr  /   /y'*"'e-"'C08X(icrf.v     ,      -=;-■  I  j  y*-'e-^aenxdxd;, 


0       0  0       0 

Questi,  se  si  richiamano  i  valori 


y  r  1 

c~*ycosxda;  =  — ; — -     ,       1  c~-^-'sena;djc  = 

1  +  y'       J  1  + 


1  ' 


1  +  // 

u  u 

trovati  in  un  precedente  esercizio  (§  341,  ^j,  si  riducono  subito  agli  integrali 


1_   Cy^dy  _1__    Cy^^dy 


r(|i) 

Intanto,  ricordando  il  risultato  (20),  la  sostituzione  y  =  tg6  dà 

0  «  2co3 

2 


—  422  — 

DunqiH' 

/C08JC  TC  /*8enx  ir 


In  ])articolare 


366.  Dimostriamo,  per  Unire,  uu*  importante  formola,  che  permette  di 
calcolare  T{x)  con  grande  approssimazione  quando  x  è  molto  grande.  Si 
parta  dalla  definiìsione  (§  13,  //) 


-(^+-) 

r(x  +  i)=ll  — 


X 

t     IH — 

fi 


e  si  scriva,  prendendo  i  logaritmi  dei  due  membri. 


00 


logr(x)  =  —  logx  4- 2  I  iclog(n  +  1)  —  (x  —  l)logn  —  log(rB  +  «) }  • 

Si  facciano  sparire  i  logaritmi,  nel  secondo  membro,  mediante  la  formola 

110  u 

Si  trova  COSI,  con  un  calcolo  facile, 

logr(a:)  =  /   j  (-^  -  1)^"'  -  T~~e'^~  \ T   '  ^^' 

[m,  integrando  rispetto  ad  ce,  fra  x  ed  w  -\-ly  e  ricordando  (§^^22,  /)  la 
formola  di  Raabe , 

.logx-.+logl^^=/j(x-Ì--j-^W+^j^  . 

0 

Il  secondo  membro  si  può  spezzare  in 

/j(— .-^)«-+(l+IHIf+v./--.-)i . 


—  4?3  — 

DuQqu6 


0 

Ora  la  (21)  diventa 

0 

lutauto,  se  si  pi*eiìde  n=  1/(1  —  (r*)  nelle-uote  (§94,  e)  disuguagliauze 


si  trova 


1       _  _1        J^       «'  4-  «-*  —  2        « 

^  T^è-^  ~  T  ""  Y  "^       ui       "^  12  ' 


•  « 


e  |>er  conseguenza  si  può  scrivere 

J  V  —  e-'        t  2/  <         12J  12x   ' 

0  0 

rappresentando  con  6  un  numero  compreso  fra  0  ed  1.  Dunque 

logr(x)=  (.r  -  V,)]og.r  -  a:  +  logJ/2;;r  +  ~    • 

Passando  dai  logaritmi  ai  corrispondenti  numeri  si  trova  finalmente 

a 

rraj)=|/2irx'-*'«c  "*'*»'. 

Da  questa  formola  risulta,  in  particolare,  la  formola  di  Stirling  (§ 94,  e) 
supponendo  x  uguale  ad  un  numero  intero  n,  ed  osservando  che  r<!=r.r(r/) 


APPLICAZIONI  A  MISURE  GEOMETRICHE. 


367.  Poiché  il  differenziale,  e  per  conseguenza  la  derivata  dell'arco  .s 
d'una  curva,  rispetto  ad  una  variabile  qualunque  /,  si  sa  (§§  184,231) 
calcolare,  siamo  ora  in  grado  di  risalire,  mercè  l'integrazione,  alla  cono- 
scenza deirarco  stesso  in  funzione  di  /: 


=/K(^)+(2)+(l)'- 


—  121  — 


la  particolare  per  le  curve  piane,  date  in  cooixliiiate  cartesiane  (^,j/)  o 
in  coordinate  polari  (>*,6),  si  potrà  as8uni<;re  ./•  o  0,  rispettivamente . 
come  variabile  d'integrazione,  e  si  avrà 

368.  Esempii:  at  Per  V  asteroide,  rap])resentata  ^§  196,^)  dall' equazioue 
,r  "  4"  y    •==«  '*:  si  ha  y'=  — I  —  I      ,  y  1  -f- //  =  I — |      ;    quindi,   ponendo 

l'origine  degli  ardii  nel  puntu  ^0  ,  a),  è  s  =  a^  j  x    '{/.<== 'y^a'x'.  In  particolare 

Yjrt  è  la  lunghezza  dell'intero  ar»*o  compreno  nell'angolo  .rOy,  e  però  fa  ìuh- 
tjliezut  t4)talt  deW asteroide  è  6a. 


.'■ 


b)  La  loyaritifiica  ;/z=ae"    si    può  rappresentare  ponendo 

.t  =  alogtg9    ,    //  =  atg9  . 
Ne  segue  (integrando  per  parti ,  o  j)ure  moltiplicando  per  sen'9  -|-  cos"^  =  J  • 

/dtgo          a  Pdtp 
= f-  "  1  —      =  <t(8ec 9  +  l<^g  tg  U^)  +  costante. 
8en9       CO89        ^  9en9 

Se,  per  esempio,  si  vuol  computare  s  a  partire  dal  vertice,  o  punto  di  massiiuH 
curvatura  (//  =  ctfY^  )  »  ^i  trova 


=  a(sec9-|/'/.4-l"g-^^%-.)  . 


VI -Vi 

c)  Per  la  catenaria  di  eguale  resistenza  j  rappresentata  da  i/  =  —  alogcos—  , 


X 

fti  ha  y'  =  tg  —  ;  quindi 

a 


r    dx  /ir        .»\ 

=  j _.=„logcot^_---j. 


8 

'0     008 


a 


Ora  (5^  lìM).  ///)  siamo  in  grado  di  trovare  l'ecpiazione  intrinseca  della  curva:  basta 
sommare  le  uguaglianze 

\4         2(1/     '  '  \4         2a/ 

X 

e  riconiarsi  che  pcos  —  =  a. 

a 

rf)  La  lunghezza  d'un  arco  della  paraboìn  //'  =  2rt^r,  diviso  per  metà 'lai 
vf  rt  ice .  è  (§  34(ì  ,  e) 


V 

=  -  /  |/y*  +  «'  rfy  =  i'- 1//  +  a'  4-  rtiog 


a 


0 


—  425  — 

Per  eseiupio  Tarco,  la  cui  corda  è  divisa  per  metà  dal  fuoco,  ha  una  lunghezza 
uguale  ad  1,1 4  7...  voi  te  la  lunghezza  della  corda. 

e)  La  lunghezza  («/r.  §§  190,  m:  361,  a)  della  lemnUcata  r=:l/sen26  è 

4  / =  2  / ==  2>^ 2F(-^)  =  5,244...  . 

Similmente  per  la  sinusoide  y  =  sen.c  «i  trova,  come  lunghezza  d' un  arco  com- 
pleto (o88Ìa  compreso  fra  due  punti  consecutivi  d^  inflessione), 

2  /  |/r+co8«r(/x  =  2|/2  /Kr^VT8en'x(ix===2K2  e(-4i-)  =  ^^^^        . 


/)  La  lunghezza  totale  dellV/Ìm«,  definita  dai  semi-assi  a  e  6=a  |/l  —  ^'', 

0  dal  semi-asse  focale  e  dall'eccentricità  A:,  è 

4  /  )/o'cos'9  -|-  &*8©n*9  d^  =  4tt  /  (/ 1  —  ik'sen*9  ^9  =  4aE(A)  . 
0  0 

Dunque,  ^e  designiamo  con  R  il  raggio  d'una  circonferenza,  lunga  quanto  T  el- 

1  isse ,  possiamo  scrivere  (§  8 58) 

,.       2a  /  k^       3A:*         bk*  175  ik«        567  A:**  \ 

R=  —  K(k)  =  a{l )  . 

n      ^  ^         \  4         64         250         ;6384         65586  / 

Si  conoscono  pareci-hie  espressioni  approssimate  di  R  ;  ma  le  più.  semplici  sono  for- 
niate mediante  i  numeri  a  =*/i(*  "f"^)  ?  h'=\/ab  ,  a"=*/,(a +0  ?  b"=  J/aV,  ecc. 
Quando  k  è  piccolissimo  si  può.  trascurandone  le  potenze  oltre  la  seconda j  limi- 
tarsi a  prendere  R  =  a';  ma  (questo  valore,  sempre  troppo  debole,  non  è  abba- 
stanza soddisfacente.  Se  si  ctsrca  invece  di  conservare,  nello  sviluppo  di  R,  le  po- 
tenze di  k  lino  alla  sesta  j  si  è  condotti  a  prendere 

R  ==  3Ò"  —  26' ,         o  pure         R  =  */,  (3tt'  —  b)  , 

valori  ])referibili  ad  a'  anche  perchè  comprendono  sempre  fra  loro  il  valore  esatto 
di  R.  Del  resto  al  primo  si  può  sostituire  la  media  aritmetica  dei  due  valori,  cioè 

il  cui  sviluppo  coincide  con  quello  di  R  tino  alla  decima  potensa  di  k  ;  ecr.  Cosi . 
per  esempio ,  ])er  a  =  1  e  A  =  */i  ^*  ^** 

a'=4     '     ^'=7^      »     ^''=tV'^     ^     V,(3a'-5Ò'+ 66")  =  0,770?»...  . 

4  )/2  2  r     |/2 

2      /  k'S  \ 
Orbene  le  tavole  ellittiche  (§  360)  danno  appunto  R  =  —  E I  — - 1  =  0,7705*... . 


—  424  — 

In  particolare  per  le  curve  piane,  date  in  cooi'diuate  cartesiane  (x,y)  o 
in  coordinate  polari  {r,0),  si  potrà  assumere  w  o  6,  rispettivamente, 
come  variabile  d'integrazione,  e  si  avrà 

B68.  Esempii:  a)  Per  V  asteroide,  rappresentata  (§  196,  *j)  dair equazioue 
./•   *  +  y  =a  '*,  3i  ha  !/'=—-(  —  )      »fl+y'=(  —  )      ;    quindi,  ponendo 

l'origine  degli  ardii  nel  ])untu  (0  ,  <r).  è  tt  =  a^  j  x    '{/.r='yjtt'x'.  In  particolare 

Vs'*  ^  ^*  lunghezza  dell'intero  ano  compreHO  nell'angolo  xOy,  e  però  In  /«»- 
fjJiezza  totale  delV asteroide  è  6a. 


.e 


b)  Ij&  lotjaritmica  ;/z=at"   sì   può  rappresentare  ponendo 

x  =  alogtg9    ,    //==tttg9  . 
No  segue  (integrando  per  parti,  o  pure  moltiplicando  per  sen^^-j- 008*9  =  1' 

/dtgo          a  /^  ^9 
= [-al  — ^—  =  «(sec  9  -I-  log  tg  V.V)  +  coittaiUe. 
sen^       C0S9        ^  8en9  * 

Se,  per  esempio,  si  vuol  computiire  s  a  partire  dal  vertice,  o  punto  di  massi 
curvatura  (?/  =  a/J/2  ì  ,  si  trova 

.  =  a(sec9-KV:+log-^^V 

c)  Per  la  catenaria  di  eguale  resistenza ,  rappresentata  da  y  =  —  alogcos- 


X 

si  ha  ?/'  =  tg  —  ;  quindi 

a 


s 

'0    CO8 


=  I =  a  log  cot  I )  . 


a 


Ora  (55  ìiHì .  in)  siamo  in  grado  di  trovare  l'equazione  intrinseca  della  curva:  h».-^^ 
sommare  le  uguaglianze 


e  '^  =  e 


X 

e  ricordarsi  che  pcos  —  =  a. 

a 


4         2a/     '  '^\4         2al  ' 


rf)  La  lunghezza  d'un  arco  della  parab'»la  //'  =  2<ìj',  diviso  per  metà 'i»^ 
vertice,  è  (8  34(),  e) 


=  -  /  W+^*  dy=^  |/?T  «'  +  '«log 
0 


.v+  V  ir  +  «^ 

a 


—  425  — 

*er  esempio  Tarco,  la  cui  corda  è  divisa  per  metà  dal  fuoco,  ha  una  lunghezza 
gitale  ad  l,147...volte  la  lunghezza  della  corda. 

f)  La  lunghezza  (o/r.  §g  190 ,  m  :  361 ,  a)  della  lemnUcala  r  =l/iièii26  è 

4  r^  =  2  /^  =  2VM-^)  =  5,244...  . 
*/   |/8en26         ^^  lesene  ^  V'2  / 

imiluiente  per  la  ninusoide  y  =  !sienj;  si  trova,  rome  lunghezza  d'un  arco  com- 
Into  (ossia  c'onìpreso  fra  due  punti  consecutivi  dMntiessione), 

2  /  Kr+  cosV  (/x  =  2|/2  /  Kr^/78en*i(te  =  2K2E(— 3:)  =  B,820...  . 


/J  La  lunghezza  totale  dt^ìV ellisse ,  detìnita  dai  semi-assi  a  e  6=a)/l  —  k^, 
lai  semi-asse  focale  e  dall'eccentricità  ^*,  è 


t 


^  t/,ir 


4  /  K«'co8*9  +  6»8en'9  d^  =  4tt  /  J^  1  —  ik'9en'9  rf^  =  4aE(A)  . 

u  0 

ìique.  Hf*  designiamo  c^on  K  il  raggio  d'una  circonferenza,  lunga  quanto  Tel- 
*e ,  poHsìHmo  scrivere  (§  358) 

,.       2a  /  k^        òk'         Sr  176  ik*        667  A:**  \ 

n      ^  ^  \  4         ()4         25G         ;6384         66686  / 

conoscono  parecchie  espressioni  ap])rortMÌmate  di  R  ;  ma  le  più.  semplici  sono  for- 
ite  mediante  i  numeri  a'=V,(a  4-6) ,  6'=|/aò  ,  a"=7,(a +ò') ,  b"=  J/?6',  ecc. 
iHndo  k  è  piccolissimo  si  può,  trascurandone  le  potenze  oltre  la  seconda,  limi- 
"hì  a  prendere  R  =  a';  ma  questo  valore,  sem])re  troppo  debole,  non  è  abba- 
mza  soddisfacente.  Se  si  cerca  invece  di  conservare,  nello  sviluppo  dì  R,  le  po- 
ize  (li  k  lino  alla  sesia ,  si  è  condotti  a  prendere 

R  =  36"  —  26' ,         o  pu  re         R  =  */,  (3a'  —  6')  , 

■lori  preferibili  ad  a'  anche  perchè  comprendono  sempre  fra  loro  il  valore  esatto 
H.  Del  resto  al  primo  si  può  sostituire  la  media  aritmetica  dei  due  valori,  cioè 

H==«/^(3a'— 66'+66")  , 

cui  sviluppo  coincide  con  quello  di  R  fino  alla  decima  potenza  di  k  ;  ecc.  Cosi, 
^r  esempio ,  per  a  =  1  e  6  =  */i  ^*  ^^ 

'^^     ,     //=—      ,     //'=  — l/J^     ,     Vj3a'— 66'+66")  =  0,770t»...  . 

2      /V^\ 
^^bene  le  tavole  ellittiche  (§  360)  danno  appunto  R  =  —  E I -—  |  =  0,7709... . 

51 


—  426  — 

g)  La  luughezza  totale  della  (§190,  k)  lumaca  r  =  aoo80  -|~  6  è 

TT  /%*/i^  1/ —       j 

2 /Ka*  +  6*  +  2a6c^de  =  4  /V(a  +  6)«  —  4aÒ8en'9d9  =  4(a  +  Ò)E f-^V 

0  *0 

Se  e  è  il  più  grande,  e  |ic  il  più  piccolo  dei  numeri  o  e  6,  la  fomiola  (11)  del 
§  iiò{)  permette  di  scrivere  T ultima  espressione  nel  modo  che  segue: 

Sc-|E(pi)-V.(l-»»')Fr|i)|. 

Per  eseuipio  la  lunghezza  della  lumaca  con  due  tlesbi  coincidenti  (b=2a)  è  uguale 
a  8,B41...  volte  la  lunghezza  del  segmento,  che  la  curva  intercetta  sul  suo  assedi 
siiinuetvia. 

fi)  Se,  per  calcolare  la  lunghezza  d*  un  arco  dell'* iperbole  —r  —  -i—  =  1  fra 

a'        b* 

il  vertice  (a  ,  0)  ed  un  punto  qualunque  (ar.  y)  a  coordinate  positive,  si  osserva  che 


dx  =  -j-  du  =  —  ■   -     ,     (ìft  =  1/ 2 — I r —  dy  , 


6*tg© 
si  è  r-ondotti  a  porre   i/  =  — m^zzr  »  ©  si  ottiene 

Va'  +  6« 

,  ^ -il- /l- — ^-         -. 

Ya}  +  6^{  cos*9  Kl  —  ^••sen*^ 

ponen<ln  A;=^a/|/a'-j-  6*,  sicché  Ijk  è  Teccentricità.  L'integrale  precedente,  mol- 
tiplicato per  1  —  fc'  =  (1  —  A;*Ben'9)  —  ^•'cos•9,  si  può  scindere  in  altri  due: 

(  1  —  A:';  / ^  =  /  Kl  — À:«8en*<p  — | A;*F(*,  9)  . 

*/  co8*9  J/l  —  ifc*8en*9     t/  oos  9 

Intanto  l'integrazione  per  parti  dà 

r^l  — À:'sen'«9  — ?-  =  t«9  .Kl  —  ik*8en«9  -f  Y{ìc ,  9)  —  E(ik  ,  9)  .     (1) 
0 
Dunque 

F(A: ,  9)  —  Va^  +  6*E(fc  ,  9)  +  t«9 .  Ka«oo8'9  +  6«  . 


,1 


Il  calcolo  di  «,  in  ciascun  caso  particolare,  richiede  l'uso  delle  tavole  (a  doppi* 
entrata)  di  Legendre.  Si  osservi  che  il  crescere  indefinito  di  s,  quando  9  tende 
al  */j«.  si  deve  unicamente  all'ultimo  termine,  che  rappresenta  la  dÌ9taMaM 
centro  alia  nonnaie  nelVet/tremo  mobile. 

i)  Consideriamo  la  lotfocicUca  (§  203,  ò)j  rappresentata  dall' equasione 

(x  +  if)(x'  +  y*)=z2axy  ,  (2 


-  -127  - 

(/     C08  26 

o,  in  ooonlinato  polari,  da  r=  — -— —  ,  se  «i  prendo  Tasse»  di  siniinotria  imiiuj» 

j/2    cosd    • 

BBAe  polare.  La  lunghezza  d'un  arco  qualunque,  a  partire  dal  vertice,  è 

a      r\ -_     db 

e  però  la  lunghezza  totale  del  cappio  tonnato  dalla  curva  è 

a|/2  rj/'co9'26+29en-2e  — .  -  =  2a  /    Yl^zlll^!^  df^ 
J  ^  co9*e  J  l  +  9en9         ^ 

*  0 

=  2a  /  (1  —  senoìj/j  —  V*««n'9  — v  "  • 

^  C05=j'9 

0 

Intanto  m  ha  dalla  (li 

J  co9'9  \  J/2        ^  ^1^2         f 

t»d  un'  integrazione  per  parti  ci  dà 

/*  ,. ; rf©  /ri  */,S*^n-(p  Y^  ^         /*         '/coso 

y  \  —  *:j8en*9  1  C0S9  -}-  V ^  -|-  co9'9 

""  co»9  j7^  l  +|/2 

Dunque 

(\  —  son9)  |/l  -  -  '/•8en*9  — T-  ==  i I|/i    --  ^>«»''9 

009*9  1099 

0 

»»  Knalmente,  IVu-endo  9='  jir.  si  trova  rhe  /n  litnyhezsadel  cappio  (Mia  loyucirUcu  •'■ 

^'■I'+^mi'5-.)+'-(ì^)-^(t^)I' 

cioè  2,4Hi)...  volt(»  hi  lun^ijliezza  dcd  segmento,  »he  la  curva  stacca  dal  suo  asso  di 
simmetria.  La  proprietà  di  avere  gli  archi  esjiriniihilì  me  liantn  integrali  fllitliii 
dello  prime  due  specie,  vai  «[uauto  dire  mediant<»  anhi  di  coniche,  apparti. tio  -a  l 
infinite  altro  cubiche  unicursali,  le  quali  costituiscono  con  la  logocidica  la  clasto 


a  possano  essere  tutt«  nippr^euMte  lUl- 
ndo  mf>mbro  un  termine  ddlU  foima 
I  ajy2ln  ilistnnza  doU'iuamtuUJ 


un  cilindro, 
e  diametn. 


detlA  dell»  ff»6i'oAe  ciMotórt  *.  Queste 
rfqiinzioiie  (2),  in  cui  si  aggiunga  al 
(,*  +  !/)  i  pJ^  +  vy) ,  l'Ontinuando  a  designare 
ni  punto  doppio. 

j)  Si  coiiHÌderi  Ih  atrva  di  T'ivuini , 
che  Ila  |ior  bnse  un  circolo  descritto  aoprft  un  Friggi 

Dalle  equaiioni  della  l'Urva  x*-|-y'-J-:'i=n'  ,  x*-\-y*=aj'.  sì  ricavB  i/'=rfa  —  f], 
s'=a(a — i).  ed  è  naturale  porre  x^Dc^s'f,  dimodoché,  limitandoni  al  i[ii)ino 
o  nella  regione  delle  coonliuate  positive,  ai  li»  y^=asenfcMf, 
■  =  a>iea7.  Quest'ultima  eguaglianza  ri  dice  che  9  è  il  valore  della  lalitudiM 
del  punto  fa',  y  ,  i),  ini-ntre  dall' e3]ireasione  di  x  facilmente  si  deduco  che  ^  ili 
valore  della  longitudine  del  mede-timo  punto.  Dunque  la  curva  di  Viviani  ni  piiA 
luiche  delinire,  gtiUa  ^/ent,  come  il  Ihihiu  ilei  iiuitli  flii-  hannii  In  hingilaiiiiir  agiuil' 
alla  latiluiiine.  ('lo  premetiso,  iti  hn 


dr 


,Mhi  r„r.-n 


'isenSf  .d9  .  ify  =  iicoHSf  .  df   ,  dt^nroaf  .({9  ; 

'■  (tomMiando,  rfn'^a'f]  4- cos*^)rf9',   e  perA  in  Innghnta  IOIaÌ' 


ufv\ 


-\-  von'ifd^  =;  lay-J 


urva  di  Viviani,  sulla  atem  di  raggio  a,  è  lunga  ijuttnto  Tel' 
lisae  liewTitta  flui  semi-assi  a  ed  1^3,  cioè  quanto  la  circonlerenza  it' un  eircolo 

massimo,  moltiplicata  per  1,'21(> Al  medesimo  risultato  si  giunge  anche  piii 

agevolmente  ee  sì  osserva  che,  quando  si  applica  il  cilindro  sopra  un  piano,  I» 
curva  ai  trasforma  in  due  archi  completi  di  sinusoide.  Inversamente,  per  coitmiK 
la  curva  di  Viviani,  si  disegni  la  coppia  di  sinusoidi  i/  =  ±a9en — ,  e  si  stftcdi 
dal  cartoncino  il  pezzo  compreso  fra  due  archi  termìitalì  nei  medesimi  punti  iI'Ib- 
fleaalone.  Curvando  il  cartoncino  in  modo  che  la  comune  corda  degli  archi  diventi 
una  circonferenza,  l' orlo  si  trasformerà  nella  curva  di  Viviani,  appartenente  aQli 
sfera  di  raggio  a. 


369.  Per  valutare  l'area  compresa  Ira  la  curva  y^  A-*^)»  l'asse  delle 
ascisse  e  le  ordinate  corrispoudenti  ai  valori  a  e  h  dell'ascissa,  dÌTÌdi)t> 

mo  (a,  6)  in  intervalli  ft, , /'j h„.  ed  ossei-viamo  che  alTarea  della 

striscia  limitata  dalle  ordinate  condotte  negli  estremi  deiriutervallo  fti 
si  può  sostituire  quella  d'un  rettangolo  di  base  A^,  la  cui  altezza  y,  è  com- 
presa fra  il  minimo  ed  il  massimo  valore  di  y  in  A,.  L'area  totale  A  non 

cessa  cos'idi  essere  rappresentata  dalla  somma  Ja,;/,.  quando  gli  inter- 
valli A,,  crescendo  in  numero,  tendono  simultaneamente  a  zero;  e  poi- 
»  Salmon,  Geometrie  analj/tiqi-r  (Coiirbaa  plniiea,  p.  182). 


—  429  — 
che,  in  queste  condizioni,  la  detta  somma  non  può  avere  altro  limite  se 
non  l'integrale  di  ydx  in  {a,??),  è  necessario  che  sia  A=  i  ydcc.  In 

a 

modo  analogo  si  dimostra  che  l'area  compresa  fra  un  arco  della  curva 
r=/T(6),  ed  i  raggi  vettori  negli  estremi,  è  A^=7t  /  >'*^^»  ^ove  a  eh  sono 

a 

i  valori  estremi  di  6.  Se  poi  si  tratta  di  valutare  l'area  limitata  da  una 
curva  chiusa,  nell'ipotesi  più  semplice  che  questa  non  sia  incontrata  in 
più  di  due  punti  da  qualunque  parallela  all'asse  y,  o  da  qualunque  retta 
uscente  dal  polo,  è  chiaro  che,  se  a,p  sono  il  più  piccolo  ed  il  più  grande 
dei  due  valori  di  y  (o  di  r),  che  corrispondono  a  ciascun  valore  di  x  (o 
di  6),  e  se  a ,  ft  rappresentano  i  valori  estremi  (ordinariamente  radici  di 
P  —  a)  della  variabile  d'integrazione,  si  ha 


=y(p  ~  «)dr ,  A = v.yjp»  -  ««xie . 


(^0 


a 


A  queste  formole  siamo  giunti  decomponendo  l'area  in  eleaienti  infinite- 
simi del  primo  ordine;  ma  iX)ssiamo  anche  decomporla  in  elementi  infi- 
nitesimi del  secondo  ordine,  assumendo  come  tali  i  rettangoli  costruiti 
sui  lati  dx  e  dy,  nel  caso  delle  coordinate  cartesiane,  o  sui  lati  dv  ed  rd^ 
quando  si  la  uso  di  coordinate  polari.  Allora,  in  virtù  della  definizione 
stessa  degli  integrali  doppii,  si  avrà  l'una  o  l'altra  delle  formole 

le  quali  includono  le  (rj),  come  si  riconosce  scrivendo 

X=jdxjdy      ,     k  =  jd^jrdr, 

n  a(a*)  a  <»«» 

ma  sono  più  generali,  in  quanto  che  possono  servire  a  valutare  l'area  li- 
mitata da  qualunque  curva.  Del  restA  per  un  sistema  qualsiasi  di  coordi- 
nate curvilinee,  si  ha  (§.*^^*.>) 


J  J     ,   3(it,r 


) 


estendendo  l'integrazione  all'area  da  vai u ture,  e  convenendo  di  eseguire 
le  singole  integrazioni  semplici  nel  senso  in  cui  vanno  crescendole  ri- 
spettive variabili. 

370.  Altre  formole  sono  specialmente  utili  nel  caso  che  le  coordinate 


.r  ed  y  dei  punti  del  coutopno  siano  date  in  funzione  d'un  parametro  /, 
che  si  farà  sempre  variare  in  modo  che  il  punto  corrispondente  percorra 

il  contorno  lasciando  l'area  alla  sua  sinistra.  PreD- 
diamo  come  elemento  l'area  del  quadrilatero  MMLL 
^  compreso  fra  due  rette  infinitamente  vicine,  uscen- 
„fcjj    ti  dall'origine;  poi,  osservando  che 

MM'L'L  =  OMM'  —  OLL'=  OMM'  +  OL'L  , 


assumiamo  invece  come  elemento,  positivo  o  iieda- 
tivo,  l'area  del  triangolo  OMM',  considerata  (cfr.  §  107,  d)  col  suo  segno: 


OMM'=  V, 
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0     X     x  -j-  dr 
0     y     y  +  dy 


=  ^lti^y  —  yàx) 


Questo  valore  si  ottiene  anche  prendendo  la  metà  del  prodotto  della  Ime 
ds  per  l'altezza  a?sen9  —  ?/cos9.  Ora,  immaginando  sempre  espi*essi  x 
ed  y   in  funzione  della  variabile  d'integrazione  t,  si  ha 


'^  =  */i  Si^y  —  yd^)  ' 


(5 


Siccome  poi  il  valore  dell'integrale  di  xdy-^-ydor ,  esteso  ad  un  arco  qua- 
lunque, non  è  che  la  differenza  dei  valori  di  xy  negli  estremi  dell'arco,  è 
chiaro  che  si  ha  S{cvdy  +  ydx)=^0  quando  si  estende  l'integrazione  a 
tutto  il  contorno.  Ne  s^ue  che  si  può  dare  ad  A  l'una  o  l'altra  delle 
forme 

come  si  riesce  a  constatare  anche  eseguendo  convenientemente  la  doppia 
integrazione  ffdxdy.  Finalmente,  quando  si  assume  t  =  ylx  come  va- 
riabile d'integrazione,  la  (5)  prende  la  forma 


A  =  "iJx'dt  , 


(7' 


preferibile  alle  (6),  perchè  non  richiede  la  derivazione  di  a-  o  di  y  rispetto 
a  t,  ed  è  applicabile,  come  la  (5),  a  qualunque  porzione  dell'area,  limi- 
tata da  due  raggi  vettori.  Invece,  per  potere  applicare  le  (0)  al  caso  d'un 
arco  qualunque,  bisogna  aggiungere  o  sottrarre  ad  A  la  differenza  dei  va- 
lori di  */,^  negli  estremi  dell'arco,  e  si  ricade  in  tal  modo  sulla  formola 
data  in  principio  per  l'area  compresa  fra  un  arco  di  curva,  un  asse,  eie 
perpendicolari  all'asse,  condotte  per  gli  estremi  dell'arco.  Del  resto  la 
formola  (7)  non  differisce  sostanzialmente  dalla  seconda  formola  (3),  alla 
quale  subito  si  riduce  mercè  la  sostituzione  ^  =  tgO. 


--431  — 
371.  Esempii:  a)  L'area  totale  cliiuga  nella  lemni$cata  r'  =  a*co9  20  è 

I  • 


A  =  2a*  #00826^/8  =  a*  , 


0 

vale  cioè  quanto  l' area  del  triangolo  t'ormato  dalla  tangente  in  un  vertice  con  le 
tangenti  nel  punto  doppio.  Analogamente,  per  la  lumaca  r  =  aco9  6-}"^j  ®i  trova 

A  =  /r*de  =  /(*/,«'  4  ^*  +  "2a6co86  +  7,o*coB2a)de  =  1c(V,a*  +  6*}  . 

U  0 

Questo  risultato  suppone  6  ^  o,  ed  in  particolare  diventa  A  =  '/,wa*  per  la  car- 
dioide ;  ma  per  b  ^a  il  valore  trovato  rappresenta  la  somma  delle  aree  limit^ate 
dai  due  cappii,  esterno  ed  intemo,  le  quali  valgono  rispettivamente 

'ÌM'iy  +  ^*)  ±  1  V,6|/a*~-  ò»  +  (7,tt*  +  6»)arcsen  —  |  . 
b  )  Per  la  itarabola  y*  =  2ax  si  Jia 

A  =  I  yrfj^  =  —  I  y'dy  =  ~  =  7,.n//  . 

0  u 

Dunque  l'area  parabolica  OMP  è  le  due  terse  parti  di  quella  del  triangolo  TMP. 
l.>a  ciò  è  poi  facile  dedurre  che  V  area  compresa  fra  qualunque 
arco  di  parabola  e  la  sua  corda  è  i  '/j  dell'area  compresa  fra  la 
4'orda  stessa  e  le  tangenti  negli  estremi  Del  resto  a  questo  ri- 
sultato si  può  anche  giungere  direttamente,  immaginando  che 
si  ripeta  il  calcolo  fatto  in  principio,  dopo  aver  presa  come  asse 
delle  y  la  tangente  parallela  alla  corda ,  e  posta  V  origine  nel 
punto  di  contatto,  ed  assumendo  come  elemento  dell'area  il  prodotto  di  ydx  per 
il  seno  dell'  angolo  degli  assi. 

e)  Per  la  catenaria  (§  190,  e)  di  parametro  a,  l'area  compresa  fra  un  arco 
qualunque,  la  direttrice  e  le  ordinate  estreme,  vale  quanto  l'area  d'  un  rettango- 
lo, ohe  ha  i  lati  uguali  ad  a  ed  alla  lunghezza  dell'arco.  Infatti,  se  Tarcx)  ha  un 
estremo  nel  vertice. 


k  =  \aj{e"  +  t    <^)da:  =  ahj  = 


quindi,  per  un  arco  qualunque  MM',  si  ha  A  =  a{«'  —  è)  =  a. arco  MM'. 

d)  Ad  un  punto  si  faccia  i)er(orrere  una  spirale  logaritmica  (§  IIK),  è)  tinche 
ritomi  sul  primitivo  raggio  vettore.  Questo  raggio  e  l'arco  percorso  limitano  un'a- 
rea ,  che  si  può  facilmente  valutare  in  funzione  delle  distanze  a  e  ò  del  polo  agli 
efltremi  dell'arco.  Posto  ò  =  ac*"''.  l'equazione  della  spirale  è  r^=ae     ,  e  si  ha 

log^ 


Se  la  perpeiidicuiare  elevata  alla  eortla,  nel  8uu  punto  di  iiieÈso,  incontra  in  P 
o  Q  le  tangenti  negli  estremi,  Tarea  del  triangolo  (isoscele)  OPQ  è  appunto  A. 
X*088Ìamo  poi  trovare  l'area  del  circolo  di  raggio  a,  immaginando  che  m  tenda» 
isero,  e  conseguentonieute  h  ad   a: 


.iiHir 


b  ^  a     b  —  a  t 

A  =  lim • =  oMim 

2  2f»  },t=o       2m 


—  1 


=  ir<'" 


{Si  noti  inoltre  che  PQ  tende  verso  la  lunghezza  della  circonferenza. 

t)  Proponiamoci  di  valutare  l'area  compresa  fra  un  arco  completo  (§  IHG,  n) 

di  cicloide  e  la  sua  corda.  Posta  P origine  nel  vertice, 
prendiamo  la  tangente  come  asse  delle  x;  siano  L 
ed  H  le  prò] ez ioni  d^lna  cuspide  R  sugli  assi,  e  P,Q 
le  analoglie  projezìoni  d'  un  punto  qualunque  M 
della  cicloide.  La  circonferenza  descritta  sul  diame- 
tro OH  incontra  il  segmento  MQ  in  un  punto  N , 

ed  è  nott)  che  la  tangente  alla  cicloide,  in  M,  è  appunto  ]>arallela  ad  ON,  siccht: 

f/t//f/x=tgNOic  =  j//NQ,  e  però  l'area  OPM  ha  il  valore    l  ydx  =  I  NQ.é/y.  Essa 

*o  0 

equivale  dunque  all'area  del  mezzo  segmento  circolare  ONQ.  Segue  da  tutto  ("io 
che  la  metà  dell'area  cercata  si  ottiene  sottraendo  */*^^'  dall'area  del  rettangolo 
OLKH,  uguale  al  prodotto  di  OL  =  ira  per  OH  =  2fr.  T)ui;c|ue 

A  =  2(2wa*  —  V,  Wa*)  =  »wa*  , 

vale  a  dire  che  /'area  cercata  è  tripht  di  qìieUa  del  circoUì  generatore. 

I'  /)  Valutiamo  l'area  compresa  fra  l'asse  x  e  l'arco 

della  fjmtdratrice  y  =  xcot  — ,  limitato  ai  due  punti  d'in- 

^  .    ••      ,   '  contro  col  detto  asse,  più  vicini  all'origine.  Evideutemeute 

T'  si  ha 

A=2  /  xcot  — dj^:  =  2tt*  /  ecoterf6  =  2a'(6logsend)„  '    —%a^l  logsenOdO  . 

no  0 

Intanto,  in  virtù  del  t43orema  di  l'Hospital,  per  6  tendente  a  zero, 


Dunque  (§  322 ,  d) 


a* 

lim(61og8en6)  =  —  lim 7=0  . 

senO 

log  sen  6  rf6  =  ira*  log  2  . 


fj)  L'area  totale  dell' cWwc,  i  cui  semi-assi  sono  a  e  6,  è 


K  =  ^bj  yi'-^dx^ubl  Vi  — 


i^dt  . 


Il  calcolo  de  1*  ultimo  integrale  è  taeilìssinio  (§  328,  a);  ma  posniamo  evitarlo  os- 
sienrando  che  per  a  =  b  ai  deve  avere  A  =  n*.  Dunque,  successivamente. 


t 


A  =  t:-  />  . 


Un  po'  più  lungo  è  il  calcolo  iti  coordinate  polari,  «quando  si  pone  il  polo  iu  un 
fuoco  dell'ellisse,  nella  quale  ipotesi,  come  si  sa,  T equazione  della  curva  ó 


1  —  il'cosO 


Nouliiuenosi  giunge  rapidamente  al  risultato  ricordando  (§865,  e)  che,  per  le 
relazioni  di  r  e  d  con  l'anomalia  eccentrica  9,  si  ha  rri6=^/9  ^^  r=a({-{-kcoA(^). 
Ne  segue 

A  =  / r'dO  =  aò  / (1  4-  ^cos 9)(/9  =  nab  . 
0  0 

h)  Sia  data  V  ellisse  mediante  V  equazione  generale 

ax*  4-  6y*  +  e  -f-  2fy  +  2ijx  +  2hxy  =  0  , 
in  cui  si  può  sempre  supporre  che  a  e  h  siano  positivi,  ed  inoltre  si  abbia 

1  /'     à    / 

Messa  l' equazione  sotto  la  forma  6y*  +  2(/tóc  +/)//  +  ^  +  ^9^  "'r  c  =  Oj  si  vede 
che  ai  ogni  valore  di  x  corrispondono  due  valori  di  y,  i  quali  si  confondono  in 
uno  per  quei  valori  a  e  ?>  ot  dì  .r,  che  soddisfano  all'equazione 

6(ax*  +  2i^x  +  c)  — (/m-+//  =  0  . 

Questa  si  può  scrivere  ex*  —  )iy'x  -j-  a'  =  0 ,  se  si  designano  con  a,b'j...yh'  i 
complementi  algebrici  di  a  ./>,,..,  A  in  D.  Ciò  premesso,  la  differenza  fra  i  sud- 
detti valori  di  »/  è 

1  l/Z7^«  4r27x  -  a'  =  ^V^  (/(x-a)O-aj)  ; 

b  b 

quindi,  ponendo  x=  a  -f  l'P  —  a)^  ed  applicando  la  prima  delle  (8), 

2^7' 


p       af  I    Vth-t)dt  . 


11  valore  del? ultimo  integrale  si  può  subito  avere,  senza  calcoli,  osservando  che 
ruppreaenta  la  met<^  dell'area  del  circolo  y'  =  .T(l  -  x):  esso  è  dunque  '/g^-  ^'^^' 


—  434  — 

tra  parte  ^  —  a^-jf  9    —  ^'^'  7   *^^   ^  ^^^^     c^®  <*'<''  —  9  »  complemento  al- 

c 

gebrico  di  b'  nel  reciproco  di  D,  ha  il  valore  ^D.  Dunque 

—  irD 


A  = 


(c;7,  —  /,«/    * 


È  del  resto  facile  riconoscere  (§  146 ,  e)  che  il  secondo  membro  rappresenta  il  pro- 
dotto dei  semi-assi,  moltiplicato  per  ir. 

i)  L'area  chiusa  nel  bicorno  (§211,  e)  si  ottiene  subito  applicando  la  priiim 
delle  (8): 

Aa*  — X*                       a«  — a;'        \  /*a»  — x*     . 
____ )dx  =  4:  /— __l/a*  — x'do^. 
,^      2a~K«*  — a;*        2a  +  |/«'-xV              ^  3a«  +  x« 

Scindendo  l'ultimo  integrale  in 

r"     c/x  A'V r''  dx 

—  A'  '  / /  Va*  —  x«f/x  +  IGa^  I :::::::::^^^  . 

t/  J/a«  —  X»      t/  •/  (8a«  +  X*) |/  a*  —  x*  ' 

e  calcolando 

/^  (/x  l  2x 

J  {Ha^'  +  x'jVa*  —  x«         2.  'K^  ySa^+x» 


^—v  Tca' 


si  trova  facilmente  A  =  (16  —  dVQ  )  — :: ,  vale  a  dire  che  Varea  cercata  9Ì  ottieni 

moltiplicando  per  2,18848...  Varea  del  masèimo  circolo  iìiscritto. 
j)  L' area  chiusa  nelP  asteroide  x   *  -l"  y  =  ^       ^ 

A  =  4/(o*  — x')»(ix  =  6a*  /    i*(l  — O'^^- 

0  *0 

Ora,  mediante  il  cambiamento  di  t  in  1  —  ^,  si  ottiene 
1  1  1 

0  0  0 

Dunque  A  =  '/gWa*.  Del  resto  l'uso  (§  868)  della  funzione  P  permette  di  trovare, 
l»ià  generalmente,  l' area  compresa  fra  la  curva  x**  -|"  y**  =  ***  ®  ^®  parti  positive 
degli  assi: 

A  =  /(a*  — x-)~dx  =  — /  r     ri —  <)-(«= — —  . 


*   Analisi  algebrieCt  p.  31 


—  1^5  — 

Tutte  le  volte  che  1*  enpouento  (positivo)  n  è  il  quoziente  d' un  numero  pari  per 
un  numero  dispari,  si  ha  una  curva  chiusa  ('analoga  ali* asteroide  o  al  circolo  se- 
condo che  H  <  1  o  n>  1),  che  limita  un'area  quadrupla  della  precedente;  ed  in 
particolare  si  ritrovano  i  valori  ira*  e  '  ^1Ca*  per  n  =  2  ed  n  =  */, . 

k'i  Per  valutare  Parea  chiusa  in  uno  dei  due  cappii  della  curva  rappresen- 
tatii  (ÌJ211.6'  dall'equazione  x*  =  (>'  —  y')y»  «i  atloperi  la  tbrmola  (7).  Si  ot- 
tiene subito 


—/,/;;-.  v.«= 4  (M+i)= 


106 


Similmente  l' area  chiusa  nel  cappio  del  folium  x^  -j"  .v'  =  3axy  è 

A  =  9«'  f—^ci  =  3o'f  — ,V=  '/.  «*  , 
,7(1  H-t»)'  \l  +  «7.       '•      ' 

0 

sicfhè  il  folixim  divide  in  Ire  parti  equivalenti  l' area  del  irianyofo  formato  dalfe  tan- 
yenti  liei 'l'iertire  e  nel  punto  doppio.  Più  generalmente,  per  le  curve  rappresentate 
tlair  equazione  x*""*"*  -f-  »/*'*+*  =  {2n  -|-  l)aa;**i/*,  si  trova  A  =  (?i  -j-  *  jia*. 
/i  Per  calcolare  le  aree  chiuse  nei  due  cappii  della  curva 

"  '  +  //'  —  'nÒ'=  2a-uy 

è  j>referibile  l'uso  della  seconda  formola  (ìj),  la  quale  richiede  che  si  scriva  l'e- 
quazione della  curva  in  coordinate  polari:  r  =  a(sen6drl/sen2d).  A  ciascun  va- 
lore di  6  fra  0  ed  a  =  arctg2  =  63®26'...  corrispondono  due  punti,  uno  dei 
quali  descrive,  nella  regione  «Ielle  .r  ed  y  negative,  un  intero  cappio  (il  piti  pìc- 
colo), mentre  l'altro  descrive  soltanto  un  arco  del  cappio  maggiore.  Questo  si 
completa  (variando  ancora  0  da  a  ad  Y^^)  ^^^  ^°  altro  arco,  tangente  all'asse  y 
nel  punto  y  =  a  e<l  alla  retta  y  =  ^-^  nell'origine.  Xe  segue  che  Tarea  chiusji  in 
questo  cappio  è 

A=V,aW(sen0  4-K'*en20)'da---  \,G* /(sene---I/sen2e)*rfe  , 

0  a 

mentre  l'altro  cappio  limitai  l'area 

A'=^  V,a*  /(sen  e       (/^^Ì72Ò  )*</6  , 

A  —  A'  =  2a*  /  sen  9  Ksen  26  dO  =  V,  ira*  . 

A  +  A'=  a*  /  (sen'O  +  sen20)(/a  -f  2a*  /  send  |/8en2aii6  . 


sicché 


Inoltre 


-  43rt  — 

Il  prìnij  integrale  non  presenta  ditìicoltà.  Si  può  calcjlar«3  1*  altro  preudemlo 
t  =  Ktgd  come  variabile  d'integrazione.  In  tal  modo  ei  trova 

A'=  V,c^»(l  —  V,log5  -  arct;:r«  J  =  .  ».0,06(>82...  ; 

poi  A  =  A'  +  V, wa*  =  «' .  1,63762...  >  24  A'. 
Ufi  Consideriamo  (§  203,  b)  le  curve 

(x  4-  y)(x*  —  'JLxy  +  y*)  =  2 a  -}-  ^•)^u:l/  (8) 

ad  as«iatoto  unico  (Ar*  <  1),  e  proponiamoci  di  calcolare  Tarea  chiusa  nel  cAppio 
di  ciascuna  di  esse.  Procedendo  come  nel  caso  del  folium  (k=  */,)  si  ottiene 

A=  4(1  +  ib)V  / ; 

"^    ^   ^    ,/(14-<)«(l  — 2it/4-<«)«  ' 

0 

* 

ma  qui  conviene  assumere  come  variabile  dMnt«grazione  z= ,  e  scrivere 

1  -|-  < 

0 

Ora,  fw*  si  cambia  3  in  zlym^  ponendo  m= ,  si  trova 

1  —  k 


a*         /   nn  —  s'\' 


^-^'_-  1 1/«  -  2(.  +  1)^  /  ,-^,  +  0»  H-  !)•/, 


(2z        I 


(1  +  «•)•  i  ^ 


e  finalmente,  osservando  che 


si  ottiene 


.        i       .    o    .     m  +  l)(m  — 3)  ,/-)  «' 

A  =    m  -f-  3  +  — ^-^ ■  are  tg  |/  «n    --  . 

'  ym  I   ^ 

In  particolare,  nel  caso  del  folium  (jn  =  3)  e  della  logociclica  (m  =  1  », 

A  =  »/,«»     ,     A  =  (1-V»  «)'•■'. 


-^437  — 

n)  Al  riaultato  precelente  8Ì  giuuge  anche  luelìante  la  prima  t'orinola  ili 
iiìO]4trata  nel  §  3G9,  tacendo  prima  rotare  di  ^j^n  gli  aAsi  intorno  all' or  ialine.  Al 
lora  r  «'quazione  (8)  prendo  la  t'orma  più  sempli<«» 


//  r=^  m  ,1- 


\ 


X I'  '2 


11» 

ti  -i  jc\'  a 


«- 1  un  raUrolo  tfU'ile  {§  li2i\,  mi  dj 


\                   (wi  4-l)(m  —  :V)                                    ^V   HI  I  ft* 

_^  ^'  ni  -f-  n  -j — aro  t^ — ^ -^ ^^ \  —  . 

Basta  fare  x  =  iiiay)'2  per  ritrovare  la  precelente  espressione  di  A.  Invece  por 
x  =  —  a/r  2  si  ottiene  il  valore  A'  «lelParea  compresa  fra  la  curva  e  Tassintoto: 

A  =  A  — ire-  . 


m 


Per  m  =  3  ,è  A'  =  A,  vale  a  dire  che  Varea  rhiiiMa  nel  cappio  d^un  foìium  equivale 
all'area  comprtna  fra  la  curila  ed  il  «uo  asintoto',  ((uest*  ultima  area  è  divisa  in  tre 
parti  equivalenti  dalle  tangenti  nel  ])unto  doppio.  Per  m  .=  1  si  ottiene 

A'  =  (1  +  \UT:)a^  ,         poi  A  4-  A'  ==  2a'  . 

Dunque  Varea  Uttale  limitata  da  una  Iwjociclica  e  dal  suo  asnintolo  è  quadrupla  dell'a- 
rea limitala  da  questa  retta  e  dalle  tangenti  nel  punto  dt^rpiiK  Finalmente.  ]>er  m  inti- 
nito,  limA  =  00  ,  limA'=  ^y,tt*:  il  cappio  tende  a<l  aprirsi  in  fonna  parabolica, 
tende  cioè  a  spezzarsi  in  duo  rami  intiniti  (c/r.  ,^  200./)  asslntotici  entrambi  alla  pa- 
rabola y'  =  7i^(*  V^  —  ")»  "iG^tr©  l'area  compresa  fra  la  curva  ed  il  suo  assin- 
toto  rettilineo  resta  finita. 

o)  Proponiamoci  di  calcolare  quella  parte  dell'area  di  un'ellisse,  che  è 
compresa  fra  i  due  rami  dell'iperbole  equilatera  omofocale.  L'equazione 

-f  -,  +  mS  =  ^  ^^' 

«    —  Ai    —  A 

rappresenta  infinite  coniche  omofocali  (fra  le  quali  è,  per  X  =  0,  T ellisse  data), 

« 

cioè  infinite  ellissi  per  a  <[  h  (interne  o  esterne  all'  ellisse  data  secondo  che  \  è 
positivo  o  negativo);  eil  infinite  iperboli  jier  X>  '/",  le  quali  t-endono  a  confon- 


(tersi  con  V  asse  y  quando  X  tende  ad  a^  Una  di  queste  iperboli  è  equilaìiOFa:  eseui 
corrisponde  al  valore  */«(*'  H"  ^')  ^^  ^  Distinguiamo  con  |i  i  valori  di  1,  per 
cui  la  (J))  rappresenta  un'iperì>ole,  ed  osserviamo  che  per  ogni  punto  (x,y),  preso 
nell'area  considerata,  passano  due  coniche  (*J),  ossia  un'ellisse  ed  un'iperbole,  in- 
dividuate rispettivamente  da  un  valore  di  X,  compreso  fra  0  e  ò*,  ed  un  valore 
di  fi,  compreso  fra  */,(«*  +  ^')  ^^  ^**  ^  ^^"®  valori  sono  le  radici  deir equazione 
1 9) ,  cioè  dell'  equazione  (X  —  a*)  (X  —  6')  -f  (X  —  6') a;'  +  (X  —  a*)  y«  =  0 ,  sicché 
HÌ  deve  avere  X  +  f*  =  <*'  +  '*'  —  *^'  —  y%  ^1*  =  '»***  —  ^V  -—  ^'j^* >  d'onde 

,_(a^XKa^JlJ  ^_        (Ò'-X)(&«^|i) 


e  per  conseguenza 


()(X,|ji) 


V^^f*-^) 


|/_  ( a«  —  X)  (6*  —  X)  (a'  —  pi)  (ò*  -  pi) 
Dunque,  applicando  la  formola  (4). 

J  K(a*-xìrò«-x)./  K:rf;r«^)(6«~'|i)  ' 

IVr  eseguire  la  prima  integrazione  si  ponga  [i  =  a*co8*d  -{-  6'sen*d,  facendo  poi 
varian»  6  da  */^ir  a  0.  Si  ottiene  subito,  come  valore  dell'integrale, 

2  /(«*cos»6  +  6*son«e  —  X)de  =  V,^|  7,(a*  +  6*)  —  xj  +  Vi(«'  —  ^*)  : 


quindi 


_._.._       ? 


'o      K(«*-X)(6«-X;)  t/  )/(a«-X)(6'^X') 

fì  finalmente  (§§  324,  e;  846,  a) 

A  =  V^tcciò  +  V,Or  -  6*)  log  ^^ 


372.  Dato  nel  piano  un  arco  di  curva,  facciamolo  rotare  intorno  aJ 
una  retta  del  piano  stesso.  Come  elemento  della  superficie  cosi  generata 
si  può  assumere  la  striscia  compresa  fra  un  parallelo  qualunque,  di  rag- 
gio R,  ed  il  parallelo  di  raggio  R  +  dR,  e  considerarla  come  la  superficie 
laterale  del  tronco  di  cono  generato  dall'elemento  lineai*e  ds.  L'area  ele- 
mentare è  dunque  misurata  dal  pmdotto  del  lato  ds  per  la  media  aritme- 
tica delle  lunghezze  delle  basi,  cioè  2«(R4-  Vi^R),  o  semplicemente  2«K. 


Per  cons^uenza,  trascuraudo  iuflnitesinii  superiori  nel  differenziale  del- 
Tai-ea,  ciò  che  non  altera  il  valore  dell'integrale,  si  vede  che  l'area  r«^r- 
cata  è  \  =  2nfRdS9  dove  ad  R  si  deve  setnpre  attribuire  il  seggio  di  ds. 
Similmente,  se  per  elemento  solido  si  assume  lo  strato  compreso  fra  Tt»- 
lemento  superficiale  ed  i  piani  dei  due  paralleli,  si  vede,  considerando 
tale  strato  come  un  cilindm  di  base  icK*  e  di  altezza  dz  (pi*ojezione  di  da 
sull'assedi  i-otazione),  che  il  volume  chiuso  fra  la  superficie  generata 
dall'arco  ed  i  piani  dei  paralleli  estremi  è  V  =  7r/RV5:.  Nel  porre  i  li- 
miti a  queste  integrazioni  si  deve  tener  conto  del  modo  di  comportarsi 
ilt'Ua  variabile  lungo  l'arco  generatore  PQ,  ed  aver  cura 
ilei  segno  del  differenziale.  Nel  calcolo  di  A  la  variabile  s    J  »- 

è  di  sua  natura  crescente  (se  si  vuole)  da  un  estremo  al-     \~ZlàlBtBm^^ 

l'altro  di  PQ;  ma  se  i  bisogni  dell* integrazione  cnndu-     !   J L 

cessero  a  sostituirle  un'altra  variabih»,  si  dovrà,  se  oc-     !    ;  / 

corre,  scindere  l'integrale  in  altri,  secondo  le  ossei-va-   ;.    V        ^ 
zioni  fatte  (§325)  a  proposito  del  cambiamento  della  va-*  ~ 

i-iabile  d'integrazione.  Se,  per  esempio,  come  avviene  frequentemente 
quando  PQ  appartiene  ad  una  curva  chiusa,  si  sostituisce  ad  ò*  la  varia- 
bile V,  <»  se  questa,  prima  crescente  da  a  fiuo  a  e,  decresce  poi  da  e  a  h. 
l'integrale  2ir  jRe/.v  fra  i  limiti  a  ki  h  ài  z  rappresenterebbe  soltanto  l'a- 
rea generata  da  una  parte  PII  dell'arco  PQ,  mentre  invece  si  ha 


r;  d.  r'  d, 

J      dz  J       dz 


a 


e  le  due  aree  (essenzialmente  positive)  l'appresentano  le  ai'ee  generate  da- 
gli archi  PL  ed  LQ.  Similmente 


\  =  ^  Ìn'dz  +  T:  I  iVdz  : 


((ui  la  seconda  parte  è  ìwgatira,  e  (*osì  dev'essere,  giacche  il  volume  coi*- 
rispomlente  all'arco  LQ  si  deve  sottrante  da  ((uello  che  corrisponde  al- 
l'arco PL. 

87B.  Escnipii:  a;  Per  vm  asttruitU ,  rlie  rota  intorno  ad  una  delle  Hue  tangenti 
mtìeHsionali .  si  ha 

A  =  lir  /  rdn  -  -  Itti    *  /  x'' ^dx  =  -  t:'/'  . 


.'■  .-•» 


cioè  l'area  totale  della  «uperHcio  t^eueraia  ò  i  ^^  dell'area  della  sfera  circoscritta. 


—  ito- 
li voluiiio  del  sulido  limitoto  dalla  siiperiicie  stessa  è  (§  ì36ci) 

V  --^  -iff  A^/v  =  3«a'  f  \\  1  _  / M  =  ?<«<,»     ^  '  ^'      ^  ì'"^""- . 

,/  J  9.7.5.5;  105 

0  n 

/>'  L^urua  dol  catenoide j  fra  il  circolo  dì  gola  ui  un  parallelo  «lualuiiijue  di 
raggio  1/  j  ù  (ricordando  che  j/dx  =  arf«) 

A  --_  i^7r/yr/^  =  "7  /  ^''''*'  ^ *•'*"**  /(«"  +  «    «  +  2)(ix  =  -fra(x  +  yy)  . 

]'ls.sa  ù  dunque  proporzionale  al  segmento  delibasse  di  rotazione ,  staccato  dalla 
normale  a  partire  dal  piano  del  circolo  di  gola.  Ne  segue  che  i  coni  normali  al  ca- 
t.^Qoile,  (!oudotti  dagli  estremi  d*  un  segmento  qualunque  delPasse  di  rotazione, 
di  lunghezza  /;,  staccano  dalla  supertìcio  una  striscia,  la  cui  area  è  A=:frjò;  ed 
il  volume  del  solilo  limitato  dalla  striscia  e  dai  piani  dei  paralleli  estremi  è 

V  =  ir/y*cte  =  VjttA  =  ^^T.a^b  . 

c^  Nelle  questioni  concernenti  la  cicloide  giova  ramninutarsi  (§371,  e)  che, 
8  )  si  prendono  come  assi  la  tangente  e  la  normale  nel  vertice,  il  coefficiente  ango- 
liire  della  tangente  è  dt/ldx=^  tfjyyi^a  —  y).  e  per  conseguenza 

djr.  dy  tls 


V2a  —  y         |/y  V^a 

Così,  per  esempio,  se  un  arco  completo  di  cicloide  rota  intorno  alla  tangente  uel 
Vf^rtice,  esso  genera  una  superficie,  la  cui  area  è 

y(/«  =  l  IT  V  2a  /  Vìf  dy=  ^  ^o  -  . 


cioè  quasi  undici  volte  Parea  del  circolo  generatore  (della  cicloide);  ed  il  solido 
limitato  da  tale  superficie  e  dai  piani  dei  paralleli  estremi  (cfr.  §  {i71,j)  ha  un  vo- 
lume 

na  iti  *  n  '  I 

A'  =z.  27r  I  y'dx  ==  2v:  j  y'  ('2o  —  yf  dy  =  16ira'  /  t^  (1  —  0*  dt  =  it*«'  . 

liiVMiM?.  s»'  l'arco  rota  intorno  alla  direttrice,  si  ottiene  un'area  doppia 


(2fl  —  y)d9  =  82W  ^iiz  lydn^l- 


—  ni  — 

od  il  volume  è  quintuplo ^  giacché,  richiamando  i  risultati 


.^»  — «» 


0 

si  trova  subito 


/  y  c/x  =  »/,  tea*     ,       /  y^dx  =  */,  tea'  , 


Finalmente,  ne  Tarco  rota  intorno  alla  nonnalo  nel  vertice,  birto^a  innanzi  tutto 
osservare  che  la  lunghezza  d'  un  arco  «|ualunque,  con  un  estremo  nel  vertice,  è 


poi,  siccome  nella  cuspide  si  ha  «  =  4a ,  .r  =  fca,  si  ottiene,  integrando  per  parti, 


4a  JCtt  ^J" 


/x(fa  =  4ira*  —  Iwir  =  lira*—  2j/2a  /  KSa^  ydy  ==  4(w  —  V,)a»   . 

Dunque  l'area  della  superficie  generata  è  8  (ir  —  Va)^^'- 

cf)  Cerchiamo  l'area  totale  <l' uno  s/troide  (ellissoide  di  rotazione).  Dall' e- 
quazione  del  meridiano  si  trae 


quindi 


b  ■         '  r  6«(6'  _  y«)  " 


S«»  lo  steroide  è  schiacfiahf  {n  >  ff)  biwta  porre  y  =  6'</Ka*  —  6*  per  ottenere 


4irc6'        r 


,  / .  2lCfl6*      ,        «  4-  |/a*  —  6* 

yi^tU(=  2ira*  +  ^^  log  ^^-^^ 


Quando  il  meridiano  è  lievemente  eccentrico  (come  avviene  per  la  superficie  ter- 
restre) si  ha,  approssimativamente,  A  =  4  (1  —  \.,^'*)ira'.  Invece,  nel  caso  d'uno 
f»t'eroide  aflunycUoj  si  ottiene,  dopo  avere  Bcamhiato  a  con  h  per  rappresentare 
sempre  con  2a  la  lunghezza  dell' anse  focale. 


A  =  1*-  /Va'  -'  (a»  -  6«)y'  dy  , 


^ 


dimodoché ,  posto  y  =  aUI  ya*  —  6* ,  si  trova 

a 

A=  —    /    I/l  — .  ««d/ =  2ic6«  +  -^^— — arccos-^ 


Va'  —  è*  « 


Per  una  lieve  ecceutricità  si  ottiene  il  valore  approssimato  A  =  4(1  4-  7»^*)^^'* 
Dunque  V  area  di  qualunque  sferoide  leggermente  eccentrico  è  approssimativa- 
mente uguale  all'area  della  sfera  tangente  lungo  Vequature,  moltiplicata  per  Iqz*/)^' 
secondo  che  lo  sferoide  è  schiacciato  o  allungato. 

e)  Cerchiamo  V  area  ed  il  volume  d'un  toro  j  cioè  dell'anello  generato  da  iin 
circolo  che  rota  in  tomo  ad  una  retta  del  suo  piano.  Se  6  è  la  distanza  del  centro 
all'  asse  di  rotazione ,  ed  a  ^  ò  il  raggio  del  circolo ,  il  raggio  del  parallelo  è 
R  =  6  -{-  acos 6 ,  e  si  ha  ds  =  arf6  ;  quindi 

A  =  Alza  I  (6  +  aco8  6)d6  =  4ir'«ò  . 
0 

La  superfìcie  ha  due  piani  tangenti  singolari,  dai  quali  è  toccata  lungo  due  paral- 
leli, che  la  dividono  in  una  part«  esterna  ed  una  parte  intema;  e  per  conoscere 
le  aree  A'  ed  A''  delle  due  parti  basta  calcolarne  la  differenza: 


A'  —  A"  =  8wa«  /coserà  =  8ira*  . 


Similmente  il  cilin  irò  determinato  dai  suddetti  paralleli  divide  l' anello  in  due 
parti  j  i  cui  volumi  sono 

V'=  2ira  1  (6 -J-acos 6)'cos6 dd— 2ir«6»    ,     V' =  2wrt  /  (6-fa cos  a)'cosddO -}-2«a6*  , 


«;,7r 


sicché  il  volume  totale  dell'  anello  è 


V  =  27ra  /  (6  -f  aco86)'co8  6d6  =  4wa*6  1  cos'Ocrt  =  2wVò  . 

0  « 

Inoltre 

1%^  J/iW 


V'  —  V"  =  Afeu  I  (6«  +  «•cos*d)cosad6  —  4waò'  =  4wa'  /  cos'OdO  =  "/,ira*  . 

0  0 

Si  noti  che  le  metà  delle  differenze  A'  —  A"  e  V  —  \"  rappresentano  Tarea  ed 
\ì  volupde  d' una  sfera  di  raggio  a ,  e  che  per  conseguenza  non  variano  quandi 


—  443  — 

Inanello  si  allarga  iniefinitamente,  pur  rimanendo  chiuso  ira  i  due  piani  tangenti 
singolari,  supposti  immobili.  Di  questo  fatto  avremo  fra  breve  (§  376)  la  spiega- 
zione. Finalmente ,  se  b  <^a^  la  circonferenza  incontra  Passe,  e  l'area  della  parte 
visibile  della  superficie  diventa 

arcco8(— 6,'rt) 

A  =  4ica  1  (6  -}-  acosOjdO  =  4««6arccos  ( —  i/a)  +  4ica[/a*  —  6*  : 

il  volume  del  solido  limitato  da  tale  superfìcie  è 
areco8(— b.'a) 

V  =  2ita  /(6  +  acose)«co80(/e=2ira*6arcco8(  -ò/a)4-'/,7r(2a*  +  ft«)Ka'  —  ft*  • 

In  particolare  per  0  =  0  si  ottiene  una  sfera  di  raggio  n,  e  si  trova  A  =  4ita*, 

V  =  7,  Ita'. 

/)  Si  faccia  rotare  la  cardioide  r=2acos*  —  in  tomo  al  suo  assedi  simme- 
•^  2 

tria.  Il  raggio  del  parallelo,  per  un  dato  valore  di  6,  è  R  =  r8enO;  Telemento 

A 

lineare  è  (29  =  2acos  —  f/6;  quindi,  poiché  6  varia,  lungo  la  curva,  sempre  in 


un  senso, 


,  /•     ^  0  a  32 

A  =  IGiTtt'  I  cos*  —  sen  —  d6  =  —  ira*  . 
4/22  5 

0 

Per  calcolare  il  volume  totale  del  solido  conviene  assumere  come  variabile  d*  in- 
tegrazione il  raggio  vettore  r ,  che  dalla  cuspide  al  vertice  va  sempre  crescendo  ; 
e  siccome  si  ha 


co8  6  = ,      R  =  rseijO=^ — y^Aar — r*  , 


r  —  a 

a  a 

si  ottiene  subito 


V  =  4  /r'(2a  —  r)(2r  —  a)dr  =  «/jWa'  . 
0 

Come  controllo  riesce  utile  il  paragone  di  questi  risultati  con  quelli  che  si  otten- 
gono considerando,  per  esempio,  la  minima  sfera  circoscritta.  Per  trovare  il  rag- 
gio B  del  minimo  fra  i  circoli ,  che  hanno  il  centro  sulP  asse  di  simmetria  e  la  cir- 
conferenza tangente  alla  cardioide,  basta  osservare  (§  227,/)  che,  dovendo  essere 
RdR  =  0  per  soddisfare  alla  condizione  del  minimo ,  la  corda  dei  contatti  devo 
riuscire  normale  alla  cardioide.  Ne  segue  che  il  raggio  del  parallelo  di  contatto, 
coincidente  col  raggio  R  della  sfera  cercata,  è  uguale  al  massimo  valore  di  rsenO, 
che  si  verifica  per  6=*/^ ir,  sicché,  essendo  r=z^l^a,  il  detto  raggio  è  R='/5i(/3. 
Ora  è  facile  constatare  che  la  sfera  di  raggio  R  ha  un  volume  leggermente  •'supe- 
riore a  quello  del  solido  considerato;  ed  altrettanto  accade  per  le  aree,  quantun- 
que non  si  possa  esseme  sicuri  a  priori.  Il  lettore  potrà  analogamente  calcolare  il 
volume  del  solido  generato  da  una  lumaca  qualunque  r  =  aco8  0-{-ò,  priva  di 


punto  doppio  (£  ^  a),  che  rota  iotopno  al  suo  «jae  di  simmetria;  a  Io  troreri  n- 
fjiiale  a.  '/,n6((i'-j-6'j.  Per  li  <^a  questa  è  ìa  ini.4iira  Htìì  voliim»  compi-cao  fnl* 
Muperfìcìe  generate  dai  due  cappi!  ;  ma  ciascuna  dj  queste  Buperfioìi^,  l'iuluruu  «  IV 
ittemii.  Ijiiiitaiio  'lue  Bolidi,  i  cui  volumi  hotio  rispettivamente 


-6]' 


-  («  +  '-)'  . 


,  A  quenti  risultati  ni  gÌ'ini;H  mi: 
Wrà  data  io  tiiit>  del  §  IIHO. 


nx^oex&tx-l. 


mqj^^^^l 


^71.  Si  consideri  uello  spazio  uà  insieme  di  punti,  costituenti  mia 
porzione  limitata  s  d'una  linea,  d'una  superlicii',  o  dello  stesso  spazio  a 
tre  diineusiom.  Si  dà  il  nome  di  baricentro  di  s  al  iiuuto  fi,  lo  cui  com'- 
dinate  sono  uguali  ai  valori  inedii(§yi:i),  in  *■.  delle  curnsiioiideiiticoor 
■liuate  dei  punti  dì  s.  Se,  pei'  lissare  le  idee,  .1  è  una  liiit 
i.t).^  lii  (i  saranno  (Intt)  dallo  ir-'uagliauze 


=  J,rf, 


=  /W. 


=S"^- 


iu-diu|J 


Siccome  ogni  trasformazione  lineare  essguita  sulle  cooi-dinate  jr,  f/,  ;  dei 
punti  di  «  si  ripete  identicami?nte  su  £.11.  Si  è  chiaro  che  la  po&UioM 
del  baricentro  non  dipende  dalla  scelta  degli  assi.  Notiamo  subito  che,  »e 
una  fìgui-a  possiede  un  piano  di  simmetria,  questo  contiene  il  baricentro. 
Infatti,  se  il  piano  stasso  si  assume  come  piano  Oa-j/,  ogui  elBmeuto  Jd* 
dell'integrale  S  viene  distrutto  da  un  alt™  — zds,  sicché  £^0.  In  pa^ 
ticolare  si  noti  che  t^nì  figura  piana  ha  il  baricentro  nel  proprio  pianu,  e 
che,  se  una  figura  possiede  un  centi-o  di  simmetria,  in  questo  punto  cade 
necessariamente  il  baricentro.  Finalmente  si  osservi  che,  se  una  fìgum 
si  spezza  in  due  parti,  «,  ed  s, ,  delle  quali  si  conoscono  t  baricentri,  G, 
e  G,,  il  baricentro  della  figura  totale  divide  G,G,  nel  rapporto  inverso  di 
*,  ad  s,.  Ciò  si  deduce  subito  dalle  formole  evidenti  ìs^s,s,  +  4,s,.  ME- 

375.  Teoremi  di  G-uldino.  Riprendiamo  le  formole  del  §372,  espri- 
menti l'area  ed  il  volume  generati  da  un  arco  s  0  da  un'area  9,  che  ro- 
tano intorno  ad  una  retta  del  loro  piano.  Se  questa  retta  si  prende  cobi» 
asse  delle  a",  ò  chiaro  che  quelle  formolo  si  possono  scrivere  nel  seguente 
modo: 

Dunque  l'area  ed  il  volume  di  cui  si  tratta  si  otlengOìio  moltiplicane ìtt 
ttiiig/iezsa  0  l'area  detta  figura  (leneratrice  /ìer  la  lunghesza  della  ctrcoH- 
ferenza  descritto  dal  iKu-iccritro  della  /ifpira  stessa;  e  se  si  vuole  soltanto 
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la  parte  di  areao  di  volume,  c<jnippesa  fra  due  piaui  meridiaui,  basterà 
evitleateineute  preiideiN?,  invece  dell'intera  circonferenza,  il  solo  arco  che 
ne  staccano  i  detti  piani.  Ciò  premesso  consideriamo,  più  generalmente, 
un  arco  s  o  un'area  a  in  un  piano  che  si  vada  spostando  nello  spazio  in 
guisa  da  essere  costantemente  normale  alle  trajettorie  dei  suoi  punti.  È 
chiaro  che,  in  queste  condizioni,  uno  spostamento  infinitesimo  si  può  con- 
siderare come  dovuto  ad  una  rotazione  del  piano  intorno  alla  sua  carat- 
teristica (§  275),  e  però  l'area  ed  il  volume  elementari,  in  tal  modo  gene- 
rati da  5  0  da  a,  si  possono  ritenere,  a  prescindere  da  infinitesimi  supe- 
riori, come  misurati  dal  prodotto  di  5  o  di  a  per  lo  spostamento  di  del 
baricentro.  In  uno  spostamento  finitosi  avrà  dunque  A  =  Ssdl  =  sScU, 
Y  =  fadl=cfdlj  vale  a  dire  che  l'area  o  il  volume,  generati  dalla  figura 
che  si  considera,  si  ottengono  hwltìplicando  %  o  a  perla  lunghezza  del 
ca  hi  mino  percorso  dal  ìHspettiro  baricentro.  Questi  teoremi  sono  utili  per 
calcolare  certe  aree  e  certi  volumi,  ma  possono  anche,  inversamente,  es- 
sere utilizzati  per  la  rapida  determinazione  dei  baricentri  di  certe  figure. 

376.  Esempii:  a)  Por  un  arco  di  cntenaria^  simmetrico  rispetto  alla  normale 
nel  vertice,  il  baricentro  G  ai  trova,  su  questa  normale,  ad  una  distanza  t)  dalla 
direttrice,  che  si  cellcola  {C'fr.%  ì)73,  h)  scriveuflo   2inQ.2«  =  2TCrt6,   vale  a  dire 

X\=  —  =?  /jftcot^.  Dunque  G  divide  i^r  metà  il  segmento  che  sulUi  ìiarmale  nel  ver- 

iice  stuccano  le  noi-mali  estreme,  a  partire  dalla,  direttrice.  Invece  per  G',  baricentro 
dell'area  chiusa  fra  il  meclesimo  arco,  la  direttrice,  e  le  ordinate  estreme,  t)  è  dato 
dalla  formola  2inQ . 2ai»  =  ira*6.  Dunque  t\  =  ^j^bcot<pj  vale  a  dire  che  G'  è  il 
punto  medio  di  OG. 

b)  11  baricentro  <l'un  arco  compitato  di  cicloide  stA  sulla  normale  nel  verti- 
ce ,  ad  unu  distanza 


dal  vertice  stesso.  Dunque  (cfr.  §  37.'},  e)  V  area  clie  Parco  genera  rotando  intorno 

32 
alla  base  è  */j7ra.8a  =  —  Tra*.  Seguendo  la  via  inversa,  quando  si  sa  che  il  volu- 
me generato  dalParea  rom])resa  tra  il  detto  arco  e  la  base  è  6:r'a',  si  vede  che  il 
baricentro  di  tnle  area,  evidontomente  situato  sulla  normale  nel  vertice,  sta  ad 
una  distanza  tj  dalla  Ijase,  clu^  si  ralcola  subito  ponendo  5tc''i'  uguale  al  prodotto 
di  2irtl  per  3wa'.  Cosi  si  ottiene  iQ  =  'y^a. 

e)  Sopra  una  circon/f^renza  di  raggio  a  si  consideri  un  arco  LM;  siano  r,6 
le  coordinate  del  baricentro  G  di  LM  rispetto  al  polo  0,  centro  della  circonfje- 
renza,  ed  alPasse  OL.  Per  un'os.^orvuzione  fatta  nel  §  374  si  sa  che  G  sta  sulla 
bisettrice  dell'angolo  LOM;  «juinli  la  definizione  del  baricentro  dà 

e 

_  '  9        A  seu6 

2ad.r  =  2  I  acosQ.arfo  =  2a  sen  0     .     cioè     r=  a 


.r  =  2  /  acos9.arf9  =  2a'8en  0     , 


0 


Dunque  (§  190,  U)  il  luogo  ilti  baricentri  i/cj/i  nrchi  d'una  cìram/erfita,  con  un  « 
eaiaune  L,  è  una  eocUoiiU,  c/m  ha  U  vertice  in  L,   ed  il  [lolfi  nel  emiro  detta  eiremft- 
reaza.  K  ]ier  questa  proprietà  che  la  cocteuide  viene  iitUitsata  nei  tracciati  par  11 
costrusicioe  delle  volte  *.  Se  si  fa  attenzione  ni  modo  di  a]>oatar9Ì  di  Q  quando 
percorre  la  circonlereaza  udu  o  più  volte,  sempre  ìu  un  senso,  ÌiideH.DÌtsjii6iit& 
facile  renderai  conto  della  forma  e  delle  proprietà  della  l'octeoide.  St>  pc 
il  baricentro  Q'  del  settore  circolare  T.OM,  ai  ha 


;/> 


■■/.»'■ 


e  però  Q'  divide  OG  nel  rapporto  di  ^  ad  1, 

li)  Per  determinare  rapidamente  il  baricentro  d'una  «Tni-ciro<n»/erf«M 
raggio  a  boatajisservare  che  questo  punto,  evidentemente  situato  sul  diametro 
perpendicolare  alla  corda,  si  trova  ai  una  distanza  t)  dal  centro,  tale  ube  la  mol- 
tiplicazione di  2ni)  per  ita,  lunghezza  della  ae  mi-circo  nf e  re  o  Ka ,  deve  produrre 
l'area  iva'  della  afera  di  raggio  a.  Dunque  Ti  =  2ii/n.  Similmente  per  un  tini- 
circolo,  ponendo  il  volume  */»f'*  "g"^'^  *'  prodott-o  di  2^11  per  '/,na',  «rea  ilei 
aemi-circolo,  ai  ottiene  subito  ■(l  =  4aj'àlt.  Più  geaeralmentB  si  ritrovano,  nello 
«tesso  modo,  i  risultati  del  precedente  esempio,  dopo  aver  ricordata  dalln  Geome- 
tria elementare  che  l' area  della  calotta  ed  il  volume  del  settore  sferico,  genentti 
dall'arco  IM  e  dal  settore  LOM,  nella  rotazione  intorno  ad  OL,  sono  2niiA  e 
\,«aVi,  dove  h   è  l'altezza  a(l  — cos28). 

e)  La  superficie  del  lom  (c/r.  §  37i( ,  e)  definito  dal  raggio  a  del  circolo  ge- 
neratore e  clalla  distanza  b  (maggiora  di  a)  del  centro  del  ciroolo  aU'a«se  di  rota- 
zione, è  2itrt.2«6^47r'ai);  il  volume  è  na*.2ltb:=2n'a'b.  Più  generalmente  la 
superficie  laterale  ed  il  volume  d'un  lubo  (§  279,  6),  fra  due  piani  qualunque,  per- 
pendicolari alla  linea  dei  centri,  aono  2ira/  e  luoV,  se  con  l  ai  rappreseiita  la  lun- 
ghezza dell'arco  di  questa  linea,  terminato  ai  piani  stessi.  Cosi,  più  geueralmenlv 
ancora,  la  superficie  laterale  ed  il  volume  d'  una  barra  prlinitivamentu  cilindrici, 
che  ai  deforma  (Hettendo  v  torcendo  la  linea  dei  baricentri)  in  gul:<a  che  sia  oon- 
servata  l'area  della  sezione  trasversale,  sono  invariabili  in  tutte  le  Ibrme  die  U 
barra  va  assumendo,  fino  a  diventare,  per  esempio,  un  anello,  mercè  la  nutrioas 
deUe  baai. 

/)  Consideriamo,  per  finire,  una  clotoide,  interessante  curva  immaginata  * 
per  discutere  i  fenomeni  della  difi'razione.  Le  coordinate  d'un  punto  quulunqiit 
>oiio  gli  integrali  di  Fremei 


Vi 


fw''  ■  '^àf 


Vi 


*  Vedi,  per  tfBeni[)io,  il  Colin  de  canstruclion  di  N.  il*  Vo>.  t 

*  Corou,  Journal  de  Pht/iique,  l«:4.  p,  ». 
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che  non  si  sanno  esprìmere  in  forma  iinita,  ma  dei  quali  già  conosciamo  (§  365,  /) 

i  valori  per  9  infinito  :  x  =  y  =  c  =  a/2  |/ir.  Si  vede  subito  che 

dyjdx=tgffj  sicché  9  è  l'inclinazione  della  tangente  sulPasse  Ox; 

e  però ,  crescendo  9  da  zero  air  infinito ,  la  curva  esce  dair  origine 

tang'enzialmente  al  detto  asse  per  andare  ad  avvolgersi  assintotica-        ó 

mente  in  tomo  al  punto  (e  fC),  mentre  la  sua  curvatura  cresce  proporzionahnenle  al- 

Varco: 

s 


^f^^.y^    ,    l  =  'i?  =  JL. 

,/    I/o»  p        ds        a* 


La  ibriiia  della  curva  mostra  chiaramente  che  x  ed  1/  tendono  a  e  oscillando  in- 
definitamente intomo  a  questo  valore;  ma,  per  conoscere  le  posizioni  dei  punti 
della  clotoide  rispetto  al  punto  assintotico  Q,  è  indispensabile  il  calcolo  appros- 
simato degli  integrali  *  di  Fresnel.  Cosi,  per  esempio,  se  si  divide  l'arco  OQ  in 
infiniti  archi  OP^ ,  PjPj ,  P^P,  ,  P^P^ , . . . ,  tutti  uguali  a  2c,  le  coordinate  dei 
punti  Pj ,  Pj  ,  P,  ,  P^ , . . .  sono,  prendendo  e  come  unità, 

j:  =:  1,6(50...  .  0,i»77...  ,  1,212...  ,  0,997...  ,  ... 
y  =  0,H7o...  ,  0,686...  ,  0,901...  ,  0,840...  ,  ... 

Si  noti  che  P^  è  il  punto  più  distante  dall'anse  Oy,  che  P,  è  il  punto  più  vicino, 
sull'arco  P,Q,  all'asse  0.c;  ecc.  Occupiamoci  ora  della  determinazione  del  bari- 
centro d'un  arco  qualunque  OM.  Le  coordinate  d'un  tal  punto  sono,  in  virtù 
della  definizione , 

Se  con /si  rappresenta  l'uno  o  l'altro  dei  simboli  oo*,  /fcn,  si  ha,  ponendo  <};  =  /0» 
ed  eseguendo  l' integrazione  rispetto  a  6 . 

poi,  assumendo  ^9  come  variabile  d'integrazione,  ed  integrando  per  parti,  l'ul- 
tima espressione  si  trasforma  in 


*  Una  tavola  dei  valori  di  quesli  integrali  si  trova  uelle  Oeuvre»  compUtes  di  Fresnel,  t.  1. 
p.  319.  Vedi  anche  una  Memoria  di  Ahria  sulla  (lifìTrazione  della  luce  nel  Jovmal  de  Uoutiìle^ 
1849,  p.  248.  Quanto  ai  varii  procedimenti  immaginati  per  calcolare  gli  integrali  di  Fresnel,  il 
lettore  potrà  consultare  le  Legous  d' Optique  physique  di  Verdet,  t.  I,  p.  328. 
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u  fìiiHlmeut'e ,  ponendo  Huceessivameute  cos  e  écu  al  posto  di  /,  si  ottiene 

4  =  •'-  —  psen 9     .     ti  =  ♦/  —  p(l  —  CO89)  . 

]>unciii«  il  baricentro  dell'  arco  OM  ata  sulla  circonferenza  osculatrice  in  M,  al- 
r  estremità  inferiore  del  diametro  perpendicolare  alla  tangente  in  O.  Ora  siano 
(ì,  e  Gj  i  baricentri  degli  archi  OM^  ed  OM,,  e  si  noti  che,  per  P osservazione 
fatta  in  fine  del  |5  «*^74,  U  baricentro  G  dell'arco  M^Mj  cade  in  un  punto  della 
rt^tta  Gj(t,,  definito  dalla  proporzione 


(i,U,        ».  — », 

GGj 

"t         Pi 

ovvero 

G/t                                                                                                                                                                                                                          Xj 

GG, 

*i         Pi 

l)uii4Uf*  //  hariatntro  d'un  arco  t/udìtiwjue  di  chdoide  i  U  ceìUm  di  ifimiìilndine  diretta 
dei  circoli  osciUattrri  neijli  estremi.  Osserviamo,  i>er  finire,  che  se  gli  estremi  d'un 
arco  corrispondono  a  valori  di  9,  multipli  di  2ir,  i7  baricentro  dell* arco  cade  tvìfa 
corda  :  ed  in  particolare ,  se  uno  degli  estremi  è  V  origine ,  il  baricentro  cade  nel- 
r  altro  estremo. 


:^77.  Aree  Liniilaiidoci  alle  superficie  usuali  ammetteremo  come 
evidente  che  qualunque  particella  infinitesima  della  superficie  si  possa 
considerare  come  situata  nel  piano  tangente.  Ogni  elemento  dxdy  nel 
piano  Oxy  è  la  projezione  ortogonale  d'una  particella  della  superficie,  la 
cui  area  si  può  assumere  come  elemento  dell'area  A.  Questo  elemento  è 
dunque  misurato  dal  quoziente  di  clrdy  per  il  coseno  dell'angolo  che  il 
piano  tangente  alla  superficie  fti  col  piano  i)xy\  e  per  conseguenza  (?^200) 

si  ha  

\  =  SSV  !+;>*  +  <i'd^^dii ,  (10) 

estendendo  l'integrazione  a  tutt<i  le  coppie  di  valori  di  ìp  e  di  y,  corri- 
spondenti a  punti  situati  in  quella  porzione  di  superficie,  di  cui  si  vuol 
valutare  l'area.  Questa  formola  contiene  quella  del  ,^372  come  caso  par- 
ticolare. Intatti,  nel  caso  d'una  sup(^rlici(»  di  mtazione,  posto  l/a?'4-y*=H. 
z  =  f\\i),  si  ha 

P  =  Y^  /VK)    ,    7  =  ~ ./"(  H)    ,    p'  +  9'  =  /\k)  ; 

([uindi,  passando  (nel  piano  (U'//)  dalle  coordinate  cartesiane  alle  polari, 


ma  se  si  vuole  l'area  chiusa  in  una  curva  qualunque,  tracciata  sulla  su- 
perficie, bisogna  fermarsi  ad  A  =  //R^/Oé/,v,  e  ciò  equivale  a  prendere 
come  elemento  di  A  l'area  della  particella  limitata  sulla  superficie  dai 
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meridiani  6  e  9  +  M,  e  dai  paralleli  R  ed  R  +  dR.  Tale  area  si  può  in- 
fatti considerare  come  quella  d'un  rettangolo,  i  cui  lati  sono  gli  elementi 
lineari  ds  ed  RdO  del  meridiano  e  del  parallelo. 

378.  Esempii  :  a)  Per  calcolare  l'area  d*uii  pezzo  qualunque  di  superficie  sulla 

sfera  a5* +  y' +  2'  =  a*,  la  (10)  dà  la  forinola  unica  A=:  /  /  —  dxdy^  in  cui 

rimane  soltanto  da  stabilire  i  limiti,  volta  per  volta,  secondo  il  contomo  del  pezzo 
di  superficie  che  si  considera.  Se  si  vuole  Tarea  totale  della  sfera,  si  ha,  calcolan- 
done la  sola  ottava  parte,  situata  nella  regione  delle  coordinate  positive, 

dx    I     —  =  4ira  /  dx  =  4ira*  . 

0  0 

Veramente  nel  caso  della  sfera  è  preferibile  adoperare  P ultima  formola  del  prece- 
dente paragrafo,  che  diventa  Az=a*JJcos^d(pd^:  questa  si  può  anche  diretta- 
mente dedurre  dalla  formola  data  in  principio ,  tenendo  conto  delle  relazioni 

a;  =  acos9cos4'  ,  y  =  asen9cos4'  ,  2  =  a8en^  , 
per  le  quali  si  ha 

ma  bisogna  aver  cura  di  far  si  che  V  elemento  dell*  integrazione  si  mantenga  posi- 
tivo. Cosi,  per  esempio,  quando  si  calcola  Tarea  totale  della  sfera,  tale  scopo  si 
raggiunge  limitando  la  variazione  di  ^^  da  0  ad  ^/, ir,  e  scrivendo 

A  =  2a»  1^9 /oos4;d<|'  =  2a* /d9  =  4ira» . 

0  0  0  . 

Se  si  volesse  invece  far  variare  4^  da  0  a  ir ,  basterebbe  far  variare  anche  9  da 
0  a  tr ,  e  si  dovrebbe  scrivere 

A  =  2a*  jdff  / 1  cos4/ 1  d^;  =  4a*  1  d^  =  4ira>  . 
00  0 

b)  Ora  proponiamoci  di  valutare,  sulla  medesima  sfera,  Parea  chiusa  nella 
curva  (§  368 ,  j)  di  Yiviani.  Questa  si  projetta  sul  piano  Oxy  secondo  il  circolo 
y*  =aj(a  —  x),  ed  è  simmetrica  rispetto  al  piano  Ox«;  quindi 

y«(rt-«) 

'^  '       X 

dx  . 


dx    I     —         ^  ==2a/ arcsenl/ — ^ — 

J       J/a*— x«— y*  1^  f     a  +  x 


57 
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Se  con  6  si  designa  l'arco  che  comparisce  sotto  l'ultimo  integrale,  si  ha  x=:at^t 
e  r  integrazione  per  parti  dà  (§  B24 ,  d) 

/Orfx  =  6x  —  a/tg'OrfO  =  — -  (6  —  senOcosO)  -f  costanU  . 

cos  0 

Dunque,  poiché  6  va  da  0  ad  ^j^iz  quando  a;  va  da  0  ad  a,  si  vede  che  A=: 
(tc  —  2)a*.  Molto  più.  rapido  è  il  calcolo  quando  si  fa  uso  delle  coordinata  polari* 

A  =  2a*  /  (f9  /  cos^^rf^  =  2a*  /  (1  —  sen9)rf9  =  (ir  —  2)a'  . 

0  *^  0 

cj  Cerchiamo  di  calcolare  l' area  totale  d'  un  ellissoide.  Dall'  equazione 


a 


si  deduce 


c*x 


dove  con  e  ed  tj  si  designano  le  eccentricità  delle  sezioni  fatte  nelF  ellissoide  dai 
piani  Oxz  ,  Oyz,  La  formola  (10)  ci  dà 


e*x*       ti\v* 


'="//V  v_irr''*' 


a' 


dove  r  integrazione  va  estesa  a  tutte  le  coppie  di  valori  positivi  delle  variabili , 

soddisfacenti  alla  relazione  — ;  -4 :  ^  1.  Se  si  rappresenta  con  t  il  radicale  sot- 

toposto  all'  integrazione ,  si  trova  facilmente 


c'-o^'+c- V)  !-!=<'- 1 . 


e  si  è  condotti  a  porre 


con  6  variabile  da  0  qà  ^j^iZj  e  t  da  1  all'infinito.  Prendendo  tei  come  var 
riabili  d' integrazione ,  l' integrale  precedente  si  trasforma  (§  888)  in 


// 


Ht ,  6) 


tdtdi  . 


Intanto,  se  per  brevità  si  rappresentano  con  9(0  e  ^{t)  i  valori  d^i  radioidi  c|i« 


compariscono  nelle  espressioni  di  x  e  di  y  j  sì  trova 

^  =  a9'(0cose  ,  j|  =  64;'(0sen0  ,  -^^  -  a9(OsonO  ,  ^  =  64;Wco86. 
Dunque 


1       0 


dopo  avere  osservato  che,  essendo  crescenti  le  funzioni  9  e  ^^  sono  positive  le 
loro  derivate.  Ora,  poiché  (§  326,  «)  gli  integrali  di  cos'OaO  e  8en*6d6,  fra  i  li- 
miti 0  ed  7t^»  f^no  uguali  ad  Vv^j  ***  ^^* 


A  =  2iraZ>  /  j  9'(0+(0  +  9{t)W)  |  ^^'  ' 


ossia,  finalmente. 


'%  ('*-  e')l/(<'  -  6')(/*  -  tj')     »/  («•-ti')|/(t'  -  £')(<•  -  ti') 

Più  oltre  non  possiamo  andare,  nel  caso  generale,  |)oichè  ci  troviamo  in  presenza 
di  integrali  ellittici;  ma  per  e=tl  e  per  iq^=0  ricadremmo  sulle  formole  (§  373,  d) 
relative  allo  sferoide,  rispettivamente  schiacciato  o  allungato.  Finalmente,  quando 
l'ellissoide  non  è  che  lievemente  eccentrico,  lo  sviluppo  in  serie  dà 

A  =  4ira6|l- V/6*  +  V)+  ...|; 

e  poiché  e*  =  oò  1 1  —  Vj(®*  +  "0*)  +  •  •  •  I  »  approssimativamente  si  ha  * 

d)  Per  calcolare  con  sufficiente  approssimazione  Parea  d^un  ellissoide  é  ne- 
cessario servirsi  delle  tavole  (adoppia  entrata)  di  Legendre,  e  per  questo  fa  d'uopo 
ridurre  la  precedente  espressione  di  A  ad  una  combinazione  delle  forme  tipiche  F 
ed  £.  Posto  s  -=  sena ,  Y]  =r  Arsena,  dimodoché 


a  y/l^  —  c^ 
01      a*  —  e* 


are  cos  — 
a 


la  sostituzione  <=  e/sen9  trasforma  la  suddetta  espressione  nella  seguente: 


2itaò( 

(cos 

senaf 


.,  rl_^?^.^  +  (1  _  fc.sen'.)  f'- tt  j 

*/    oo8«9 yi^k^ sen*9  %  (1  —  Jk« sen*9) K  1  —  A* sen«9  ' 


-    *  Per  la  Yalatazione  approssimata  delKarea  dell*ellis80ide  vedi  il  Càlcul  integrai  di  Bous- 
•inesq,  p.  78*,  ed  una  Nota  di  Peano  nei  Rendiconti  dei  Lincei,  ISQO,  p.  317. 


(§  368,  h)  il  valore  del  primo  integrale: 


Ora  l' integracione  per  parti  ci 

v 


'  I  —  il-' 

e  valore  del  luedeainio  iulegrale, 


1  -  fc'Ben>  •'„  (1  -  t'tìen'9)Kl  -  t'^en'? 

/^^ rfip E(t,y)  t'aenycosy 

- ,  (l  —  i-=Beii'(p)Kl  —  t'aen'ip       ^  —  *'       {1  —  t')k'l  -  i'aen»9  ' 


= con»» .  Fft ,  a)  +  fien'oi .  E(t ,  a)  -f  stìnacoBOt.  K 1  —  t»8. 

H  finalmente,  sostituendo  a  it  e  ad  a  le  loro  espresaioni  in  t'vmzione  di  a  ,b,n,  «i 
giunge  alla  formiila  di  Legetuire  ; 

Qui,  come  eaercizio,  proponiamo  al  lettore  di  dimostrare  che,  se  a'^i'  +  a*, 
l'area  è  misurata  da  na*  +  ni'E  +  Ko'F,  dove  £  ed  F  sono  gli  integrali  oom- 

fleti,  relativi  al  modulo  1/  1  —  f  —  I .  Cosi,  per  esempio,  se  <t';6':c'  ^  8:2:1, 

ai  trova  A  =  TO'.2,5362092a... . 

379.  La  forinola  (10)  può  servire  a  dimostrare  *  che .  aualogameata  A 
ciò  che  avviene  (§  19?)  per  le  curve  piane,  se  dalla  superficie  si  stacca  nn 
[ìGZZO  inOnitesiino  <;  intoruo  ad  un  punto  M ,  il  valore  della  curvatura  to- 
tale K,  in  M,  è  il  limite  del  rapporto  all'wrea  A  di  i;  dell'aM^oto  solido 
w,  compreso  fra  le  normali  elevate  alla  superfìcie  lunifo  il  contorno  di  {, 
({uando  s  tende  a  ridursi  all'unico  puuto  M.  La  curvatura,  supposta  con- 
tinua, sia,  per  fissare  le  idee,  positiva  in  M;  e  <;  si  prenda  abbastanza 
piccolo  pei-chè  in  oyni  suo  puuto  sia  K>0.  Alle  variabili  x  ed  y,  aella 
formola  (10),  possiamo  sostituire  p  e  j ,  le  quali  sono  iudipeuduati ,  pac- 
che (§§180,  202) 


|,      ,     =(l  +  ?''  +  7')'K>U  . 


*  Vedi  aucbs  Geo» 


JJ{l  +  p'  +  5'}''  'K         ^J  ./  (1  +  p'  +  g*/'' 


Ciò  premesso,  iit  (10)  dà  (§  a 

aesignando  eoo  x  uu  valor  medio  fra  quelli  che  K  assume  iu  ^.  D'altra 
parte  si  costruisca  uu  cono,  ie  cui  geuei-atrici  siau  parallele  alle  aormali 
condotte  alla  superficie  lungo  il  contorno  di  ?.  Per  defìuizioue,  l'augolo 
solido  compréso  fra  queste  normali  è  misurato  dall'area  w,  che  il  cono 
stesso  intercetta  sulla  sfera  di  raggio  1,  col  centro  uel  vertice;  e  poiché 
la  curvatura  di  questa  sfera  è  dappertutto  uguale  ad  1,  la  formola  prece- 
dente dà 


-fj 


col  medesimo  campo  d'integrazione.  Ne  segue  A  = 
tendere  ad  M  di  tutti  i  punti  di  <;, 


;  quindi,  in  M,  col 


K  = 


^limx  =  li 


380.  Volumi.  Se  si  tratta  di  calcolare  il  volume  V  del  solido  com- 
preso fra  un  pezzo  di  superficie,  il  ciliiidi-o  che  ne  projetta  ortogonalmente 
il  coutorno  sul  piano  Oxy,  e  questo  piauo  stesso,  si  può  ((,■/>*,  g3»ì9)  assu- 
mere come  elemento  di  V  l'analc^o  volume,  relativo  ad  un  elemento  della 
superfìcie,  il  quale  volume  è  misurato  dalla  base  dicdy  per  1'  altezza  s. 
Adunque  si  ha 

\'=SSzdrdy,  (11) 

dove  z  è  una  fuuzioue  di  a-  e  di  y,  data  dall'equazione  della  superficie. 
Più  generalmente  si  può  decomporre  un  solido  qualunque  in  elementi  in- 
finitesimi dei  terzo  ordine  dxdydz,  e  fondandosi  sulla  definizione  dell'in- 
t^rale  multiplo  si  può  scriverò 


\  =Ì'SS<^xdyd'.  , 


(12) 


dove  le  successive  intograzioui  si  debbono  eseguire  entro  lìmiti  conve- 
nienti, da  stabilire  volta  per  volta  secondo  la  forma  del  solido.  Se,  per 
esempio,  questo  ha  la  forma  descritta  in  principio,  si  può  sempre,  dopo 
aver  (Issati  x  ed  y,  eseguire  l'integrazione  di  dz,  da  cui  risulta  il  va- 
lore di  3  in  superficie,  dimodoché  si  ricade  sulla  (11).  Può  anche  darsi 
che,  fissando  invece  z,  si  conosca  il  risultato  s(;)  dell'integrazione  di 
dxdy,  sia  cioè  nota  l'area  della  sezione  piana  fatta  nel  solido  alla  distanza 
s  dal  piano  Oj7p/.  In  questo  caso  la  determiuazione  di  V  è  ridotta  ad  una 
integrazione  semplice 

V^J'i7(:)d*-.  (13) 


ciò  equivale  a  decomporre  V  in  elemeutì  ialini  tesimi  del  primo  ordine, 
considerando  a(s)(tz  come  il  volume  d'-llo  strillo  che  determinano  oel  so- 
lido ì  pinni  z  e  z  -'f-  dz,  come  si  è  già  fatto  nel  caso  particolare  delle  su- 
perficie di  rotazione,  perle  finali  è  <j{z)  =  'k\V.  Infinite  altre  decomposi- 
zioni dì  V  in  elanteuti  infinitesimi  dot  terzo  ordine  si  possono  immagiBi- 
re;  ed  è  notevole  quellii  (§^10,  b)  che  nasce  dall'uso  delle  coordinate  po- 
lari: le  sfere  definite  dai  raggi  r  ed  r  +  dr.  j  piani  comspondeuU  ai  va- 
lori 7  e  9  +  ^9  delia  longitudine,  ed  i  coni  determinati  dai  valori  ^  e 
'^  -l-  ''4'  della  latitudine  limitano  un  solido  infinitesimo,  che  differisce  per 
infinitesimi  superiori  dui  parallelepipedo  rettangolo,  i  cui  lati  sono  rfr, 
r  I  cosit^  I  <lf  ,  '■''4'-  ■'''  giunge  cosi  alla  formola 

che  si  può  anche  (§  338)  dedurre  dalla  (12)  per  via  analitica. 

381.  Ad  un'altra  decomposizione  in  elementi  del  secondo  (c/>:  §  360) 
ordine  si  giunge  quando  si  vuole  calcolare  il  volume  V  del  solido  com- 
preso fra  un  pezzo  di  superficie  ed  il  cono  che  da  un  punto  ne  projetta  il 
contorno.  Messa  l'origine  nel  centro  di  projezione,  è  naturale  assumere 
come  elemento  di  V  il  volume  del  cono,  colvertice  nell'origine,  che  ha 
per  base  (§377)  l'elemento  di  superficie  Kl  +  p'  ~\-  q'dxdy.  Siccome  il  vo- 
lume dì  questo  cono  è  misurato  dalla  terza  parte  del  prodotto  dell'area 
della  base  per  l'altezza  (distanza  dell'origine  al  piano  tangente),  si  ha 


V  =  'liSS{'^  —  px~  qy)iLr.dg  , 


(lE) 


cambiando,  se  occorre,  il  segno  dell'elemento.  Cosi,  pei'  esempio,  per  cal- 
colare il  volume  compreso  fra  una  superficie  di  rotazione  ed  i  coni  che  ne 
projettano  due  paralleli  da  un  punto  dell'asse  di  rotazione,  si  trova  (§377) 
la  formola  V  =  ';'jiti'(tìrf:  — sdR).  Questa,  in  coordinate  polari,  se  ai  di- 
rige l'asse  polai'e  secondo  l'asse  di  rotazione,  prende  la  forma  sempIiiMS- 
siiua  V^7»"i'''''^'^'^^^t  '^^^  ^'  P""  anche  dedurre  dalla  (14).  Del  resto 
l'ultima  formola  non  differisce  sostanzialmente  dalla  formola  data  nel 
§372,  ed  a  questa  si  riduce  quando  si  aggiunge  ai  due  membri  il  volume 
del  cono,  che  ha  per  base  il  parallelo  variabile,  di  raggio  R,  ed  il  vertic« 
nel  polo: 


882.  Esempli:  (0  'l  volume  totale  Ab]ì' eUUioùk  -i-f-T",  +  —  =  1  * 
V  =  8  /   Cidxdy^-Boj  jy  i  —  ^^  —  L^djùdy  , 
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vale  a  dire,  scrivendo  i  limiti  d«lle  successive  integrazioni, 


=  ^j  ^jV^-^-T^'^- 


Per  y  =  —  i  ya}  —  x*  V  integrale  di  destra  8i  trasforma  in 
a 

'(•-p)/''~**-'''4-^)- 

0 

W 

Dunque  V  =  2ir6c  1(1 Adx^=^l^*Kahc.  A  questo  risultato  si  giunge  più 


ra- 


f 
pidamente  mediante  la  (15)  : 


Neil' un  modo  o  nell'altro,  o  pure  {cfr.  §  371  ,y)  calcolando  prima  (7(2)  per  ado- 
perare la  (13),  si  trova  più  generalmente,  per  qualunque  numero  positivo  n,  quo- 
ziente d'un  numero  pari  per  un  numero  dispari,  che  il  volume  del  solido  limitato 


X*        y*        z** 
dalla  superficie 1--^^ — 1 =  1  è 


^        JL        ±        i.       4^ 
In  particolare  il  volume  chiuso  nell'asteroide  solido  x^'^-  y'  +  z'=  a'  è  --—  a'  , 

cioè  poco  più  della  dodicesima  parte  del  volume  della  sfera  circoscritta. 
b)  Per  un  ellissoide  dato  mediante  l' equazione 

ax*  -f  by*  4-  cz^  4-  2/yz  -j-  2yzx  -f  2Axy  =  1 

è  conveniente  l'uso  della  formola  (13),  perchè  la  sezione  piana,  fatta  alla  distanza 
z  dal  piano  Oxy ,  è  rapi)resentata  da  un'  equazione  della  forma 

a'x«  +  b'y'  +  c'  +  2/ V  +  2y'x  +  2^'xy  =  0  , 

e  si  sa  (§  371,  h)  che  la  sua  area  è  (J(z)=z  —  irD'/(a'6'  —  /*'  )  '*.  Ora,  fissato  z,  dal 
paragone  dell'  equazione  della  curva  con  quella  della  superfìcie  risulta 

a'  =  a  ,  b'  =  b  ,  h'  =  h  ,/=/z  ,  g'  =  gz  ,  c'  =  cz*  — 1  ; 


poi 


D'  = 


a     h     (j 
h     h     f 

g   f    <"• 
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z*  =  z*D  —  (dò  —  h^)  , 


e  per  conseguenza 


ir        /  s*D    \  r' 


2ita 


8j/a6  — A« 


+  V,Z<7(2). 


I  limiti  dellMntegrazione ,  per  Y,  sono  evidentemente  le  radici  di   ar(z),   cioè 


-V 


od— ^* 
D 


.   Dunque  V  =  4ir/3KD. 


cj  Proponiamoci  di  calcolare  il  \)olwn\t  comwnt  a  due  cilindri  circolari,  ì  cui 
assi  s' incontrano  ad  angolo  retto.  Sia  a  il  raggio  del  cilindro  più  grande ,  ka  il 
raggio  del  più  piccolo.  Si  prendano  come  assi  delle  y  e  delle  z  gli  assi  dei  due 
cilindri,  sicché  questi  abbianole  equazioni  x*-j-s*=a* ,  x*-|-y'=ikV.  Il  volume 
cercato  è 

ka    J/*«a«-«t  ka 

V  =  8  r  iyà^^^'dxdy  =  8  r|/(a«  —  x«) (*'a«  —  x.«)<ix  , 


0        0 


ossìa,  ponendo  a;  =  X;asen9, 


V  =  8ik*a'  I  yi  —  k*  sen'9 .  cos'^rf^  . 


L*  integrazione  per  parti  dà 


/  J/l — fc'sen'^.cos'^rf^ 

=-K  1 — ik'sen*9.cos9sen9-|-  /  (  r  ^ — A:*sen*9  -| — )sen*9dy  . 

J  ^  |/l— jk'sen'y/ 

L*  espressione  sottoposta  all'  ultima  integrazione  si  trasforma  facilmente  in 

1  -I-  jk'    /• 1 ifc* 

—  2^1  —  fc*8en*9.cos»9  -{ -\—  yi  —  ik'sen'9 -  . 

^  Jk«J/l  — *'8en*9 

Dunque 

VjW  i/,ir  i/,tr 

3Jk*  /  Kl  — ^•8en«9.cos'9rf9  =  (1  +  ik*)  /  |/l  —  ik«sen*9d9  —  (1  —  A:')  /  ^^— 

*^  %  •(  l/l— teseli 


e  finalmente 


V=  7, a» I (1  +  A;*)E(Jfc)  —  (1  —  it*)F(ik) |  . 
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In  particolare j  se  i  due  cilindri  sono  uguali,  Y  =  ^l^{2ay.  Nel  caso  generale  si 
ha  (§§  857 ,  868) 

„  ,  •/  ik'        7fc*  \ 

sicché,  col  tendere  di  X:  a  zero,  V  tende  ad  essere  misurato  (come  era  da  aspet- 
tarsi) dal  prodotto  della  sezione  izk^a*  del  piccolo  cilindro  per  la  lunghezza  2a  del 
segmento  intercettato  sul  suo  asse  dalPaltro  cilindro.  Invece,  per  k  vicinissimo  ad 
1,  il  volume  è  approssimativamente  uguale  a  ^j^k{2af. 

d)  Date  due  rette  perpendicolari ,  che  non  s' incontrano ,  si  consideri  un 
segmento  rettilineo  costante ,  che  si  sposti  appoggiandosi  per  gli  estremi  alle  due 
rette.  Rappresenti  2a  la  distanza  fra  queste  rette,  ed  a  1*  inclinazione  (costante) 
della  retta  mobile  sulla  comune  perpendicolare  alle  rette  fisse,  dimodoché  sia 
2ajcosa  la  lunghezza  del  segmento  mobile.  Si  ponga  l'origine  sulla  comune  per- 
pendicolare, ad  eguale  distanza  dalle  rette  fisse,  e  parallelamente  a  queste  si  diri- 
gano gli  assi  delle  x  e  delle  y.  Scelti  in  tal  modo  gli  assi ,  V  equazione  della  su- 
perficie è 


(a--2)«       (a  +  z) 

e  per  conseguenza  ogni  sezione  fatta  nella  superficie  con  un  piano  perpendicolare 
all'asse  delle  t  è  un'ellisse,  che  per  2  =  0  è  una  circonferenza,  e  per  z  =  zha 
tende  a  convertirsi  in  un  segmento  rettilineo  collocato  sull'  una  o  sull'  altra  delle 
rette  fisse;  gli  estremi  dei  due  segmenti  sono  punti  singolari  della  superficie.  Fis- 
sato per  z  un  valore  fra  — </  ei  a,  l'ellisse  corrispondente  ha  i  semi  assi  (a— z)tga 
ed  (a  -\-z)tga;  e  poiché  la  somma  di  questi  è  costante,  ne  risulta  (§  227,  e)  che 
l'inviluppo  delle  projezioni  di  tutte  le  analoghe  ellissi  sul  piano  Oxy  è  un'aste- 
roide. In  altri  termini  la  superficie  generata  dal  segmento  mobile  è  tutta  chiusa 
in  un  ciliniro  di  altezza  2a,  che  ha  per  sezione  retta  un'asteroide;  ed  i  quattro 
segmenti  curvilinei,  secondo  i  quaìi  essa  tocca  la  superficie  laterale  del  cilindro, 
costituiscono,  insieme  ai  segmenti  rettilinei  collocati  sulle  rette  fisse,  come  un  te- 
traedro, forma  schematica  del  solido  generato.  Siccome  l'area  dell'ellisse  (§  871,  g) 
corrispondente  ad  un  valore  qualunque  di  z  è  or(2)^ir(a'  —  2')tg*a,  si  trova  su- 
bito come  valore  del  volume  del  detto  solido 


V  =  2irtg*a  /(a*  —  z*)dz  =  V,ira»tg'( 


cioè  ì  Yq  ^^^  volume  del  cilindro,  giacché  questo  volume,  misurato  dal  prodotto 
dell'altezza  2a  per  l'area  (§  371  ,j)  della  sezione  retta  '/«^(Satga)',  è  8ira'tg*a. 
e)  Consideriamo  il  lìwgo  dei  punti,  tali  che  la  somma  delle  inverse  delle  loro  di- 
starne alle  facce  d^un  tetraedro  regolare  sia  nulla.  Siano  Q©  »  Qi  »  Q»  »  Qj  1  vertici  del 
tetraedro ,  e  g^  la  distanza  fra  un  punto  qualunque  e  la  faccia  opposta  al  vertice 
Q^ ,  distanza  che  si  suppone  positiva  o  negativa  secondo  che  il  punto  è  interno  o 
estemo  al  tetraedro.  L' equazione  della  superficie  è 

-  +  -+-+-=0  ;  (16) 

^0        ?i        ^t        1% 

58 
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ma  nessuna  delle  formole  dimostrate  nei  paragrafi  precedenti  è  direttamente  ap- 
plicabile a  questo  genere  di  coordinate.  Conviene  pertanto  passare  alle  coordinate 
cartesiane,  ed  è  utile  prendere  come  assi  delle  x^y,z  le  rette  che  vanno  dai  punti 
medii  di  Q^^Qj ,  Q^Q, ,  QqQ,  ,  rispettivamente  ai  punti  medii  di  Q,Qj ,  Q,Qi ,  QiQ|» 
Se  si  rappresenta  con  2a  la  distanza  di  due  lati  opposti,  è  facile  vedere  che  le 
coordinate  di  Qq  »  Qi  j  Q|  r  Qj  ^^^^  rispettivamente  ( — a ,  —  a  ,  — a)  ,  ( — a ,  a ,  a\ 
(a  ,  —  a  ^a)^{a  ^a,  —  a),  e  che  per  conseguenza  si  ha 

gj,|/3  =  — x  — 1/— z  +  rt     ,     (/,l/8  =  x  -y-f  «-f  a  , 

gjK8  =  — x  +  y+s  +  «    ,   g,k3  =  iF4-y— 2  + «  ; 

quindi  la  (16)  si  trasforma  in 

xyz  +  7,  a  (x«  -1-  y«  +  2«  -  a«)  =  0  .  (17) 

Eccoci  dunque  in  presenza  d' una  superficie  del  terzo  ordine,  che  possiede  quattro 
punti  doppii  nei  vertici  del  tetraedro,  ha  la  forma  generale  d^un  tetraedro  per 
cosi  dire  gonfiato,  è  toccata,  lungo  gli  spigoli,  dalle  facce  del  cubo  circoscritto  al 
tetraedro,  ed  è  tagliata  secondo  sei  parabole  dai  piani  diagonali  del  cubo.  La  se- 
zione piana  fatta  alla  distanza  z  dal  piano  Oxy  è  l'ellisse  rappresentata  dalTe- 

2z 

quazione  .r*  -j-  y'  -| xy  =  a*  —  z',  cioè  un  ellisse  che  ha  gli  assi  paralleli  ai 

a 

lati  QoQj  e  QiQj  ì  ®^  ^  vertici  situati  su  due  delle  sei  parabole.  Le  lunghezze  dei 
semi-assi  sono  Ya{a  —  z)  e  )/a(a-j-z),  e  dal  fatto  che  la  somma  dei  loro  quar 
drati  è  costante  si  può  (§  227,  e)  dedurre  che,  al  variare  di  z,  l'ellisse,  spostan- 
dosi e  deformandosi ,  resta  tangente  a  quattro  facce  del  cubo  :  i  punti  di  contatto 
percorrono  quattro  spigoli  del  tetraedro.  Ora,  venendo  alla  questione,  basta  os- 
servare che  l'area  dell'ellisse  è  o'(r)=ir*|/a'  —  s*  per  ottenere,  applicando  la 
formola  (13), 

V  =  2ira  /  j/a*  —  z^dz  =  V,«'a'  =  a» .  4,9348022...  . 


0 


Questo  è  il  volume  totale,  evidentemente  compreso  fra  il  volume  '/,  a*  del  tetrae- 
dro inscritto  ed  il  volume  8a'  del  cubo  circoscritto.  Notiamo,  per  finire,  che  l'e- 
quazione (17)  si  può  anche  porre  sotto  la  forma 

xyz 

arcsen 1-  arcsen [-  arcsen  —  =  V  ^r  ,  (18) 

a  a  a 

sicché  X  ^y  ^z  ja  rappresentano  1  lati  d' un  quadrilatero  inscritto  in  una  circonfe- 
renza di  diametro  a. 

f)  Invitiamo  il  lettore  a  studiare ,  più.  generalmente ,  le  superfìcie  rappre- 
sentate dall'equazione  (18),  con  una  costante  qualunque  nel  secondo  membro.  Qui 
ci  limitiamo  a  considerare  quella  che  corrisponde  al  valore  ir  della  costante,  e  che 
per  conseguenza  è  il  luogo  dei  punii ^  le  cui  dùttanze  ai  piani  d' una  tema  ortogonale 
9ono  uguali  ai  lati  d'un  triangolo  inscritto  in  una  circonferenza  di  diametro  a.  L'equa- 


^  459  — 
zione  di  questa  superficie ,  in  forma  algebrica ,  è 

Intorno  all'origine,  diventando  trascurabile  il  termine  del  sesto  grado  rispetto  a 
quelli  del  quarto ,  la  superfìcie  si  comporta  come  la  quaterna  di  piani 

—  X*  — /—...  + 2aV  =  (^  +  y  +  2)(—a;4-y-f2)(a;  —  y  +  z)(a;4-y  —  z)=0  , 

intersecantisi  secondo  tre  coppie  ortogonali  di  rette,  giacenti  sulla  superficie.  Que- 
sta ha  dunque  un  punto  quadruplo  nelP origine,  e  sei  rette  doppie.  Tutta  chiusa 
in  un  cubo  di  lato  2a,  le  cui  facce  la  toccano  lungo  le  circonferenze  in  esse  in- 
scritte, la  superficie  limita  un  solido,  che  ha  la  forma  generale  d'un  cubo,  arro- 
tondato agli  angoli  e  sugli  spigoli,  e  scavato  lino  al  centro,  a  guisa  d' imbuto,  in 
tutte  le  facce.  Per  calcolare  il  volume  d'un  tal  solido  valute- 
remo  prima  l'area  della  sezione  fatta  nella  superficie  da  un  i 

piano  parallelo  ad  una  faccia  del  cubo.  Questa  sezione  consta ,     '^BM 
come  si  vedrà,  di  due  ellissi  uguali,  con  gli  assi  in  comune,  le     Hf 
quali  si  confondono  in  una  circonferenza  quando  il  piano  coin-     JA. 
cide  con  una  faccia  del  cubo,  e  si  riducono  invece  ad  una  delle     lINnìv      jUKì 
tre  coppie  ortogonali  di  segmenti  rettilinei ,  appartenenti  alla     lyW^^^^il 
superfìcie,  quando  il  piano  passa  per  il  centro  del  cubo.  Basta  dare  all'equazione 
della  superfìcie  la  forma 


x'  +  y'-0'  =  4xV*(i-;^] 


( 

per  separare  le  equazioni  delle  due  ellissi,  clìe  in  coordinate  polari,  dopo  avere 
posto  2  =  aco89,  si  scrivono  cosi  : 

a'cos*9  ,  a*cos*9 


1 -|-8©n9sen26     '  1  —  sen9sen20  * 

Ne  segue ,  adoperando  la  seconda  formola  (3) ,  che  l' area  della  sezione  fatta  per- 
pendicolarmente all'asse  :,  alla  distanza  z  dall'origine,  è 

i/4ir 


_     f  sen9sen26dO 

a(2)=8a*cos'9  1  ^ — -  ; 

^  ^  V  1— 8en*9sen«20  ' 


poi,  prendendo  come  variabile  d'integrazione  t=:  tg9cos20, 

r  di 

a(z)  =  4a*co9(f  j — - — ^==4a'9COS9  , 

0 

giacché,  dovendo  9  variare  da  0  ad  7t^'  ^  certamente  arctg(tg9)  =  9.  Quindi 
la  (13)  dà 

V=2  I  <f{z)dz=^Sa^  /  9sen9cos9e?9  =  a'  /  9sen9£29  , 


e  finnlmente ,  integrando  per  parti , 

Questo  Toliime  è  appena  i  '/,  del  volume  della  mmitna  sfera,  che  chiude  Iati 
l'intera  superficie,  sfera  evidentemente  concentrica  alla  auperficie  stessa,  ettJi- 
gente  ad  easa  in  otto  punti,  che  sono  altrettanti  ombelicali.  Con  un  calcolo  ani- 
logo  si  trova  che  la  capacitìi  di  ciiiscun  imbnto  è  '/^na*,  dimodoché  il  volarne 
della  specie  di  dado,  o  cubo  arrolonilato  sui  vertici,  che  ai  ottiene  colmando  iwl 
imbuti,  è  '/,««';  e  ai  verifica  che  la  quantità  di  solido  da  portar  via  su  oiaacuB 
Tertice  del  cubo  per  la  materiale  costrueione  del  corpo  che  si  sta  consideranilo  ì 
una  molto  piccola  l'rasiione  del  volume  totale  del  cubo ,  cioè  0,00328 


EQUAZIONI  DIFFERENZIALI. 


E3<3:u.c».zloKti  feci,  due  -vc^xlctla J XI. 

383.  Il  problema  dell'iutegrazloue,  come  lo  abbiamo  fin  qui  trattato,è 
un  caso  pai'ticolarissimo  del  problema  cousisteute  uella  ricei-ca  iti  quelit 
funzioni  (l'Ulta  o  jnà  rartabUi  indìpeivtenti,  le  quali  funzioni  stano  legale 
alle  variabili  ad  alle  itroprie  derivale  da  una  o  più  relazioni.  Queste  à 
dicono  equazioni  differenziali,  e  la  ricerca  delle  funzioni  ìacognitA 
è  ancora  un  problema  d'integrazione.  C<.>si,  nel  caso  più  semplice,  chi 
tratteremo  in  primo  luogo,  è  data  l'equazione  dill'erenziale 

A-',y.y',!/".---)  =  o  , 

e  ci  si  propone  di  trovare  latle  le  Tunzioni  y  per  le  quali  è  identicameute 
soddisfatta  l'equazione  stessji.  Simili  equazioni  diconsi  ordinarie  per 
distinguerle  da  quelle  alle  derivate  parziali,  nelle  quali  comparisco- 
no, con  due  o  più  variabili  indipendenti,  le  derivate  delle  fuDzioQi  ìaoch 
gnite  rispetto  alle  diverse  variabili.  In  tutti  i  casi  si  chiama  ordine  del- 
l'equazione l'ordine  massimo  delle  derivate,  ordinarie  o  parziali,  che 
SODO  in  essa  contenute.  Noi  ci  occuperemo  quasi  esclusivamente  della 
equazioni  del  primo  oi-dine. 

384.  Integrale  generale  ed  integrali  particolari-  Supponga- 
si l'equazione  f{x,y,y')=sO  atta  a  delìnìre  y  come  l'unzione  contintui 
ài  a;  e  dì  y;  e  per  ciascun  punto  (f,i/)  si  tracci  una  retta,  cella  dira- 


-4«1- 
zione  defÌDita  da  un  coefficiente  angolare  uguale  al  corrispomltìote  valore 
di  y'.  Sa  immaginiamo  che  un  punto  mobile  M,  partendo  da  una  posizione 
arbitraria  M^,  si  sposti  inlìiiitamente  poco,  tino  ad  M,,  lungo  la  retta 
tracciata  per  M^,  poi  da  M,  ad  M,  lungo  la  retta  tracciata  per  M, ,  e 
così  via,  indeflnitameDte,  è  chiaro  che  l'equazione  proposta  sari  soddis- 
Tatta  lungo  tutta  la  linea  descritta  da  M.  Se  poi  si  prende,  fuori  di  questa 
linea,  uu  altro  punto  iniziale,  si  riesce  a  costruire  un'altra  lìnea  analo- 
ga, e  poi,  partendo  sempre  da  nuovi  punti,  influite  altre  linee,  costituen- 
ti, tutte,  una  famiglia  ¥(x ,y,a)^^0.  Questa  equazione,  atta  a  definire 
infinite  funzioni  y,  soddisfacenti  all'equazione  diflerenziale  proposta,  si 
chiama  integrale  generale  dell'equazione  stessa,  ed  include  in&niti 
integrali  parttCQlariy  corrispondenti  ai  singoli  valori  della  costante 
a.  Adunque  l'equazione  difierenziaie  /■( j; , y ,  y')  =  0  coordina  soltanto  i 
punti  del  piano  luugo  una  semplice  influita  di  linee,  ma  non  vincola  ef- 
fettivamente y  ad  X,  giacché  la  presenza  della  costante  arbitraria  a  nt-l- 
r  integrale  generale  permetta  di  fissare  a  piacimento,  perciaacuu  valore 
di  X,  anche  il  valore  di  y.  Ne  segue  che,  se  si  vuol  definire  una  funzione 
(/  mediante  un'equazione  differenziale  del  primo  ordine,  bisogna  inoltra 
imporre  la  condizione  che,  per  un  dato  valore  di  x,  la  funzione  abbia  un 
valore  prescritto.  In  altri  termini,  dati  arbitrariamente  x,  ed  y,,  esiste 
una  funzione  y  ài  x,  che  soddisfa  alla  data  equazione  f(x ,  y ,  y')  =  0 ,  e 
prende  per  x==Xo  il  valore  y^-  Per  la  validità  di  questo  enunciato  sono 
indispensabili  alcune  restrizioni ,  che  non  appariscono  dalle  precedenti 
considerazioni;  la  quali,  d'altronde,  se  ci  permettono  di  renderci  conto 
dell'esistenza,  della  forma  e  del  significato  geometrico  dell'integrale  ge- 
nerale, non  ci  dispensano  menomamente  da  una  rigorosa  dimostrazione  • 
analitica  *.  Qui  vogliamo  limitarci  a  richiamare  l'attenzione  snW'unicilà 
dell'integrale  generale,  cioè  sull'impossibilità  dell'esistenza  di  due  di- 
stinte funzioni  u{x,y)  e  v{x ,  y),  le  quali  possano,  uguagliate  a  costanti 
arbitrarie,  rappresentare  l'integrale  generale  d'una  medesima  equazione 
difl!ereuziale.  Infatti,  per  l'identità  fra  i  valori  di  y\  ricavati  dalle  rela- 
zioni u^costante  e  v^costante,  si  richiede  che  si  abbia  ,-— ^  =0 ,  e 
per  conseguenza  (§  180)  che  vi  sia  un  vincolo  fra  u  e  v;  dimodoché  porre 
«  uguale  ad  una  costante  é  lo  stesso  che  fissare  il  valore  di  w 


385.  Integrale  singolare.  L'integrale  generale  ¥ix,y,a)=Ù  del 
iquazione  /'(.'■,  y,  !/')  =  0  soddisfa  ancora  a  questa  equazione  allorché  s 


I 


*  CoDBu'Lare  in  proposilo  il  Lehrbuck  dir  Analysis  fp.  5ÙD)  di  Lipschi(i 

H  (t.  II,  p.  Ì92)  ili  Picard,  una  Nola  ili  Pernio  negli  AUi  dnìl'Ar.i:odcmia  dì 

~\,  due  Note  di  Anela  nelle  Mtìnnrir  dell' Accademia  di  Bologna  (ISi 

y  A  P«ano  >ì  df  te  U  diraoBli-uiione  deM'edslenia  dell' in  [egra  le,  loUo  1»  sol 

a  in  principio  del  paragrafo. 


I 
I 

r 


cousidei-a  a,  non  come  una  costante,  ma  come  una  ftmzioue  di  jt  e  di  j, 
iniplicitameate  definita  da  F,(*',  i/,a)^0,  giacché  (c/)'.§222)  il  VAlore 
di  y'  ricavato  iu  questa  seconda  ipotesi  è  lo  stesso  di  quello  ctie  si  otter- 
rebbe supponeudo  a  costante.  Integrale  singolare  si  chiama  appunto 
l'iategpale  che  risulta  dairelirainazioae  di  a  frale  equazioni  F  =  Oed 
F^=0.  Ciò  si  può  esprimere  in  termini  geometrici  dicendo  che  ad  una 
data  equazione  dilferenziule  del  primo  ordine  nou  soiidisfano  soltanto  le 
iiirinite  linee  rappresentate  dall'integrale  generale,  ma  soddisfa  altresì 
r  inviluppo  df Ile  linee  stesse,  rappresentato  dall'integrale  singolare.  Per- 
ciò si  suol  dire  che  t' integrale  singolare  è  l'inviluppo  degli  infiniti  inte- 
grali particolari.  Grazie  all'esistenza  dell"  integrai  e  singolare,  un  punto 
che  sì  vada  spostando  con  continuità,  in  modo  da  soddisfare  costante- 
mente ad  uua  data  equazione  differenziale ,  non  è  perquestu  obltligatoa 
rimanere  sopra  una  linea  particolare,  ma  può  trasferirsi  su  qualunque  al- 
tra percorrendo  un  conveniente  ai-co  dell'inviluppo  •. 

3S0.  É  notevole  che  l'integrale  singolare  si  può  ottenere  senza  ese- 
guire alcuna  integrazione.  Se  il  primo  membro  dell'equazione  dìlTereD- 
ziale  considerata  ^^=0  è  una  funzione  continua,  dotata  di  derivate  par- 
ziali prime  continue,  l'integrale  singolare  ì'isulia  dall' eliminazione  di  }■' 

df 
fra  le  equazioni  /'^O,  =— ;  —0.  Fissiamo  infatti  una  linea,  tra  le  infinite 

che  sono  rappresentate  dall'integrale  generale,  e  supponiamo  che  essa 
tocchi  in  A  la  linea  rappresentata  dall'integrale  singolare.  Consideriamo 
un'altra  linea  particolare,  inlluitameute  vicina  alla  prima,  e  sia  A'  il 
punto,  infinitamente  vicino  ad  A,  nel  quale  essa  tocca  la  linea  singolare. 
Si  capisce  che  le  due  linee  particolari  hanno  un  punto  comune  M,  infinì- 
tanieute  vicino  ad  A,  le  cui  coordinate  è  ed  t)  tendono,  per  consegu«i- 
za,  alle  coordinate  a^  ed  y  Ai  A  quando  A'  tende  a  confondersi  con  A. 
Ora  nel  punto  M  siano  yj'  ed  11'+''  i  coellicienti  angolari  delle  due  Uosa 
particolari,  che  ivi  s'incontrano.  Si  capisce  ancora  che,  nel  tendere  di  A' 
ad  A,  le  due  tangenti  tendono  entrambe  a  confondersi  con  la  tangente  In 
A  alla  linea  singolare,  cioè  si  avrà  simultaneamente  limS=a.',  linni=jf, 
limij'^l/,  limA^O.  Intanto,  poiché  M  appartiene  a  due  lìnee  soddisfa- 
centi all'equazione  difi'erenziale  proposta,  si  deve  avere  /*(;,ti , t]')  =  0, 
n^itìifì'  -\'f')  =  0;  e  la  seconda  equazione,  quando  vi  si  trascurajio  le 
potenze  di  A,  dalla  seconda  in  su,  diventa  /'.(i.ii.Tj'l^O.  Dunque,  al  li' 

mite,  AaM/,£/')  =  0. /■■(«■. ì/'i/')  =  0- 


n  lORiiuK  ahililà  Qti- 


Kinpliee  da  lembrura  lup^rAus, 
IÌhkIb  (Ir  BauMÌDPBq  per  la  Coneìlialion  àu  viritaltie  déterminitna  mérani^ 
de  la  vie  rt  de  la  liberti  morale  (Porli,  OautbiBr-Villan.  1878).  Vedi  anche  lo  aludin  del 
•imo  Au(or«  tur  dietft  polnU  de  la  philotophU  dea  teitncee,  p  82. 
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387.  Per  ciò  che  riguarda  l'integrazione  delle  equazioni  differenziali 
non  esiste  un  metodo  applicabile  a  tutte  le  equazioni ,  e  noi  dobbiamo  qui 
limitarci  a  segnalare  pochi  casi,  nei  quali  si  giunge  alla  conoscenza  del- 
l'integrale generale  per  via  di  speciali  procedimenti: 

a)  Se  dall'equazione  proposta  si  suppone  ricavata  una  delle  possi- 
bili espressioni  di  y\  e  se  per  y'  si  pone  dyjcUv,  si  è  condotti  ad  integrare 
un'equazione  della  forma  udx  +  v(ly  =  0,  con  u  e  v  funzioni  di  a?  e  di 
y.  h'ìniegvBLzione  òìmn\edìa,iix{Sii€Ur-\-Svdy==costante)  se  t*  è  funzione 
della  sola  x,  e  v  della  sola  y.  Allora  si  dice  che  le  variabili  sono  sepa- 
rate. Ciò  si  può  sempre  ottenere  quando  it  e  v  sono  prodotti  di  funzioni 
della  sola  x  per  funzioni  di  y:  basta  dividere  l'equazione  per  la  funzione 
di  y,  che  comparisce  in  w,  e  per  la  funzione  di  x,  che  comparisce  in  v. 

b)  A  separare  le  variabili  si  riesce  sempre  quando  u  e  v  sono  fun- 
zìoni  omogetiee y  dello  stesso  grado.  Infatti,  posto  y  =  tXf  dimodoché  sia 
Il  =  a;"9(/) ,  1^  =:  o[^^{t)y  l'equazione  si  trasforma  in 

(p(t)dx-{-^{t){tdx-{-xdt)  =  0  ; 

quindi,  dividendo  tutto  per  x  e  per  9  +  ^4'»  ^à.  integrando,  si  ottiene 

log  x  4-  I =  costante  . 

e)  Assai  facile  è  T integrazione  dell'equazione  differenziale 

/(aj ,  y  T  !/')  =  0 

tutte  le  volte  che  in  essa  manca  o:  o  //,  supponendo,  beninteso,  che  non 
si  sappia  o  non  si  voglia  risolvere  l'eciuazione  rispetto  ad  y',  altrimenti 

da  i/=9(ir)  o  l/'=9(l/)  si  ricaverebbe  subito  y=jr^{x)c!x  o  £c=l— -, 

rispettivamente.  Supponiamo  invece  che  l'equazione  proposta  si  sappia  ri- 
solvere rispetto  ad  ir  0  ad  y.  Se,  per  esempio,  si  ha  07=9(2/'),  posto  y'=t 
se  ne  ricava  y  =  St(!x=^J  (f^'{t)dt ,  e  l'eliminazione  di  t  fra  a?  =  9(0, 
y==i^{t)  — fff{t)dt  t  fornisce  l'equazione  cercata  in  x  ed  y.  Similmente 

da  y=9(j/'),  posto  y'=tj  si  deduce  x=  1  -^=1 .1-^dt;  ecc. 

rf^  Le  equazioni  del  secondo  ordine  f{x  ,y  ,y\y")  =  (ì ,  nelle  quali 
manca  x  0  y,  sono  facilmente  riducibili  a  quelle  del  primo,  perchè,  se 
manca  y,  si  può  considerare  y'  come  la  funzione  incognita,  e  l'equazione 
è  allora  del  primo  ordine,  sicché  l'integrazione,  supposta  possibile,  con- 
duce ad  un'equazione  F{r,y',(()=0;  quindi,  integrando  ancora,  si  giunge 
alla  relazione  cercata  fra  x  ed  y,  con  due  costanti  arbitrarie,  a  e  ft.  Se 
invece  manca  x,  basta  assumere  y  come  variabile  indipendente,  e  con- 


siderare  y'  come  funzione  inccgnita,  osservando  che  y"=rftf7rfr^y'rfy'/<ÌV- 
per  otteaere  così  un'equazione  del  primo  ordine,  clie  tntegritta  dà 

ej  Quaudo  l'espressione  di  ]/,  ricavata  da  un'equazione  diflieren- 
ziale  del  primo  ordine,  è  del  irrimo  {frodo  in  y,  l'etiuazione  si  dice  li- 
neai-e,  e  l'integritzione  è  sempre  possibile.  Infatti,  se  si  pone  ys=j/r.  l'e- 
quaziooe  i/'+  {l^{x)  =  f{x)  si  trasforma  in  u'f  -[-(i-'-J-i;^)»^/",  e  si  ri- 
duce ad  ìi'v-^f  se  per  v  si  sceglie  una  funzione  soddisfacente  alla  condi- 
zione 15' 4"' 'V^"^'  cioè,  separando  le  variabili  ed  integrando,  r^e"-'**'' 
Dunque  u'^/'e^*",  e  finalmente 


.-J"^" 


'  CJ*'y.ix . 


Occorrono  dunque  due  quadrature,  come  si  suol  dire,  ossia  due  integra- 
zioni semplici ,  per  calcolare  l' integrale  generale  dì  qualunque  equazione 
differenziale  lineare  del  primo  ordine. 

f)  L'equazione  di  Bernoulll  i/' +  !/?(;»)  =  y"A^)  s»  riduce  subito 
alla  precedente:  basta  dividere  tutto  per  y",  ed  assumere  y'""  come  fun- 
zione incc^nita. 

g)la\£TGss&aie  e  y  equazione  di  Clairaiil  V  =  J^ì/ + /Xu")-  Derivan- 
dola si  ottiene  [,i[r-t-/"{j/')|y"^0;  quindi,  successivamente,  i/"=0,j/'=flt 
y^ax  +  /Xa):  questo  è  l'integrale  generale.  Se  non  è  y"^Q,  ai  deve 
avere  a- -\- f{y')  ^  0  \  se  fra  questa  e  l'equazione  proposta  si  elimina  ]/, 
si  trova  l'integrale  singolare,  e  la  via  seguita  per  ottenerlo  è  proprio 
quella  indicata  nel  §  386. 

/(^L'equazione  y  =  a-tf{j/)-\-'^{i/'),  quando  non  è  un'equazione  di 
Clairaut,  è  riducibile  ad  un'equazione  lineare,  giaccliè  se  ne  deduce,  de- 
rivando. 


L'integrazione  fatta  considerando  ic  come  funzione  incognita  della  varli- 
bile  indipendente  u  dà  una  relazione  della  forma  F(x,y',a)^0,  e  l*©]i- 
niinazione  di  j/'  fra  questa  e  l'equazione  proposta  conduce  all'intende 
generale  cercato.  Più  generalmente,  tutte  le  volte  elle  un'equazione  dif- 
ferenziale si  può  mettere  sotto  la  forma  y^^r{x,ì/),  si  ottiene,  derivando, 


e  questa  equazione  (del  primo  ordino  rispetto  alla  funzione  il 
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sì  sa  integrare,  reliminazione  di  y  fra  il  suo  integrale  generale,  che  ha  la 
forma  F(d;,?/',a)=0,  e  Inequazione  proposta,  condurrà  alla  relazione  cer- 
cata fra  07  ed  y. 

i)  Se  l'espressione  di  j/,  ricavata  da  un'equazione  differenziale  del 
primo  ordine,  è  del  secondo  gy^ado  in  y,  l'integrazione  si  può  eseguire 
solo  in  casi  specialissimi,  dei  quali  ci  occuperemo  nel  paragrafo  seguen- 
te. Per  ora  ci  limitiamo  a  segnalare  alcune  notevoli  proprietà  di  siffatte 
equazioni 

che  si  chiamano  equazioni  di  Riccaii,  Quando  in  un  modo  qualsiasi  si  ar- 
riva a  conoscere  un  integrale  particolare  u,  l'integrazione  è  possibile 

mediante  due  quadrature,  perchè,  se  si  pone  y=^u ,  l'equazione 

z 

prende  la  forma  lineare  /+(2w9  +  x)^  =  9»  ®  P^rò  l'integrale  generale  è 

y==^ 77-7: •  (^) 

Quando  si  conoscono  due  integrali  particolari,  l'integrazione  si  riduce  ad 
una  quadratura.  Infatti,  se  dall'equazione  proposta  si  sottraggono  le  iden- 
tità 

si  ottengono  le  equazioni 

^log(y  — tt)=(y  +  «)9+X     >     ^log(y  — v)=(y +v)9-f-X  ; 
quindi,  sottraendo  queste  Tuna  dall'altra,  ed  integrando, 


V 


(2) 


Se  poi  si  conoscono  tre  integrali  particolari,  l'integrazione  si  esegue  sen^ 
za  quadrature ,  giacché  dalla  precedente  relazione  si  deduce  subito 


y  —  u    tv  —  u 

: =  costante, 

y  —  V    ir  —  V 


Dunque  il  rapporto  anannonico  di  quattro  integrali  particolari  qualun- 
que dell' eQuazione\di  Riccati  è  costante.  Notiamo,  perfinire,  la  forma 
semplicissima  alla  quale  si] può  sempre  ridurre  un'equazione  di  Riccati , 
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preadeudu  rispettivamente 


,  ,=-//-. 


come  funzione  incognita  e  come  variabile  indipendente.  Si  ha 
dz^_  y'  —  in  ^  __  y*9  +  ^^  =  _  ,1  _  i.  g  "■*/*** 

e  ^^       .9  t  ^       .9 

e  però  l'equazione  si  trasl'orma  in  z'  +  z^  =  f{ty 

388.  Esempii:  a;  Per  integrare  T  una  o  l'altra  equazione 

basta  (§  387,  6)  porre  y  =  tx^  per  trasformare  così  le  equazioni  in 

dx      {i  —  3t^)dt      ^          dx      (S  —  t*)tdt 
^: ^  =  0         U^ - —  0 


e  dedurne,  integrando, 


X  = : r      ,      X  =  a 


i  +  t*    '  i  +  t 


1       ' 


cioè ,  rispettivamente,  x'^  -\-y^  =  a V2xy  ^x*-\-y*  =  a yx*  —  y* ,  o ,  in  coordinate 
polari,  r  =  aj/sen26  ,  r  =  aj/co8  20.  Dunque  gli  integrali  delP  una  o  dell' altra 
equazione  rappresentano  (§  190,  m)  le  infinite  lemniscate,  toccate  nel  polo  dagli 
assi  o  dalle  bisettrici  degli  assi.  Si  noti  che  due  lemniscate  qualunque,  prese  nelle 
due  famiglie,  si  tagliano,  fuori  del  polo,  ad  angolo  retto.  £  poi  facile  verificare 
che  le  due  equazioni  esprimono  una  proprietà  comune  alla  tangente  ed  alla  nor- 
male, cioè  la  proprietà  di  fare  col  raggio  vettore  un  angolo  doppio  delPinclina- 
zione  del  raggio  stesso  sopra  una  retta  fissa  :  questa  è  una  tangente  nel  polo  0 
r  asse  normale  di  simmetria,  secondo  che  si  tratta  della  tangente  o  della  normale. 
Quando  un  tal  problema  sì  pone  in  equazione  facendo  uso  di  coordinate  polari,  si 
ottiene  subito  r'=rcot26  o  r'= — rtg26,  e  P  integrazione  riesce  assai  più.  facile. 
b)  Per  integrare  {ax  -\-  by  -{-  c)dx  '\-  (a'x  +  b'y  -f-  c')dy  =  0  possiamo  pren- 
dere come  nuove  variabili  ^  =  ax  '\-  by  -^  e  ^  t]  =  ax  -^  b'y  '\-  e  ^  salvo  che  non 
sia  ab'=ba\  nel  qual  caso  vi  sarebbe  già  un  legame  fra  4  ed  t).  L'equazione  di- 
venta (6'4  —  a'tl)rfè  —  (^è  —  atl)rftj=0,  e  per  integrarla  basta  porre  X[=-t^\  ecc. 
Se  poi  ab'=ba\  ed  insieme  arr'=ca',  l'equazione,  liberata  dal  fattore  aa;-|-6y-|-c, 
dà  ox  -(-  ay  =  costante.  Invece  per  ac  ^  ca   si  può  scrivere 

{ax'\-hy)d(ax'\'a'y)'\'ad{cx'\'cy)  =  0  , 
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dimodoché ,  prendendo  come  nuove  variabili  Sj  =  a.T  -}-  «V  ?  ''Q  =  «-'^  "i~  ^V  >  ^^ 
giunge  ad  un'  equazione  della  forma  («4  +  P'n)r/è  +  ^IQ  =  0.  Basta  poi ,  per  se- 
parare le  variabili  j  sostituire  z  =  a^  -h  ^'^  ^^  1Q  *  ^^  ottiene 

0=  —  aa)  rfè  +  ^^-  =  ^  ?  *^^'  •    ■ 

cj  L'equazione  y8enx-|-y'co8x=l  è  lineare,  e  però,  per  integrarla ,  basta 
(§  387,  e)  determinar  prima  una  funzione  v  soddisfacente  a  vsenx-|-v'cosa;  =  0, 
e  poi,  posto  y  =  ttv,  cercare  tvtie  le  funzioni  u  soddisfacenti  a  vu'cosa;=l.  In 
tal  modo  si  ottiene,  successivamente,  v=:cosa;,  u  =  tgx-f-a,  y  =  senx-|-acosa:. 

d)  Data  ad  integrare  l'equazione  (y  — xy')cosy'=  1  — xseny',  se  ne  ri- 
cavi, per  derivarla  (§  387,  h),  l'espressione  di  y: 

(Lx 
y  =  j:(y'— tgy')-f  secy'     ,     xseny' +  — -,cosy'=  1  . 

ay 

Ora,  trattando  x  come  funzione  incognita  della  variabile  indipendente  y\  si  tro- 
va X  =  seny' -f- acosy',  e  se  ne  deduce  (1  -|-  a*)seny'  ^x  -\-  a  J/l  -f-  ^*  —  *'  > 
(1  -|-  a')cosy'=  ox  —  J/l  -f-  a* —  x*;  quindi,  portando  questi  risultati  nell'equa- 
zione differenziale  proposta ,  si  giunge  all'  integrale  generale 


a  +  .cKl  +  o'  — »* 


y-fxarctg— i— ^— -i- +  J/l4-a*-x*=  0  . 

1  — .e' 

Quanto  all'  integrale  singolare ,  se  si  applica  il  procedimento  esposto  nel  §  386 , 
si  trova  che  dev'essere  (y  —  xy')seny'  =  0.  Ora  se  si  prende  8eny'  =  0,  ossia 
y'^=n%  con  n  intero,  l'equazione  dà  y — xy'=( — 1)**,  e  ne  risulta  y=( — 1)**-|-**^*^- 
Invece  per  y  —  xy'=0  l'equazione  si  riduce  ad  1  —  xy'=0,  e  si  trova  (eliminan- 
do y')  y  =  xarcsen  —  ;  ma  è  facile  veri ticare  che  questa  funzione  non  inKÌdisfa 

X 

all'equazione  proposta. 

e)  In  modo  analogo  si  può  integrare  l'equazione  y  =  ocy'  -|-  x^f{y)^  che  si 
trasforma,  per  derivazione,  in 

dx       -cfXy')  1 

dy'  ^  2/(y')  ^  2/(y') 

P   dx 
d'onde,  posto  9(x)=l — j  si  ricava  x  =  — Vi 9 (y') 9 iV)*  Eliminando  y' fra 

questa  relazione  e  l'equazione  proposta  si  giunge  all'  integrale  generale. 

/)  Per  integrare  (a*  —  x*)dy*  -f-  2xydxdy  -f-  (6* —  y')rfx'  =  0,  se  ne  ricavi 
il  valore  di  y ,  e  si  noti  che  l' equazione  cosi  ottenuta ,  y  =  xy  dl|/a*y'*  -|-  ò'  , 
è  (§  887 ,  g)  un'equazione  di  Clairaut.  Dunque  l'equazione  proposta  ammette  l' in- 
tegrale generale  yz=cx±  \/a}c^  -}-  6* ,  ossia  e*  {a*  —  x*)  -|-  2cay  -f-  (^*  —  y*)  =  0, 

X*       y' 
•  l' integrale  singolare  —  +  — -  =  1. 
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g)  Deirequazione  y*  -| ^  -j"  2y'  =  0  si  scorge  subito  l'integrale  partico- 

X 

are  y  =  Ijx,  e  però  basta  porre  u  =  1/x  ,  9  ==  —  1;2  ,  X  =  ^  '^^^^^  Ibnnola  (1) 
per  trovare  V  integrale  generale 

-  -\-^l^^ogx  =  contante. 


1  — cry 


Un  po'  più  generalmente,  cercando  di  soddisfare  all'equazione  y'  -| -{-  2ity'=0 

X 

con  y==mlx,  si  trova  che  m  deve  annullare  m*  —  2fcm  4"  ^7  ®  si  ottengono  cosi, 
per  Jk'  ^  1 ,  due  integrali  particolari 

Jk  +  l/jk»— 1                  ifc  — |/ik«— 1 
M= — L ,     t'  = ; 


poi  la  (2)  ci  dà  l' integrale  generale 


ki^i 


xy 


=  A:  +  |/^•'— 1 


X  —  a 


X  -f-a 


che  converrà  porre ,  per  A:*  <  1 ,  sotto  la  seguente  forma  : 


ttH -y —  logxj. 

Ai  medesimi  risultati  si  giunge  (c/r.  §  326 ,  d)  mediante  la  sostituzione  xy  =  2 , 
che  permette  di  separare  le  variabili: 

dx   ,  2kds 

r-i ;r; — ; —  =0  :  ecc. 

x^s*— 2ibz-fl 

h)  Consideriamo  più  generalmente  un'  equazione  di  Biccati ,  già  (§  387 ,  1) 
ridotta  alla  forma  y'-f  ay'=/(x),  e  segnaliamo  infiniti  casi  nei  quali  l'equazione 
si  lascia  integrare  in  forma  algebrico-logaritmica.  Questi  casi  si  riferiscono  tutti 
all'ipotesi  di  /(x)  proporzionale  ad  una  potenza  di  x:  sia  /(x)=6x*  Se  si  pone 
ys=uZ'\-Vf  V  equazione  diventa 

uz'  4"  (^'  4"  ^^')  "i~  (**  "f"  2at«v)  z  -f-  aw'a* = 6x*  , 


x^ 


e  si  riduce  semplicemente  a  z'  -|-  auz*  =.b  —  se  per  u  e  v  si  prendono  due  fun- 

u 

zioni  tali  che  le  condizioni  v'  -{-  av*  =  0  ^  u  -{-  2auv  =  0  siano  soddisfatte.  A  ciò 
si  riesce  prendendo  v=l/ax,  poi  14==»  1/x*;  e  cosi  l' equazione  si  tra«forxaa  in 
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s'  +  fl  — j  =6jr"+',  e  8i  riduce  alla  primitiva  t'orma  ponendo  s  =  l/y, ,  x  =  x*    Si 


2» 


ottiene  intatti 

e  basta  prendere  v=  l/(n  -(-  3)  perchè  l'equazione  si  riduca  effettivamente  alla 

forma  primitiva,  cioè  diventi  — -  -{'a^t^*=fi^x\  dove  aj=6;(»-|-3) ,  6j=a/(n-|-3), 

dx. 

nj=  —  (n -f- 4)/(n -|- 3).  Ora  immaginiamo  che  la  sostituzione  già  adoperata  si  ap- 
plichi più  volt«  di  seguito.  Si  costruirà  in  tal  modo  una  successione  di  equazioni 
di  Hiccati,  nelle  quali  all'  esponente  n  succedono  »,  ?  w, ,  n^ , . .. ,  legati  dalla  re- 
lazione 


*»*+!  = 


n,  +  4 


essendo  n^  =  n.  Se  si  aggiunge  2  ai  due  membri  si  ottiene 

»*i+2                 ,             1  1 

n^,  4-  2  = y-- —      cioè =  1  + 


(n.  +  2)+l  n^,  +  2  '    n.+  2 

Dunque ,  cambiando  i  in  »  —  1 ,  »  —  2  , . . . ,  2 ,  1 ,  0  ,  e  sommando , 

1  1 

=  *•  + 


n.  _[-2  '   n-f  2 

Siccome  le  variabili  si  separano  immediatamente,  nell'equazione  proposta,  quando 
n  =  0 ,  si  può  asserire  che  l^eqtMzione  è  intetjrahilt  tutte  le  volte  che  nella  succesiione 
n,  ,  n,  ,  n,  , . . .  esiste  un  termine  nullo.  Essa  è  dunque  integrabile  quando  si  ha 

J_ 1_  ^       n       ^  .^^^^^^ 

2        n  +  2       2n  +  4 

Veramente  occorre  che  n/(2n-}-4)  sia  intero  e  positivo;  ma  al  caso  dell' intero 

negativo  si  provvede  tacendo  direttamente  nell'equazione  data  la  sostituzione 

1 

y=ljy^jX=:x^  .  Intatti  l'equazione  diventa  -^ -|- a,yJ=6jXj* ,  essendo 
ttj  =  ò/(n  -|-  1) ,  6j  =  aUn  -f-  1) ,  n^  =  —  nl{n  -f-  1) ,  dimodoché  si  ha 

n^  n 


2n,  -f  4  2n  -}-  4 

Finalmente,  se  V intero  non  è  liuito,  occorrerebbero  infinita  trasformazioni;  ma 
questo  caso ,  corrispondente  all'  ipotesi  n  =  —  2 ,  è  stato  già  trattato  per  altra 
via.  Dunque,  riassumendo,  l'equazione  y'  -|-  ay*  =  bx^  è  integrabile  per 

n_        1234  J_  6432 
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t)  L'equazione  del  secondo  ordine  y" =f{x)  si  può  sempre  (§  387,  d)  trat- 
tare come  un'equazione  del  primo  ordine,  considerando  y  come  funzione  incogni- 
ta: y'=  ff{x)dXj  con  una  costante  arbitraria  a,  inclusa  nell'integrale.  Poi  si  ha 
y  =  Jy'djc  =  xy  —  Jxdy'j  cioè  y  =  xjf(x)dx  —  Jx/(x)dxj  con  una  seconda  co- 
stante arbitraria  b,  inclusa  nel  secondo  integrale,  sicché  la  parte  arbitraria  di  y 
ha  la  forma  ax  -f-  6 ,  come  si  poteva  prevedere.  Anche  l' equazione  y"  =f{y)  si 
riduce  subito  al  primo  ordine  (§  387 ,  d)  scrivendo  ydy'  per  y'dy ,  dimodoché  3i 
ha^  successivamente, 

•^    *^2j"/(y)dy 

con  due  costanti  arbitrarie,  introdotte  dalle  successive  integrazioni. 

j)  Per  integrare  y'cosy  +  y'*seny  =  y'  si  moltiplichi  tutto  per  dy,  e  si 
ponga  y'dy'  al  posto  di  y'dy.  Cosi ,  dopo  avere  sbarazzata  l' equazione  dall'  inte- 
grale ovvio  y  =  co8tnnte,  si  ottiene  l'equazione  del  primo  ordine 

dy'  , 

—  cosy  +  y  seny  =  l  , 

che  ammette,  come  si  è  visto,  l'integrale  generale  y'  =  seny  -["  tgacosy;  quindi 

r           f/y                    Pcosa.dy                                 y-fa 
x=  I ; =  I  — - — ; —  =  a  +  cos  a  log  tg , 

J  seny  4- tgacosy     Jsen(y-|-a)  ^      2 

con  a  ed  a  costanti  arbitrarie. 

k)  Similmente,  data  l'equazione  y'Xl-i-  yy')=^y'()--{- y"*),  si  può  subito  porla 
sotto  la  forma 

ày     1 + yy' 


s  » 


rfy'        1+y' 

ed  integrarla  (§  387,  e)  trattando  y'  come  variabile  indipendente.  Si  può  anche  co- 
minciare dal  porre  l'equazione  sotto  la  forma 

(1  +  /)(dy - dy')  =  (l  +  yy'W -  (1  +  y'*)d!,'  =  (y-y')ydy  , 

per  dedurne,  successivamente, 


d{y  —  y)        y'dy  '  i  t  i/i   •     '» 

r-  = i    1    y=y  +^Y^  +  y   J 

y-y       i  +  y' 


poi 


^=  / 1 — m dy  , 


J  y'-k' 


0  analmente  «=«a  +  itlog(y  4-Ky*  +  l  — ib*)  +  lofi:(y  — ^J^y*+ 1— ^•')  ,  con 
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a  e  k  costanti  arbitrarie.  In  particolare  per  A;=l,  se  prima  si  prende  a  uguale 
a  —  log(l  —  ifc*),  si  scopre  l'integrale  semplicissimo  y  =  |/l  -J-  c^. 

I)  L'equazione  yyy=  ?/^-f-  y"*,  quando  vi  si  considera  y  come  variabile 

indipendente,  si  riduce  ad  un'equazione  di  Glairaut  i/'=zy— 1 —  )  ,  e  però  il 

suo  integrale  generale  si  ottiene  integrando  y=ay  —  a',  od  è,  per  conseguenza, 
y  =  a  -f-  ^^  1  con  a  e  6  costanti  arbitrarie  ;  ma  l' integrale  singolare  4?/'  =  y* 
ci  rivela  l'esistenza  di  infiniti  altri  integrali  (a  —  x)y=4,  non  contenuti  nell'in- 
tegrale generale. 

m)  Finalmente ,  per  vedere  come  l' uso  delle  equazioni  differenziali  possa 
condurre  alla  scoperta  di  notevoli  proprietà  delle  funzioni ,  si  consideri  l' equa- 
zione differenziale 

"^      —4—     '"^  =0.  (3Ì 

V  l  —  k^  sen«9         Vl  —  k^  sen*  ^ 

che  ammette,  evidentemente,  l'integrale  generale 

F  (A- .  9  j  -f  F  [k ,  4^)  =  costante  ,  (4) 

e  si  carchi  di  pervenire  per  altra  via  alla  conoscenza  di  tale  integrale.  Rispetto 
alla  variabile  indipendente  .r  =  F(^',9)  è  chiaro  che  le  funzioni  u  =  sen9  e 
i;  =:  sen  4^  hanno  le  derivate 


w'=:cos9.Kl  —  fc*sen'9    ,    v'=  —  cos^'-Kl  —  ^'sen'^'  ? 
e  però  soddisfano  entrambe  alle  seguenti  relazioni: 

y' =  (1  -  ;/')  (1  -  ty )    •    y"=  -  (i +ìc')y-\-  2ty  • 

Ne  segue 

r'u'  — 14 V  =  —  (u*  —  V*)  (1  —  fc*u't?*)     ,     VI*" —  uv"=  2k^uv{u*  —  u*)  ; 
quindi,  successivamente, 

vu  —  uv  2k-w:{uv)  ru  —  u\) 


ru'  —  W  1  —  A:*(uv)*      ^      1  —  fc'u'r' 


^s^coètantt. 


L'ultima  relazione,  quando  ad  «  ,  v,ti  ,v   si  sostituiscono  le  loro  espressioni  in  9 
e  4^,  diventa 


sen9cos4/r  1  —  fc  sen'^'^  8en4^co8  9|/  1  —  fc*sen'9 

z=:  costante.        (p) 

1  —  fc'sen  9  sen'4; 

Questa  non  è  se  non  un'  altra  forma  dell'  integrale  generale  dell'  equazione  (3)  ;  e 
però,  se  si  rappresenta  coi^  sena  la  funzione  di  9  e  4^,  che  comparisce  nel  primo 


tg(7  = 


1  —  tg  9  tg  4/ 1/  (1  —  ik»  8en'9)  (1  —  ]b*8en*4;) 
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membro  di  (5) ,  V  osservazione  fatta  in  fìne  del  §  884  permette  di  aaaerire  che  il 
primo  membro  di  (4)  deve  potersi  mettere  sotto  la  forma  /(a).  Or  poiché,  per 
^  =  0,  a  si  riduce,  in  virtù  di  (6),  a  9,  è  }P(k  ,  9)s=/(9).  Dunque,  «e  ti  Aa 

a  è  virìGolatc  a  9  e  ^  dàUa  relaziont 

(1  —  /:*seu*9sen'«j;)seua=sen9cos<j;J^  1  —  ik*8en*4'4"^^Ì'^^^9J'^^  1  —  fc'sen*^  .     ! 

Questo  è  l' importante  teorema  di  addizione  degli  integrali  ellittici  di  prima  spe- 
cie *j  scoperto  da  Eulero.  E  utile  notare  che  T ultima  relazione  si  può  anche  porre 
sotto  le  seguenti  forme  : 

cosa  =  cos9co84'  —  sen98en4'r  1  —  l:*8en'(j  , 
tg9Kl  —  /:*sen'4'  +  tg^'K  1  —  ik*sen*9 


B89.  Curve  piane:  a)  Quando  si  vuol  conoscere  la  curva,  per  la  quale  il 
segmento  staccato  dalla  tangente  sopra  un  asse,  a  partire  da  un  punto  fìsso,  sia 
una  funzione  prescritta  dell* angolo  che  la  tangente  stessa  fa  con  Tasse,  si  ottiene 
un' e<i^uasione  di  Clairaut,  e  la  curva  cercata  è  data  daW integrale  singolare,  mentre 
Pint^rale  generale  rappresenta  V  insieme  delle  tangentL  Cosi,  per  esempio,  se  si 
vuole  che  il  segmento  staccato  sulT asse  delle  x,  a  partire  dall'origine,  sia  pro- 
porzionale ad  y\  come  si  è  condotti  a  supporre  (piando  si  cerc/a  l' antipedale  (§228) 
d' una  retta  rispetto  ad  un  punto ,  si  deve  integrare  y  =  xy  —  ay  .  Ne  segue,  de- 
rivando, che,  o  dev'essere  y"=0,  e  successivamente  y'=:zk^y=kx  —  k^a^  equa- 
zione d'una  famiglia  di  rette,  tangenti  alla  parabola  x*  =  4kay]  o  si  deve  avere 
X  =  2ay\  e  conseguentemente  x*  =  4ai/.  Similmente ,  se  si  domanda  per  quale 
curva  i  segmenti  staccati  dagli  assi  sulle  tangenti  sono  di  ugual  lunghezza,  si  è 

condotti  ad  integrare  l'equazione  y  =  xy''\-ayiyi  +  y'  ,  ed  anzi  basterà  (§  386) 

determinarne  l'integrale  singolare:  x  +  y  =a  '.  L'eliminazione  mediante 
la  quale  si  giunge  al  risultato  non  diiferisce,  in  fondo,  da  quella  che  si  dovrebbe 
fare  (§  221)  guardando  il  problema  dal  punto  di  vista  della  teoria  degli  inviluppi 


In  particolare  per  jk  =  0  si  ritrovano  le  formole  di  trigonometria,  che  danno  i 
valori  di  sen(9  -f  +) ,  cos(9  -f  4')  1  ^(9  +  ^)'  Ancora  si  noti  che,  per  a  =  Vj'^»   • 
ponendo  9  =  4^,  si  riesce  a  determinare  l'amplitudine  9,  perlaquale  F(Ì:,9) 

diventa  uguale  ad  YjF(A:):  essa  è  9  =  are  cotj/l  —  fc'.  Ciò  permette  di  risolvere 
una  questione  posta  precedentemente  (§  378 ,  d). 


*  Per  le  altre  specie  ve(|i  ScblOmilcb,  loc.  ctf.,  p.  &9. 
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b)  Aiuilogamente  si  procelle  se  invece  biella  tangente  ai  considera  la  norma- 
le, nel  qual  caso  l'equazione  da  integrare  ha  la  forma  x  -[-  yu  =/{y')i  ®  si  P^^ 
subito  risolvere  (o/r.  §  387 .  h)  rispetto  ad  //.  Del  resto  si  può  anche  cominciare 
dal  derivare  l'equazione,  per  eliminare  poi  //  fra  l'equazione  che  in  tal  modo  si 
ottiene,  cioè  1  +y^-|-  .'/!/=/'(// )//'f  ^  l'equazione  proposta.  Si  giunge  cosi  al- 
l'equazione lineare 

,^         •'^      ,   yf\y)—J\u) 

^y        1+y'  1  +  y' 

che  si  sa  integrare.  Se  F(jc, y', a)=0  è  l'integrale  generale,  basterà  poi  fra  questa 
e  l' ec^uazione  proposta  eliminare  y  per  trovare  l' integrale  generale  cercato.  Se , 
per  esempio,  si  vuole  una  curva  tale  che  i  segmenti  staccati  dagli  assi  sulle  nor- 
mali abbiano  tutti  la  lunghezza  a ,  si  è  condotti  atl  integrare 

e  si  trova  che  l'integrale  generale  risulta  dall'  eliminazione  di  ìj    fra 

Del  resto  basta  conoscere  una  curva  sola,  che  risponda  alla  questione,  per  cono- 
scerle tutte;  e  però  possiamo  limitarci  a  fare,  per  esempio,  fc  =  */j.  In  questa 
ipotesi  le  precedenti  uguaglianze  diventano 

e  se  ne  deduce,  per  eliminazione  di  y ,  (x-{-ij)     -{-{j'  —  y)     ==[ — zr)     •  Dunque 

\)/2  / 
le  curve  cercate  sono  parallele  ed  un* asteroide ,  che  ha  i  vertici  sugli  assi;  e  per 

conseguenza  (§  227,  e)  esse  sono,  come  si  poteva  prevedere,  le  infinite  svilujìpanti 

deir  asteroide  x  '^-\-y  '^=a  '\ 

e)  Quando  si  cerca  una  curva,  tale  che  il  segmento  intercettato  da  un  asse 
sulla  normale,  a  partire  dal  punto  d'incidenza,  sia  una  determinata  funzione  del 
segmento  intercettato  sul  detto  asse  dalla  normale,  a  partire  da  un  punto  fisso,  si 

è  condotti  ad  integrare  un'equazione  della  forma  y  ^1  -(-  ?/'  =/(x-{-yy').  Deri- 
vando si  ottiene  un'equazione  che  si  scinde  in 

1 + y'*+  yy" = o   ,      ,  ^       =-fV  +  yy)  •  (6) 

Se  fra  l'ultima  e  l'equazione  proposta  si  elimina  y',  si  ottiene  T integrale  singolare, 

60 
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che  rappresenta  la  curva  cercata.  Invece  integrando  la  prima  delle  (6)  si  ha 
X  -{-  ijy'  =  a ,  e  finalmente ,  portando  il  valore  di  y'  nell'equazione  proposta,  si 
trova  (x  —  «)* -|-  y*  =z /'(a) ,  equazione  d'  una  famìglia  di  circonferenze,  tangenti 
alla  curva  già  ottenuta. 

d)  Se  si  vuole  la  curva,  per  la  quale  il  raggio  di  curvatura  in  ciascun  punto 
si  esprime  mediante  una  data  funzione  dell'ascissa  del  punto  stesso ,  bisogna  inte- 
grare l'equazione  (i-\-  y'  )    *=  y"f{x).  Qui  le  variabili  si  separano  subito,  e  si  ha 

/ — «      r  ^^^ 

y'/  y  1  +  y '  =  /  ~7 —  ?  ®^'  ^^^  esempio ,  se  f{x)  =  o}j2x ,  si  ottiene  la  curva  da- 

r     x'dx 
etica ,  rappresentata  dall'  equazione  y  "=  §  — rm •  Essa  è  il  profilo  d' una  la- 

ma  elastica,  mantenuta  ad  un'estremità,  e  piegata  per  effetto  d'una  forza  appli- 
cata all'altra  estremità. 

e)  Cercare  una  curva  piana,  il  cui  raggio  di  curvatura  sia  uguale  al  seg- 
mento staccato  sulla  normale  da  una  retta  fissa,  a  partire  dal  punto  d'incidenza. 
L'equazione  che  si  ottiene  è 

,  ,1x3/  

„ =  ±yyi+y     ,     Cloe     1    ,   y  =±yy    . 

2/ 

Se  si  prende  il  segno  — ,  l'equazione  procedente  è  la  stessa  di  quella  ottenuta  poco 
innanzi,  e  però  le  circonferenze  stanno  fra  le  curve  cercate.  Invece  col  segno  +  si 
ottiene  1  -|-  !/ *=  i/v"i  ^j  nioltiplicando  per  dy,  e  scrivendo  y'dy'  al  posto  di  y'rfy, 

poi ,  fissando  l'origine  in  modo  che  per  x  =  0  si  abbia  y  =  a, 


x  =  alog  ^^"^  ^ ,     cioè     y  =  ---(««  +  «    «), 

a  2  ^  ^ 

equazione  d'una  catenaria. 

f)  Più  generalmente,  l'equazione  differenziale  delle  linee  (§  196,  k)  di  Ri- 
baucour  è 

L^-±y J_  =ky\/i  +  /  ,    cioè    1  +  y  =  A-yy"  , 
y 

e  se  ne  tenta  l'integrazione  ponendo  y'dy   per  y'dy.  Cosi  l'equazione  diventa 


|=,J^y',,     edà     ^  =  «(1  +  /)*/»*,     cioè     y'  =  j/(|)*-l. 


1  +  y' 

Ne  seguo 


dy 


i/^f- 
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QuestA  è  Pequazione  generale  di  tutte  le  linee  di  Ribaucour.  Essa  non  hì  puù 
(§  352)  porre  sotto  forma  algebrico-logaritmica  se  non  quando  è  intero  uno  dei 
numeri  */t^»  V«(^  —  ^)»  ^'^^  (ptando  \i  è.  un  numero  intero.  Si  ritrovano  cosi  la  cir- 
conferenza e  la  ccUenaria  per  k  :=  —  1  e  À=  1  ;  poi  la  cicloide  per  A  =r  —  2,  la 
parabola  per  k  =  2;  ecc. 

t/)  Più  generalmente  ancora,  la  ricerca  delle  curve,  per  le  quali  il  raggio  di 
curvatura  è  una  data  funzione  del  segmento  di  normale,  compreso  fra  il  punto 
d'incidenza  ei  una  retta  fissa,  è  sempre  riducibile  a  due  quadrature  successive. 
Sia  infatti  n==y/cos9  la  lunghezza  del  segmento  di  normale,  e  si  scriva  il  va- 
lore (§  192)  della  curvatura  nel  seguente  modo  : 

1        d^  d  d   y  \         y  dn 

p         ds  dy  dy  n  n         n*  dy 

L*eq nazione  p  =f(n)  si  trasforma  subito  in 

dy       dn  dn  ,  -f-^, 

^  ,     edà     //==iw  ^"*-/''-^  =  (p(n 


y  n        n  +  /(n) 

poi,  successivamente. 


) 


,       Vn'  -  9«(n) 
//=  — 


/<p(n)9'(n)dn 
--_ :  ecc. 


9W  •/   )/n«— '<p*(n) 

Questo  problema  si  presenta  tutte  le  volte  che  si  tratta  di  determinare  le  super- 
fìcie di  rotazione,  caratterizzate  da  una  data  relazione  fra  i  raggi  principali  di 
curvatura. 

390.  Trajettorie.  Il  problema  delle  trajettorie  consiste  nella  ricerca  delle 
linee,  che  incontrano  sotto  un  angolo  costante  o)  tutte  le  linee  d'una  data  famiglia 
9(x  ,  y ,  a)  =  0,  Ciò  si  esprime  scrivendo  che,  qualunque  sia  il  valore  del  para- 
metro a,  si  deve  avere 


.V  ^ 


09  .  òo 
—  ~ +—  tgw 
òx^  òy^ 

89      39 

òy      oc 


cioè 


dx  dy 


òo  ,    ()9  <)?  .   <)9 

^  seno)  -f-  ^-  COSO)        —  ^-  cosco  -4-  r—  sen co 

ox  oy  Ox  oy 

Se  in  questa  relazione  si  sostituisce  il  valore  di  a,  ricavato  da  9  =  0,  si  ottiene 
un'equazione  differenziale  del  primo  ordine,  la  cui  integrazione  conduce alFequa- 
zione  vj;  (x  ,  y  ,  6)  =  0  di  un'altra  famiglia  di  linee ,  le  quali  godono  della  proprietà 
richiesta.  In  particolare  la  ricerca  delle  trajettorie  ortogonali  delle  linee  9  =:  0  si 
fa  integrando  l'equazione  diiierenziale  che  risulta  dall'eliminazione  di  a  tra  9  =-  0 

e  dx^  =  dy  ^  ,  Ecco  alcuni  esempii  : 
I  ox  I  Oy 
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a)  Per  trovare  le  trajettorie  ortogonali  delle  circonferenze  di  raggio  e,  che 
hanno  i  centri  sopra  una  retta  (che  conviene  assumere  come  asse  delle  ascisse],  si 
deve  eliminare  b  tra  le  ec^uazioni 

(.-6).  +  ,.  =  a.     ,     -^-=±, 

x  —  h        y 

dimodoché,  posto  i/=rasen6,  convenendo  che  per  6:=*/j^  sia  x=0,  si  ottiene 


X 


=J  — -^''v  =  «/  — j  de  =  a(cose  +  iogte-j  , 


vale  a  dire  che  le  trajettorie  (le  quali  sono  evidentemente  delle  trattrivf)  si  otten- 
gono spostando  parallelamente  alitasse  delle  ascisse  la  curva  rappresentata  dalle 

equazioni  x  =  afcosO  -\-  logtg  —  ),  y  =  asenO.  Del  resto  è  facile  verificare  che 

la  sviluppata  di  questa  curva  è  una  catenaria.  Per  o)  qualunque  si  troverebbero 
le  altre  sviluppanti  delia  catenaria, 

b)  II  fascio  di  circonferenze  ic*  +  2/'  —  a*  =  2[jLay  può  essere  rappresentato 
anche  dalla  sua  equazione  difierenziale  2xydx  =  (x*  —  y* — <**)^y  >  che  si  stabilisce 
eliminando  il  parametro  fji  fra  Inequazione  precedente  e  queUa  che  se  ne  trae  per 
differenziazione.  Il  cambiamento  di  dyid.n  in  —  dxjdy  conduce  air  equazione  dit- 
ferenziale  delle  trajettorie  ortogonali  delle  circonferenze  del  fascio;  e  poiché  l'e- 
quazione che  in  tal  modo  si  ottiene,  ossia  2xydy  =  (y^  —  x'-|-a*)(ix,  non  differisce 
da  quella  del  fascio  se  non  per  lo  scambio  di  x  con  y ,  ed  il  cambiamento  di  a' 
in  —  a* ,  si  vede  subito  ,  senza  che  occorra  integrare ,  che  le  dette  trajettorie  co- 
stituiscono un  altro  fascio  di  circonferenze  x*  -|-  y*  "f-  ^*  =  2Xax.  I  due  fasci  son 
quelli  che  servono  di  fondamento  al  sistema  *  delle  coordinate  dipolari 

u  =  '/,  log  v-TTf     1     «  =  are  cotfi  . 

e)  La  determinazione  delle  trajettorie  ortogonali  di  qualunque  famiglia  di 
circonferenze  dipende  da  un'equazione  di  Kiccati.  Le  coordinate  4  ?  tj  del  centro 
d'una  circonferenza  ed  il  raggio  a  siano  tre  funzioni  note  dell'arco  *  della  linea 
dei  centri.  Sia  9  l'inclinazione  della  tangente  a  questa  linea  sull'asse  delle  ascisse, 
e  6  l'angolo  che  la  tangente  ad  una  trajettoria,  nel  suo  punto  d'incontro  (x ,  y) 
con  la  detta  circonferenza ,  fa  con  la  normale  alla  linea  dei  centrL  Si  ha 

X  =  4  —  asen(6  -{- <f)     ,     !/  =  ''Q  +  «003(6  -j-  9)  , 
e  per  conseguenza 

dx  da  /dO         1  \ 

—  =  COS9  —  —  sen(e  +  9)  —  o/~  +  --jcos(6  +  9)  , 

dy  da  /d6         1  \ 

^  =  sen9  +  — cos(e  +  9)-a^^  +  --jsen(6+9); 


*  AncUiai  algebrica ,  p.  320. 
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«luiudi ,  poiché  dev'essere  —  dxjdì/  =  tg(6  -f"  9)i  s'  vede  che  la  l'unzione  incognita 
0  soddisfa  all'equazione  diiferenziale 

de         1  _^  cose 
(Ih         p  a 

in  cui  Pj  raggio  di  curvatura  della  linea  dei  centri,  è  una  funzione  nota  di  s, 

e 

Basta  ora  assumere  come  funzione  incognita  t  =  tg —  per  essere  condotti  ad  un'e- 
quazione di  Kiccati  : 

^■'.(-;+i).■+■/.(i-4)-o. 

Del  resto  la  conoscenza  dell'integrale  generale  non  è  indispensabile  per  la  ricerca 
delle  proprietà  delle  trajettorie,  giacché,  tenendo  conto  dell'equazione  differen- 
ziale solo  in  quanto  permette  di  esprimere  la  derivata  e'  mediante  e  e  funzioni 
note  di  «,  le  formole  precedenti  diventano 

dx  ,  dy 

-—  =  (sene  —  a')8en(e  -\-  (f)     ,     -—  =  —  (sene  —  a')cos(e  +  9)  . 

dtt  d» 

Dunque  il  differenziale  dell'arco  d'una  traiettoria  ortogonale  è  rf«j=(sene  —  a')rf«; 

d« 
e  poiché  l'angolo  di  contingenza  è  manifestamente  d^  -\ ,  si  vede  che  il  raggio 

,     P 
di  curvatura  è  dato  dalla  formola  PjCOse  =  a(sene  —  a).  In  particolare  per  a'=0 

si  ritrova,  generalizzata,  una  proprietà  della  trattrice:  il  centro  di  cui-vatura  in 
ciascun  punto  d^una  trajetton'a  oì'toyonale  d'una  famiglia  di  circonferenze  uguali  appar- 
tiene  alla  corrùipondente  nm-male  della  linea  dei  centri,  E  poi  facile  vedere  che ,  una 
volta  determinata  0  in  funzione  di  «,  l'equazione  intrinseca  delle  trajettorie  ri- 
sulterà dall'eliminazione  dì  ti  fra  le  uguaglianze 

H^=J9en^ .da     ,     P|  =  <ttge  . 

Finalmente  (§  227,/)  per  tt'=  1  si  trova  che  U  centro  di  curvatura  in  ciascun 
punto  d^una  trojettoria  ortogonale  delle  circonferenze  osculatrici  d'una  curva  cade  sulla 
tangente  alla  curva  stessa. 

d)  Per  trovare  lo  trajettorie  ortogonali  delle  coniche  omofocali 

A ' —  =  1 


si  formi  prima,  per  differenziazione  ed  eliminazione  del  parametro  X.  l'equazione 
differenziale  di  questa  famiglia  di  curve  : 

{ydx  —  xdy){xdx-{~  ydy)  +  (a*  —  b^)dxdy  =  0  . 

Siccome  il  cambiamento  di  dyjdx  in  —  dxjdy  non  altera  l'e(iuazione,  se  ne  con- 
clude che  le  trajettorie  cercate  sono  le  coniche  stesse;  e  ciò  si  spiega  osservando 
che,  fissati  os  ed  y,  si  ricavano  dalla  prima  equazione  due  valori  di  X:  uno,  mi- 
nore di  ò',  corrisponde  ad  un'  ellisse  ;  l'altro ,  compreso  fra  6*  ed  e*,  corrisponde 


ad  un'iperbole.  Paaaaiiu  dunque  par  ogni  pulito  del  pi&QO,  tnglùuidoN  ad  uigolu 
retto,  un'eliisae  ed  un'iperbole,  che  hanno  i  fuochi  in  due  punti  dati;  ed  i  Talori 
di  X,  che  le  individuano  aell' intera  famiglia  delle  couicLe  dotale  dei  inedesini] 
fuochi,  sono  (^.  §  SII ,  o)  le  wordittoU  rlliUichf  del  punto. 


;)9I.  Superficie:  «)  Nella  roppresenlaiiione  di  porsìonì  limitale  della  iu- 
partìcìe  terrestre  sì  è  condotti  a  considerare  le  linee  di  livello,  ossia  le  ÌDt«rM- 
xioni  della  superficie  con  piani  orizzontali.  L'equasione  stessa  d^ina  superficie 
F(x,y,i)^0  rappresento,  per  ciascun  valore  di  i,  un»  linea  di  livello,  projettat» 
sul  piano  orizzontale  Oxy.  L'el imi noE ione  di  t  fra  le  equazioni 


,F  =  0 


8F  , 


conduce  ad  un'equazione  differenziale  del  primo  ordina,  che  rappresenta  appunto 
l'intero  sistema  delle  linee  dì  livello,  ed  anche,  mediante  il  suo  integrale  singo- 
lare, l'inviluppo  delle  lìnee  stesse,  cioè  (e/r.  §  2tì2)  il  conUtrno  dfU'om/rra  della  su- 
perficie sopra  un  piano  orizzontale,  per  un  fascio  verticale  di  raggi  luminosi.  Se 
poi  nell'equazione  differenziale  delle  linee  di  livello  9i  cambia  i/'  in  — -  1/y',  l'in- 
tegrale generale  della  nuova  equazione  rappresenta  le  prcjezioni  orizzontali  delle 
linee  di  mamima  jieiulenzn ,  trajettorio  ortogonali  delle  linee  di  livello  *. 

b)  La  determinazione  delle  traiettorie  orliigoniili  delle  gerieratricì  di  qualunque 
superficie  rigata  si  può  sempre  fare  con  una  sola  quadratura.  Supponiamo  che  la 
posizione  d'un  punto  sulla  superficie  si  definisca  mediante  (g  270]  le  solite  coor- 
dinate M  e  e,  dimodoché  sia  X^x-f-or,  T^y-|-6»j,  Z^!-)-ct>,dov6  x,t/,»,a,i 
dipendono  soltanto  da  «,  Se  si  rappresentano  eoa  x',y',...,c'  le  derivate  di  queste 


dX  =  (x'-f  a'v)du-|-arf«    ,     (ìY=(y'-^b'v)d»-i-bdv    ,     dZ  =  {i -\- ov)dìi +  odv  , 

e  la  condizione  di  ortogonalità  SudX::=0  diventa  (aa:'-|-6y'-f- e»')rfi( -j-du^O, 
da  cui  subito  si  ricava,  integrando,  v=  —  j(ax'~\-by'-\-ex')du.  Trovata  ana  tra- 
jettoria  «=/(u),  tutte  le  altre  sono  date  da  v^/(n)-\- cattante,  e  però  due  tra- 
jettorie  qualunque  intercettano  segmenti  uguali  su  tutte  le  generatrici. 

c^  Per  determinare  le  atiintotinht  d'una  superficie  rigata  adoperiamo  l'equa- 
zione (g  304) 


€L  = 

.  s?= 

ax  iz  }• 
a.  ai'   ji 

ìty  il//  av 

a,  a»  a 
a.  a.   a 

3:    3.    a; 
a.   s.   a.' 

a--  a.  a- 
ùu  a.-  at 

Bouuiaesq,  pp.  H!9'-2t3'. 


'^1     il     ^' 

il  Calcili  ti i/^èren  liti  dt 


—  470  — 
Qui  ad  Xjt/jZ  bisogna  Bostituire  X  =  a;-f-cv,  Y  =  y-f-^>  Z=z-f-cw,  sicché 


55  =  0    ,    ^  = 


a     a      X 


b     b'     !,' 


I  t 

c      e      z 


mentre  £1  è  una  funzione  quadratica  di  v,  i  cui  coeliicieuti  dipendono,  in  gene- 
rale, da  tt.  Se  la  superficie  ò  sviluppabile  (§  268)  si  ha  S  =  0,  e  l'equazione  (7) 
si  riduce  a  (iu*=:0,  vale  a  dire  che  i  due  sistemi  di  assintotiche  si  confondono 
nell'unico  costituito  dalle  generatrici  (a=co*to?i/«).  Se  la  superficie  non  è  svilu])- 
pabile,  C  non  è  nullo,  e  la  (7)  si  scinde  in  due  equazioni,  cioè  rfii  =  0,  a  cui  sod- 
disfano le  generatrici ,  <!> 


~  =  r-9(«)-'pr-/(u)+  4/(u)  . 


i«) 


Dunque  la  deteniiimizione  delle  curve  (istsintnticht  d'una  rigata  tjohba  dipende  da  un^equa- 
zione  di  Riccatì.  Ne  segue  (§  387,  i)  che  quattro  assintoticJie  qualunque  incontrano  le 
generatrici  in  una  quaterna  di  punti ^  il  cui  rapporto  anarmonico  ha  un  valore  unico  per 
tutte  le  generatrici  *.  Inoltre  la  conoscenza  di  due  assintotiche,  o  di  un'assintotica, 
permette  di  determinare  tutte  le  altre  mediante  una  o  due  quadrature ,  rispetti- 
vamente. 

d)  La  riduzione  a  due  quadrature  si  verifica  sempre  per  le  rigate  a  piano 
direttore,  perchè  l'annullamento  identico  di 


2(29  (li)  = 


a     a      a 


b     h'     b"  ; 


e      e 


// 


riduce  la  (8)  ad  un'equazione  lineare,  la  cui  integrazione  (§  887,  e)  richiede  ap- 
punto due  sole  quadniture:  e  d'altra  parte  il  detto  annullamento  è  (§  137)  neces- 
sario e  sufiiciente  per  l'esistenza  di  tre  coittanti  l,m^n^  tali  che  sia  la-\'mb-\-nc=^0 
indipendentemente  da  u ,  vale  a  dire  perchè  le  generatrici  sian  tutte  parallele  al 
un  piano  fisso.  Similmente  si  prevede  la  possibilità  di  ridurre  a  due  quadrature 
l'integrazione  della  (8)  «(uando  si  tratta  di  determinare  le  assintotiche  della  super- 
ficie formata  dalle  normali  principali  d^una  curva  data^  giacché  ({uesta  è  appunto  una 
delle  linee  cercate.  Sostituendo  ad  x^y  .z  i  valori  X=jc-f-  X".Y=i/  4  jit',Z^i=*-f  vi*, 
e  tenendo  presenti  (§  237)  le  forinole  di  Fronet,  ai  trova 


^         V  I     d    t        dxX  ^         1 

x,-\    du  p        duj  ^ 


l        dt 
([uindi  la  (8)  assume,  nel  caso  attuale,  la  forma  semplicissima  2^d 1 


d^ 


*  Di  questo  teorema  si  trova  in  Mathesis  (1899,  p.  159)  una  dimostrazione  geometrica,  do- 
vuta ad  A.  DeroQuliu. 
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dopo  aver  messo  in  disparte  l'integrale  v  =  0,  noto  a  priori.  Ne  segue 


convenendo  di  prendere  t^  positivamente  sotto  il  radicale.  In  particolare ,  se  si 

2Bp 

rappresenta  con  II  una  lunghezza  costante,  arbitraria,  si  ha  v=— perle/ince 

^  .  P 

a  torsione  co$iante^  u  ^  j/Rt»  per  le  eliche  cilindriche  (§  266,  e),  e  più.  generalmente. 

per  qualunc^ue  linea  di  liertrand  (§  269)  a  torsione  variabile, ^z:  '=coètaìdt, 

^        VRt 
Questa  non  è  arbitraria,  ma  dipende  dalla  curva  che  si  considera;  e  per  un  circolo 

storto  essa  rappresenta  appunto  la  flessione  del  circolo. 

e)  Per  determinare  le  geodetiche  dell'elicoide  a  piano  direttore  (§  266 ,  6)  si 
proceda  nel  secondo  dei  due  modi  accennati  in  principio  del  §  iK)6.  Siccome  i  co- 
seni direttori  della  normale  alla  superficie  sono  proporzionali  ad  ay ,  —  ax,  x'  -f  //', 
si  deve  avere 

aìj{dyd^z  —  dzd^y)  —  ax{dzd*x  —  dxdh)  -|-  (a^*  +  y^){dxd^y  -—  dyd^x)  =  0  , 

ossia 

a{xdx  +  ydy)dh  —  a{xd*x  -f-  yd*y)dz  +  (x*  +  y^) {dxd^y  —  dyd^x)  =  0  .     (9) 

Intanto  da  x*  •\-  y*=r*,  ricordando  che  dx^ -\- dy*  =dr*  -\-  r^d^^j  si  deduce 

xdx  4"  ydy  =  rdr     ,     xd^x  -[-  yd^y  =  rd^r  —  r'd6'  , 

ed  è  noto  (i^  169,  e)  che 

dxdhj  —  dyd^x  =  (rVO*  +  2(ir'  —  rdV)dO  ; 

quindi  la  (t))  si  trasforma  in 

2rr'' 
r'  -f-  (r 

mettendo  da  parte  l'integrale  6  =  oo>»/an/e,  che  definisce  le  generatrici  rettilinee. 
Al  primo  membro  si  può  dar  la  forma  r'dr'ldr]  quindi  è  naturale  assumere  come, 
funzione  incognita  ?t  ==;•''.  Cosi  l'equazione  diventa 

du  4  ni 

—  = ;  +  2r  : 

dr        r'  +a} 

ed  è  noto  (§  387,  e)  che  questa  si  i)uò  integrare  prendendo 

P  4rdr 
tt  =  ve  =  (r*  +  a^  V  , 
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dv  2r 

dove  la  nuova  funzione  incognita  v  dove  soddisfarò  airoquaziono     -=    ,     -_- 

(Ir       {r  -\  or) 

Ne  seguo 

b*        r'  -|-  a'  6 

con  fj  costante  arbitraria.  Finalmente 


J   )/(r5  +  a«)(r'  +  a'  — 6* 


(r^  +  a})  (r'  +  a'  —  6*) 

Il  secondo  membro,  integrale  ellittico,  non  è  calcolabile,  generalmente,  informa 
lilgebrico-logaritmica :  ma  per  6  =  0  sì  trovano  le  generatrici  {^=^ costante)^  e  per 
ò=za  un*altra  interessante  famiglia  di  geodetiche,  facilmente  deducibili  dalle  linee 
di  curvatura  (§  308,  6),  giacche  si  ha 


log 


e  finalmente 

_  "^^ 

e  —  e 

f)  Corchiamo,  per  tinire,  le  assintotiche  e  le  linee  di  curvatura  della  nu- 
ptrficùi  di  SrJierk  * 


^        _  £,        y  V 


l'n  calcolo  facile  dà 


sen 


—        —  z  — 

^ —  e    "  )     ì     7COS  — 

a  ^  :   ^  ^  a 


^ycos  — =  V^(«;''-|-  e    «)(c«— e    "  )     ,     rycos  —  =  7^(c«  — e    «)(€«  +  c    «')  , 


X  x 


|/ 1  ^ p«  _l-  ^»cod  —  =  V4(«"+  «  '^  )  («""  +  «  '"  )  ; 

quindi,  introducendo  gli  angoli  :^  ed  y),  legati  ad  x  ed  1/  mediante  le  relazioni 


a* 


i/^(^«  — e    «)  =  t^è     ,      V,(e''+e    «  )  =  l/cos^  ,  e;c-c.  , 

si  ottiene  £  =  seniQ,^&>=senè,  vale  a  dire  che  :;  ed  1Q  misurano  le  incliDazioui 
delFasse  y  e  dell'asse  x,  rispettivamente,  sul  piano  tangente.  Ciò  premesso,  se 
inoltre  si  osserva  che 

ad^  adx\ 

dx  = ^      ,     dy=: , 

e  OS  è  costì 

*  Giornale  di  Creile^  1834.  p.  200.  Questa  superfìcie  è  stata  discussa  (e  sperimentalmente 
realizsata)  da  O.  Vau  der  Meusbrug^ghe  nel  JJulletin  de  l'Académie-  de  Belgiquef2ème  sèrie,  voi. 
XXI,  p  558. 

61 
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8i  ha,  in  virtù,  di  note  formole  (§  287), 

H  =  0     ,     K  = ;  cos'è  ^08^n  . 

a' 

La  superficie  è  dunque  ad  area  minima,  ed  i  raggi  principali  di  curyatura  hanno , 

in  ciascun  punto,  il  valore  assoluto  ^J^afe"  -{'  e  ")(«**  +  ^  "  )•  ^^^  1*  determi- 
nazione delle  linee  di  curvatura  conviene  qui  fare  uso  delle  formole  di  Bodrigue 
(§  299)  scrivendo  dxldi=dyld^](£>j  ossia  (fè'=rftl',  d'onde  ^  ih  t)  =  co«^»fe.  Per 
la  determinazione  delle  assintotiche  bisogna  innanzi  tutto  calcolare  ryé,L  Dalle 
espressioni  di  p  e  ^  si  deduce  subito,  derivando  la  prima  rispetto  ad  x,  la  seconda 
rbpetto  ad  y, 

a  a  a  u 

poi ,  ricordando  che  H  =  0 , 

2pq  pq  pq 

Intanto  si  ha 

JLi.?!  =      i>^      ^  1  +  7' 

cos'4         sen^sentj         cos'tj 
e  però  l'equazione  differenziale  delle  assintotiche  (§  304)  diventa 

d4'  +  2cot4ootti^4rf'n  +  rfti'==0  . 

Questa  è  facilmente  riducibile  ad  un'altra  già  trattata  (§388,/):  basta  porre 
u  =  costl,v=cosè,  per  trovare 

(1  —  u*)rfv*  +  2uvdudv  +  (1  —  v*)rfu*  =  0  . 
^integrale  generale  è  dunque 

(1  —  u*)co8'a  —  2ur  sena  cosa  +  (1  —  u')sen'a  ==  0  , 
ossia 

senacos^ -|- cosacosiQ  =  1  , 

con  a  C-ostante  arbitraria.  L'integrale  singolare  cos(4ztiQ)=0  rappresenta  una 
linea  di  curvatura,  alla  quale  sono  tangenti,  in  projezione  sul  piano  xy,  tutte  le 
assintotiche.  Essa  è  la  linea  di  contatto  della  superficie  col  cilindro  circoscritto 

alla  superficie  stessa  parallelamente  all'asse  z;  e  consta  di  infinite  curve  uguali, 

z 
situate  nei  piani  cos  —  =  0.  Ciascuna  curva  (come  tutte  le  sezioni  fatte  con  piani 

a 

perpendicolari  all'asse  2)  rassomiglia  atl  un'iperbole  equilatera.  Siccome,  nel  caso 
attuale,  si  ha  Ì=dbcos4,^Ì^)t>  =  sen4,  ò  chiaro  che  (%  è  l'angolo  di  coutiugen- 
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za;  e  poiché  da  una  precedente  forinola  risulta  che  il  raggio  di  curvatura  ò 


a 


P  = 


sen^cos^ 


-^  =a(tg4  +  (50t4)    , 


8i  ha,  per  esprimere  Parco,  «=/pd4  =  alogtg4,  e  per  conseguenza  p=a{ef^  -fé*"). 
La  curva  che  si  considera  è  dun([ue  detinitu  da  un'equazione  intrinseca  simile  a 
«inolia  (§  3GS,  r)  do  la  catenaria  di  eyuale  resistenza. 


302.  Continuando  a  parlare  delle  equazioni  fra  due  variabili,  fermia- 
moci a  considerare  specialmente  quelle  che  contengono  linearmente  la 
funzione  incognita  e  le  sue  derivate,  cioè  le  equazioni  della  forma 

y.n,  _^  j^'n-iy^(^)  ^  y'-'%{x)  +  . . .  +  yX_,(x)  +  y/»  =/(x)  ,       (10) 
le  quali  diconsi  lineari.  (Juando  f{ir)  è  0,  l'equazione  si  dice  i'iicoìnpleta  : 

y.n.  ^  y.n.,y^(.,)  ^  y'"-«/,(x)  +  .  .  .  +  y'/n-, W  +  J^/nW  =  0    .  (11) 

Questa  gode  evidentemente  della  proprietà  che  ogni  suo  integrale,  cioè 
ogni  y  soddisfacente  alla  (11),  7ion  cessa  di  soddisfare  quando  viene  mol- 
tiplicato per  una  costatile,  0  sommato  can  altra  funzioìie  analoga.  Ciò 
premesso  è  facile  dimostrare  che,  se  y, ,  y, , ...  sono  n  integì^ali  partico- 
lari, linearmente  indipendenti,  d' una  eqicazione  lineare,  incompleta,  di 
j^tirto  ordine,  l' integrale  generale  è 


y  =  «1^1  +  S^l  +  «3^3  +  •  •  •  +  ^^nVn    » 


(12) 


dove  a^,a^,...ya^  sono  costanti  arbitrarie.  Infatti,  limitandoci,  per  mag- 
gior chiarezza,  al  caso  particolare  n  =  3,  supponiamo  che  u,v,to  siano 
tre  funzioni,  linearmente  indipendenti,  soddisfacenti  all'equazione 


y"  +  ìi'9{^)  +  y'x(^)  +  .v+(^)  =  0  , 


(13) 


dimodoché  si  abbia  identicamente 


Per  la  coesistenza  di  queste  quattro  relazioni  è  necessario  che  ogni  fun- 
zione y  j  soddisfacente  alla  (13),  sia  legata  ad  u,v  ,w  dalla  relazione 


y    y     1/     y 


u      u       a        u 


'  ti  in 

ì)         V  V  V 


I  n  ni 

w     w      w       w 


=  0  , 
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e  ciò  richiede  (§  137)  che  le  quattro  funzioiìi  siano  linearineiitt»  vincolate; 
ma  nella  relazione  fra  y,i^,v,w  non  può  mancare  i/,  altrimenti  saivb- 
boro  le^^ati  linearmente  u,VyW,  contrariamente  all'ipotesi.  Dunque 
y  =  mi-^l/v -^  eie,  con  aj),c  costanti  non  solo,  ma  costanti  arbitrarie. 
perchè  l'osservazione  fatta  in  principio  permette  di  asserire  che  la  fun- 
zione y=aii  -f-  ^>i-  +  eìo  soddisfa  elfettivamente  alla  (13),  qualunque  sia- 
no a  ,  ?> ,  e, 

393.  Quando  è  noto  l'integrale  generale  dell'equazione  (11),  quello  del- 
l'equazione comyVc/a  (10)  si  può  ottenere  con  a  quadrature,  seguendo  il 
procedimento  detto  da  Lagrangia  variazimie  delle  eostanti  arhiirane. 
tentando  cioè  di  soddisfare  alla  (10)  con  la  stessa  forma  (12),  in  cui  si  sup- 
pone che  le  a  siano  funzioni  di  ce,  da  determinare  convenientemente.  Sia 
data,  per  esempio,  l'equazione 

y"  +  ?/"9G'")  +  ìi'ti^)  +  y^{^)  =A^)  ,  (14) 

e  si  conoscano  tre  integrali  particolari  u,r,ir,  linearmente  indipendenti, 
della  corrispondente  equazione  incompleta  (13).  Cerchiamo  di  soddisfare 
alla  (11)  prendendo  y  =  aa  +  ^*"  +  <^*^^ >  dove  a,b ,c  sono  tre  funzioni  in- 
cognite di  Xy  alle  quali  possiamo  sempre  imporre  due  condizioni: 

a  u  -j-  h'v  -f-  cw  =  0     ,     a  il  -\-  b'v  -\-  cw  =  0  . 

Ora,  sostituendo  in  (14)  le  espressioni  di  y  e  delle  sue  derivate 

y  z=.  au  -\-Ijv'  -\-  civ      ,     y"  =  au"  -}-  bv"  -[-  cu"  , 
y    =au    -j-  bv    -[-  civ    -|-  «  M    -\-  bv    -^  cw    , 

si  trova,  come  terza  condizione,  aV+&V'+cV=/'(ir),  sicché  a\b\c  si 
possono  dedurre  dal  sistema 

au  +  6'v  4-  cu  =  0  ,  au  +  bv  +  cV  =  0  ,  aV  +  bV  +  cw'  =f{x)  . 

Questo  ammette  una  soluzione  ben  determinata,  perchè,  essendo  u,v  ,w 
linearmente  indipendenti  per  ipotesi,  il  determinante  del  sistema,  cioè 


u 

1 

u 

u 

17 

t 
V 

v" 

W 

n 

ir 

è  diverso  da  zero.  Trovate  cosi  le  funzioni  a\b\c\  si  ottengono  poi,  con 
semplici  quadrature,  lo  espressioni  di  a ,  ?v ,  e ,  e  conseguentemente  l'inte- 
grale generale  y  con  tre  costanti  arbitrarie.  Nel  caso  generale ,  iramagi- 
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niuulo  che  uella  (12)  si  sostituisca  ad  ogni  a  una  conveniente  funzione  di 
i>?,  aumentata  d'una  costante  arbitraria,  si  vede  che  la  forma  dell' inte- 
grale generale  dell' eqicazione  (10)  è 


y  =  yo  +  «il/t  +  «jy*  +  •  •  •  +  ^n'Jn    ' 


(15) 


Talvolta  accade  che  sia  già  noto  un  integrale  particolare  y^  dell'equazione 
com2Jleta,  ed  allora  basta  conoscere  n  integrali  particolari  (linearmente 
indipendenti)  2/1,2/,,...  della  corrispondente  equazione  incompleta,  per  po- 
tere jmmediatamente  scrivere  l'integrale  generale  (15),  senza  che  vi  sia 
bisogno  di  ricorrere  al  metodo  di  Lagrangia.  Infatti,  posto  2/==  2/0 +  -2^  ^^ 
(10),  si  vede  subito  che  z  deve  soddisfare  alla  (11). 


394.  Teorema.  L'integrazione  di  un'equazione  linearle  dell'ordine 
II,  quando  si  conoscono  m  integrali  particolari ,  linearmente  indipendenti, 
della  corrisi)Oìulente  equazione  iìicompleta,  si  può  sempì^e  ridurre  all'in- 
tegrazione di  un' equazimie  lineare  dell' ordine  n— m,  seguita  da  m  qua- 
drature. 

Siano  infatti  2/1  »  2/»  >  •  •  •  gli  ^^  integrali  noti  dell'equazione  (11),  e  sia 
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il  loro  wronskiano.  Si  cerchi,  come  nel  precedente  paragrafo,  di  soddisfare 
alla  (10)  prendendo  y  =  a^y^^  +  ^tVt  +  •  •  •  +  CLmilm  »  ^d  imponendo  alle  fun- 
zioni «!,«,,...  la  condizione  che  le  loro  derivate  siano  proporzionali  ai 
complementi  algebrici  degli  elementi  dell'ultima  verticale  di  a,  dimodo- 
ché si  abbia,  chiamando  z  il  coefficiente  di  proporzionalità, 


i=,#i 


irrm 


2«y^=o , ^vr^"^  ^p^"" v=i,2,...,m-2) , 2«'y;""*^=«'- • 

i-i  1=1  t=l 

È  facile  vedere  che  le  derivate  di  2/  =  «i2/i  +  «i2/j  +  •  •  •  +  «m2/m  sono  date 
dalle  formole 


1=1 


i-i 


trrm 


.IV» 


=2 


i=l 


i  i      ' 


iv_m^ 


+  «l.ì 


AH-m-V 


+  ---  +  av-m.v2     (per  v>m). 
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l,a  lom  sostitoKione  in  (10)  conduce  ad  im'tMjnazione  della  forma 


"'  +  «r 


''+■■■  +  »,-»«  =  /« 


Conosciuto  l'integrale  geaemle  di  questa  equaziuue  lineare  dell' ordìoe 
n-~m,  sono  anche  note  le  la  funzioni  a',  dalle  quali  si  può  risalire  alle  a 
mediante  m  quadrature.  La  dimostrazione  precedente  non  è  che  la  natu- 
rale estensione  di  quella  che  ci  ha  condotti  al  risultato  del  §  393,  corri- 
spondente all'ipotesi  m  =  n.  Per  m^n  —  1 ,  ricordando  (§  387 ,  e)  ciò  clic 
si  è  detto  per  le  equazìnui  liuearì  del  primo  ordine,  si  Tede  che  l'integra- 
zione di  un'equazione  lineare  dell'ordine  n.  quando  si  conoscono  n  — I 
integrali  parlicolitri ,  linearmeìtle  ituiipendenli,  della  conisjxmtlenli' 
equazione  tncoiupleta,  è  liUuciliile  art  n  +  1  quadrature. 


89B.  EBempii:  a)  L'equazione  lineare  del  primo  ordine  i/'-\-y^{jc)=/(x)  « 
può  sempre  integrare,  perchè  deireiguazione  incompleta  i/'-^-  i/if(x)^0  ai  canoaM 
l'integrale  generale  x  =  ae~J  ^'^,  ed  il  metodo  di  Lagrangia  dù  a'e ~J ^^/^x^ 
Dunque , 


-/'' 


f<u 


rf-p 


fi'  ■ 


i}  L' equazione  del  tecondii  ordine  ]/' -\-y<^  ■\- iii/z:zf  ai -^ìxI}  integrare  me- 
diante tre  qumlrature  quando  è  nota  una  funzione  u,  aoddiat'acente  alla  condisione 
w"4-"V+  "4'=^'^-I°'"**'''P''^'*'  J/^='*".  l'equazione  diventa  a"u-\-a'{'2u-\-  ^):=/. 
QueaUt  è  del  primo  ordino  in   a',  e  ee  ne  può  ricavare  a'  con  due  quoilrature,  poi 


[J-^ 


.et— 

J   .->' 


o)  È  utile  sapere  che  l'intagrazione  di  qualunque  equaaione  lineftrfl  i 
pitta  del  secondo  ordine  si  può  ridurre  a  quella  di  un'equazione  di  Rice 
guita  da  una  quadratura.  Infatti  la  sostituzione  y  :=  e J        trasforma 


v"  +  y'9  +  y^=o 


e  spiegano  quelle  dell'equazione  di  ' 


Cosi  le  proprietà  dell'equazione  Un 
e  viceversa. 

d)  Con  quattro  quadrature  ai  deve  poter  integrare  l'equasione  del  t 
dine  (14).  quando  si  conoscono  due  l'unzioni  u  e  t',  aoddisfaceuti  alla  (li 
eUflttivamente.  posto  !/^au-{-bv  ,  a':^  —  ui ,  t'rruE  ,  a=:;:uw' — vu',  ai  faa   - 

y' ^  oh' -j- i""'     1     h"  ^au." -\-bc" -\' az     ,      i/'"  =  aa" -{- W -\- Cu! -{•  % 

'  l' equazione  si  trasforma  in  a:'-}- (2a'-j- oy):  ^/,  e  i-on  due  quadratura  J 
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deduce 

z=^ ? ' 

poi ,  con  altre  due  quadrature ,  si  giunge  all'integrale  generale 

y  =  vjuzdx  —  ufvzdx  . 

396.  Biquazioni  a  coefficienti  costanti.  Quando  i  coefficienti 
della  funzione  incognita  e  delle  sue  derivate,  nell'equazione  (10),  hanno 
valori  costanti,  è  facile  trovare  n  integrali  particolari,  linearmente  indi- 
pendenti, dell'equazione  incompleta  (11),  e  per  conseguenza,  con  n  qua- 
drature, l'integrale  generale  dell'equazione  completa.  Si  tenti  infatti  di 
soddisfare  con  y  =  e^  alla  (11);  questa  si  muta  in  una  condizione  per  k, 
detta  equazione  caratteristica  : 

k  X        k  X 

Se  le  radici  /Cj,  A,,...  di  <p(k)  sono  tutte  distinte ,  gli  n  integrali  e  *  ,  e    ,... 
sono  linearmente  indipendenti,  perchè  il  loro  wronskiano  è  il  prodotto  di 

e     *  per  * 


1     k^ 


i=rn-t 


i  n-ì 

t  n-i 

X  4  4     •    •    •    ^m 


i  n-i 


=!!(*.+.-*<)(*<+. -*<)-"(*»-*<)^o  • 


ini 


Dunque  l'integi^ale  generale  dell' equaziorie  incompleta  è 


V.r 


h.x 


k_x 


//=«!«*    +  «l«  *     +  •  .  •  +  «n«  **     y 


(16) 


dove  ttj ,  a, , . . .  sono  costanti  arbitrayne.  Si  attribuisca  invece  alle  a,  il 
significato  di  funzioni,  le  cui  derivate,  definite  dal  sistema 


kx 


kx 


kx 


k,a\e  i  +  k^a\e  '+...  +  k^à^e  ^  = 


0       ,  per  v  =  0,l,2,...,n  —  2  , 
/(x)  ,  per  V  =  n  —  1  , 


-kx 


siano  a\^=e   *  f{!X:)l^'(k^.  Il  metodo  di  LagrAugia  conduce  ad  asserire  che 
l'integrale  generale  dell'equazione  completa  è 


k    X  _ 

e  '     r-k,. 


f{x)dx  -f  - 


k  x        ^ 

?(^i)i/ 


kx 


x)dx  + . . .  +  -i^.  h  "^ 


e 

9(*n) 


f(x)dx  . 


*  AnaUsi  algebrica^  p.  14. 
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Quaudo  poi  l'equazioii**  caratteristica  ha  radici  multiple,  il  numero  degli 
integrali  particolari  e*"^  è  iiireriore  all'ordine  dell'equazione,  e  la  formolu 
(16)  cessa  di  rappresentare  Tiutegrale  generale  dell'equazione  incompleta. 
Si  tenti  allora  di  soddisfare  alla  (11),  in  modo  più  generale,  con  ìj=a^€*^. 
Il  primo  membro  diventa  uguale  al  prcKlotto  di  e**  per 

ed  è  chiaro  che,  se  a  è  radice  multipla  dell'ordine  ?%  vale  a  dire  se 

9(a)  =  0  ,  (p'(a)  =  0  ,  ...  ,  9'^-*Ya)  =  0  , 

l'ultima  espressione  si  riduce  identicamente  a  zero  per  k  =  a  e  per  cia- 
scuno dei  valori  0 , 1 ,  2 , . . . ,  ;'  —  1  di  fi.  In  tal  modo  si  ottengono  r  inte- 
grali particolari  :  é?*^,  o-e'*"' , a'^-h^  '*'.  Dunque,  se  l'equazione  caratte- 
ristica ammette  le  radici  a ,  p , . . . ,  degli  ordini  r,  5,.. . ,  rispettivamente, 
l'integrale  generale  dell'equazione  incompleta  è 

y  =  K  +  ^,-^  +  . .  .  +  ^v-r^' "')«""  +  (^  +  ^^'  +  •  •  •  +  \^,^->^^  +  .  .  .   r 

dove  le  n  costanti  «^ ,  a^ ,...,  ^j, ,/;,,.. .  sono  arbitrarie.  Diciamo,  per  finire, 
che,  ordinariamente,  le  equazioni  che  si  presentano  sono  a  coefficienti 
reali  ;  e,  siccome  conviene  avere  y  sotto  forma  reale,  si  cerca  di  fare  spa- 
rire gli  immaginarli  osservando  che  alla  somma  a(?'*'*'^^*-|- &e'* ""*'', 
cui  dà  luogo,  nell'espressione  dell'integrale  generale,  ogni  coppia  a=h/p 
di  radici  coniugate,  si  può  dar  la  forma  reale  (AcosPc/*-}- HsenPc/:)e?*', 
prendendo  reali  le  nuove  costanti  arbitrarie  A  =  a  +  ?;,  B  =  i(a  —  b), 

397.  Esercizii  :  ^0  I^^o^*^^  //'+.V="/(-^)-  Q^^i  ^•^  +  1  =  ^  ^  l'^^^^^^-zione  ca- 
ratteristica, e  però  due  integrali  particolari  dell' equazione  incompleta  sono  e***, 
t"^,  ai  quali,  come  si  è  detto,  si  possono  sostituire  senx  e  cosr.  Dunque  l'inte- 
grale generale  di  y'-f-  y=  0  è  y  =  asenx  -\-  bcosx.  Facendo  variare  le  costanti 
si  ottengono  le  equazioni 

a'senx -j- ò'cos.r  =  0     ,     a'coHaj  —  6'senx=r/(x)  , 
dalle  quali  si  deduce  a=f(x)coax  ,  ò=  — /(x)8ena!;  ;  poi 

1/  =  sen  X  S/(^)  ^''^^  ^  fl^  —  co^  ^  if{^)  8®^  ^  ^^^  • 


h)  Integrare  y  =z/(x).  L'  equazione  caratteristica  ammette  0  come  ra- 
dice tripla,  e  però  l'integrale  generale  di  y"z=0  è,  come  si  poteva  prevedere, 
y  =  a  -}-  6x  -|-  ^^^'  ^^  variazione  delle  costanti  fornisco  il  sistema 

a'  J^  b'x  +  iìx/  =  0     ,     6'  -f  tcx  =  0     ,     2c'  =f{x)  , 
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da  cui  si  ricava  a=\'^.r^f(y)  ,  b'=  —  -Tcfix) ,  c'=Y,/(x).  Dunque  l'integrale  gene- 
rale di  y"'=f(x)  è  y  =  ^Ux*f{x)dx  —  xf.cf(x)(lr,+  ^l^x*ff{x)(lx,  Questo  è,  del 
resto,  un  risultato  quasi  eviilent^,  perchè,  se  si  pone  successivamente 

Sf(x)dx=/^(x)     ,     S/^{x),ìx=f,(x)     ,     //,(x)dx=/,(x)  , 

9Ì  ottiene,  integrando  per  parti, 

Sx/{x)dx  =  r/,(x)  -  /.(x)     ,     /xy(.r)rfa:  =  x*/^(x)  -  2a:/,(x)  +  2/,(x)  , 

e  l'espressione  trovata  ])or  rìnto<;ralo  generalo  diventa  y=/j(.T). 

e)  Integrare  ?/^+  2?/"'-|-  2i/" -{- 2y' -{■  y=f(x).  Le  radici  dell'equazione  ca- 
ratteristica sono  —  1 ,  —  1  ,  *',  —  i'  Dunque  l'integrale  generale  deirequazioue 
incompleta  è  y  =  (o  -\-  bx)e~^-\'  otson.r  -\-  pcos.r.  Col  metodo  di  Lagrangia  si  cal- 
cola poi  l'integrale  generale  dell'equazione  completai  : 

y  =  Vi  (  1  +  ^)  ^  -*/«  V(.0  dx  —  »/^  e  -' Jxc  V(x)  dx 
—  ^j^senxff[x)8enxdx —  ^i^coi'xJf{x)cosxdx  . 

Data  /(jc),  el  eseguite  le  quattro  quadrature  indicate,  si  riesce  a  porre  y  sotto 
la  forma  (lo),  ossia  a  portare  in  evidenza  un  integrale  particolare  y^,  che  si  i)uò 
ridurre  alla  più  semplice  espressione  togliendone  tutte  le  parti  soddisfacenti  all'e- 
quazione incomplotu.  Cosi,  per  esempio,  per  f{x)  =  e'^  si  ottiene  1/0=  ^j^x^e"^. 
d)  Integrare  y  =  xy'  -\-  x*y".  Se  tentiamo  di  soddisfare  a  questa  equazione 
con  y  =  X**,  troviamo  che  si  deve  avere  i  =  n  -\-  n(n  —  1),  cioè  n  =  ziz  1.  Dun- 
(jue  riiitegrale  generalo  ò  y=.(ix  -\-  bjx.  Se  poi  l'equazione  da  integrare  è 

r      1     1   r 

il  metodo  di  Lagrangia  dà  y  =  ^l^x  I  f{x)d 1-  — -   j  f(x)dx. 

^  X  £,X  I  / 

t)  Per  integrare  y  -\-  xy-^-  x^y"  =  x  si  ])onga ,  come  precedentemente  , 
y  =  a;**  nell'equazione  incompleta.  Si  ottiene  n  =  di»;  e  poiché 

x±i  =  c±i\opx  =z  cos  log.r  ifc  j'son  logx  , 

si  vede  che  senlogx  e  cos  log  x  sono  due  integrali  particolari.  Siccome  poi  un  in- 
tegrale particolare  dell'  equazione  completa  si  scorge  immediatamente,  ed  è  Vi^» 
si  può  subito  affermare  che  l' integrale  generale  dell'equazione  proposta  è 

y  =  YjX  -f-  asenlogx  -|-  òcoslogrc  . 

fj  in  modo  analogo  si  può  intograro  .>'^y" — (2|i — l)xy'-\-\x-y=0.  Ponendo 
i/  =  j!**  si  riconosce  che  vi  è  un  sol  valore  ])Ossibile  per  n,  cioè  n  =  |x;  ma  la  co- 
uosconza  dell'integralo  particolare  x^  ò  sufficiente  (§  395,  b)  por  trovare  l'inte- 
grale generale.  Posto  //=x^-,  l'ecj unzione  «liventa  xz  "-f-»'=0,  e  dà  zz^a-^-bìogx. 
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Dunque  y  =  a^(a  -f-  blogx),  A  questo  risultato  si  giunge  anche  mediante  un  cam- 
biamento di  variabile  indipendente:  x=e^.  Siccome  (§  159.  a) 

^  d«      '     ^  Ut*       dt  )  ' 

l'equazione  diventa 

di*         ^  dt       ^ 

Questa  ha  i  coefficienti  costanti  j  e  la  sua  equazione  caratteristica  ammette  fi  come 
radice  doppia.  Dunque  il  suo  integrale  generale  ha  la  forma  {cC-\-bl)e^j  e  però 
l'integrale  generale  dell'equazione  proposta  è  y  =  x^{a-{'blogx). 

g)  Similmente,  per  integrare  (1  —  ^*)ì/' — ^y'-{'y  =  ^i  ^i  ponga  jc=co8<, 
dimodoché 

^ , 1__  rfy  ^  „  _  _   cos<   dy  1      d*y 

^  ■"       sen«  dt      '      '^   ~        sen'^  dt    *    senV  dt*  ' 

d*y 
L'equazione  si  trasforma  in  — ^  -|-»/=z:0,  e  però  ainniettegli  integrali  particolari 

cos/=x,sen^=  J/l  —  x*.  Dunque  l'integrale  generale  è  y=ax-f-^Ki — ^*' 

h)  Le  sostituzioni  d'una  variabile  indipendente  atl  un'altra  non  sono  sem- 
pre fatte  a  caso.  Esse  vengono  spesso  determinate  dal  proposito  di  ottenere  una 
data,  semplificazione  nell'equazione  che  si  considera.  Cosi,  nell'equazione 

{i+x*)y"+xy=\i*y  , 
trasformata  in 

(1  +  x')«'' J  +  I  (1  +  xY'  +  xf  l '^  =  ,iV  , 


i'' 

t  X 


si  può  fare  sparire  il  termine  in  dyjdt  ])rendendo  -^-f^r"; — •=^>  ^*^^^ 

t        1  -\-  x^ 


e  conseguentemente  t^=i  I  -  =log(x  -|-  r  1  +^*)-  Mediante  questa  sosti- 

J  yTT~x* 

tuzione  l'equazione  proposta  diventa  d*yldt*=\ì}y  ^  e<i  ha  per  integrale  generale 

at^^-\-ht~^\  Quindi,  osservando  che  «'=x-f- [/l -f-a:*,  «"'=  —  «+ ^^^-f-***'?  s* 
vele  che  l'integrale  generalo  cercato  ò 


>)  Per  integrare  l'equazione  ?/  =  Vj/z'  +  '^y"»  considerata  da  Legendre,  si 
prenda  come  variabile  indipendente  x  =  t*^  e  si  osservi  che 

^  "^  2^  d^     *     ^   ""        4<'  ctó  "^  4««  d<«   • 


con 
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L'equazione  diventa  d*ylcU}  =  4iy,  e  ]>erò  il  suo  integralo  generale  ò 

Lepaige  ha  trovato  che,  più  generalmente.  Inequazione  y  =  iiii/'-\-xy"  è  integrabile 

Cxdjg 

per  infiniti  valori  di  m.  Si  può  intatti  (§  395,  e)  ridurla,  ponendo  y=e  ,  ad 
un'equazione  di  Riccati:  a(s'-|-z*)  +  wt3  =  l.  So  si  pone  z=uVf  e  si  determina  v 
in  modo  che  sia  u;u'+mu  =  0  (ciò  si  ottiene  prendendo  r  =  x"**),  si  trova  che  u 
deve  soddisfare  all' e<iuazione  xr(?t'-|"^'***)=  ^;  ^^^^  w' -J- u'ic~'**=  x***"'.  Posto 
x  =  /*^,  l'ultima  0(1  nazione  si  traslbrma  in 

~  -}-  |ii*V»* '-»»"-•  =r|i/ »*'»-•  , 

(l     \        du          u^               r 
supponendo  wi  ^  1   o  prendendo  u.  = 1  in 1 = , 
1  —  mj         dt       1  —  m       1  —  m 

1  —  2w                                                 w  , , 

n  = ,  e  conseguentemente  =wi  —  */i'  I^nnque  (§  388,  h)  l'equa 

zione  proposta  ù  integrabile  per 

m=-4-'.       ,     -4-»/       ,     -h»        ,     -l-V       ,-+-*/ 

III — —  ,j     j     —  ,^     j     —     j     1     —  /j     ,     _  /j  ,  ...  . 

jf)  Tentiamo  l'integrazione  dell'equazione  non  lineare 

y"  +  3y'  +  2(y-y')  =  0, 

seguendo  la  via  indicata  da  Mansion.  Se  si  pone  y'-^y  =  Zf  l'equazione  diventa 
3-\-2z  =  2y^.  Il  metodo  della  variazione  delle  costanti  conduco  ancora  a  porre 
y  =  «c~*,  z=i?e~**,  e  le  funzioni  u,v  debbono  soddisfare  alle  condizioni 

Eliminando  x  si  ottiene  vdv=:2u^du.  Dunque  v'=i**  —  a\  Poi,  sostituendo  v 
in  u'=ve~^  ed  integrando, 


t"' 


Nel  secondo  membro  comparisce  un  integrale  ellittico.  Se  sapessimo  esprimere  u 
in  funzione  di  x,  avremmo  anche  l'espressione  dell'integrale  generale  u€~*.  Ad 
ogni  modo  possiamo  sempre  ottenere  infiniti  integrali  particolari  supponendo 
a=0,  nella  quale  ipotesi  si  ha 

_^  1  ±1 

e--^  =z  r.zr:  —     ,     y  = . 

u  1  —  ce^ 

In  modo  analogo  si  può  trattare,  più  generalmente,  l'equazione 
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ed  ottenerne  l'integrale  generale  in  forma  esplicita,  finita,  per  tutti  i  valori  interi 
di  1/n.  Si  trova,  per  esempio,  che  l'integrale  generale  dell'equazione  y* — yy=l 
o 

come  si  può  stabilire  anche  per  altra  via  (§  887,  d), 

k)  L'uso  delle  serie  è  assai  utile  por  l'integrazione  di  certe  equazioni  diffe- 

4 
ronziali.  Per  esempio  l'equazione  y"-\ y'-f  n'y  =  0,  che  si  presenta  in  Mecca- 

X 

nica,  si  può  integrare  ricorrendo  alla  serie 

/v W  =     —  2(v+  1)  '^  2.4.(v+  l)(v  -f  8)  "~  2.4.H.(v  +  l)(v  +  3)(v  +  6)  "^  "  * 

Infatti,  se  si  osserva  che/'  (jt)  -f Z'i-^)  t/vW  =  ^j  ®  se  si  pone,  nell'equazione 

proposta,   i/  =  x^J\(nx)j  si  trova 

Questa  non  può  coincidere  con  la  relazione  ottenuta  precedentemente  se  non  è 
li([i'{-iÌ)  =  0jV  =  2iì.-{-4..  Dunque  dov'essere  pi  =  0,v  =  4,  o  [i=  —  8,v  =  —  2; 
e  però  l'integrale  generale  corcato  ò  i/  =  af^{nx)'\-bx~^f_^{nx).  Del  resto  le  fun- 
zioni /_j  ed  /^  si  possono  esprimere  semplicemente  in  forma  finita.  Per  questo  si 

v  +  1 
osservi  che/y^,(x)  = fX^)-  Intanto  si  vede  che  (§  91,  a) 


X 

X*                  x' 
fJx)  =1 -1 —  .  .  .  =r  COSX  . 

JoK  )  1.2^1.2.3.4 

Ne  segue 

/_j(a;)  =  1  -}-  I  xdo^xdx  =  xsenx  -^  cosx  ; 

0 

poi 

1  aenx  ^  ^v  n       ^^enx       3cosx 

Finalmente  possiamo  scrivere  l'integrale  generale  sotto  la  forma  seguente  : 

a  h 

y  =  — ^  (sennx  —  nxcosnx)  -\ ^  (cosnx  -|-  nxsen  nx)  . 

X  X 

l)  Importante  è  la  serie  ipergeomelrica  * 
fW  fi  V  ,W1J-  «-^.4-  «a+«)-P(l-t-P)   .  ,    «(14a)(2+«).p(14P)(24P)    ,  , 


*  Vedi  y Algebra  superiore  di  Novi,  p.  286,  o  il  Cours  d'Analyee  di  Jordan,  1. 1,  p.  154. 
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ohe  jKHUlist'a,  come  tmilmontt»  5»i  verilica.  airo<iuaziono  diiìeroiizialo  (di  Gauss) 

(x  -  x')y"  4-  j  Y  -  (1  -i   a-\-^)x  \,/  =  a^y  . 
Se  si  certa  di  soddistaiv  a  «|Ut?sta  tM|iiazi<nie  ]>iìi  ixeneralin(*iito  roTi 

si  trova  che  si  deve  avere ,  o  p.  =  U  .  ot'  ^=  a  ,  p'  =  P  ,  Y=  V  j  o  puro  |i  =  1  —  y  , 
ot'=  1  -f  a  —  Y«P=  1  4"  P  ~  T?T=*'^  ■"  T*  r)unque  l'integrale  generale  è 

E  utile  sapore  che  la  serie  iporgeometrica  racchiude  come  cusi  particolari  gli  svi- 
luppi di  varie  importanti  funzioni.  Cosi,  per  p=Y,  o  oi=y=1,  o  a  =  p=  1 

e  Y  =  2,  si  trovano  le  l'unzioni  (1  — x)  *.  e*^"^, logfl  —  j-).  Si  osservi,  por  ^- 

nire,  che  i  due  integrali  particolari  precedentemente  ottenuti  si  confondono  in  uno 
(piando  Y  =  l;  ma  è  noto  che  <|uest'unico  integrale  è  suihciente  per  la  conoscenza 
deirintograle  generale.  Così,  per  esempio,  per  p  =  l  l'equazione  diventa 

(a-  -  x-)ii'  4-  j  1  —  (2  -|-  a)x\y  =  ay  , 

e<l  ammetto  l'integrale  particolare  (1  —  Jc)~";  poi  un  calcolo  facile  r§  095,  lì)  mo- 
stra che  il  suo  integrale  generale  è 

purché  (ben  s'intende)  il  secondo  membro  non  sia  privo  di  significato. 


308.  equazioni  ai  differenziali  totali.  Invece  di  M^/o^-f  tv///=0 
supponiamo  data  Tequaziono 

udx  +  vdij  4"  ««^3  =  0  ,  (17) 

in  cui  u ,v ,  w  sono  funzioni  ìiotc  di  x ,y  ,z.  Evidentemente,  se  si  consi- 
dera una  delle  tre  variabili,  per  esempio  z,  come  funzione  delle  altre  due 
(indipendenti),  la  (17)  si  scinde  in 

(18) 


J).r  xr  Dy 


u- 


d'onde  è  facile  dedurre  che  le  funzioni  u ,  v ,  w  non  possono  essere  date 
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(ul  arbitrio.  Infatti ,  essendo 

Vz  d    u  v    d     u  d's  d    V  u    3     t; 

~— ^— —      3;;^    — —  ■  I       — .  I     ■  ■-       — ^~       -^-^  ,  —  i  _^_    — —      —~      ^■—     mmX-m      -^^       ~-~~       ^^■— 

dxd^  di/  t^;         tt'   dz    tr  di/dz  dx  t/;         w   dz    to 


Cloe 


W 


òxiy  w  òy       rv*  dy        t<;*  di 


òydx  t/'  3x       «;*  3x       1/;*  d«        tc^^ 

si  vede,  eguagliando  (§  130)  fra  loro  queste  esprassioni,  che  si  deve  avere 

È  questa  una  condizione  necessairi  per  resistenza  d'una  relazione  fra  le 
variabili  or ,y  yZ y  i  cui  dilFerenziali  totali  siano  vincolati  dalla  (17).  Per 
dimostrare  che  la  condizione  stessa  è  anche  sufficiente,  vegliamo  far  ve- 
dere che,  supponendola  soddisfatta,  è  possibile  Tintegrazioue  della  (17),  0 
del  sistema  equivalente  formato  dalle  (18).  La  seconda  equazione  del  si- 
stema si  può  considerare  come  un'equazione  differenziale  ordinaria,  del 
primo  ordine,  fra  le  variabili  y  e  z\q  però,  designando  con  9.(0?)  una  fun- 
zione arbitraria,  il  suo  integrale  generale  ha  la  forma 

/(x,y,s)  =  9(x)  ,  (20) 

giacché  in  questa  integrazione  x  si  deve  trattare  come  una  costante ,  da 
cui  pur  dipendono  v  e  w?.  Intanto  si  noti  che,  se  si  deriva  la  (20)  mante- 
nendo costante  x,  si  deve  ricadere  sull'equazione  differenziale  da  cui  si  è 
partiti ,  e  però  si  ha 

t?    òy        w  ì^z 

dove  |JL  è  una  conveniente  funzione  di  x,y,z.  Ciò  premesso,  se  si  vuole  che 
sia  soddisfatta  anche  la  prima  delle  (18),  bisogna  determinare  9  in  modo 
che,  derivando  la  (20)  nell'ipotesi  di  y  costante,  si  abbia 

per  la  qual  cosa  occorre  (e  basta)  che  ;r iiu  sia  una  funzione  della  sola 

X,  Tutto  si  riduce  dunque  a  far  vedere  che,  se  la  condizione  (19)  è  sod- 
disfatta,  è  nulla  la  derivata  di  ^- —  piw  rispetto  ad  y,  presa  considerando 
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z  come  una  funzione  dì  x  e  di  y,  definita  dair equazione  (20).  In  altri 
termini 


Intanto  si  ha 


quindi  l'ultima  coudizione,  se  vi  si  aj^giunge  il  termine 

dy         03        òzòy       òyÒ2 
moltiplicato  per  u,  fliventa 

e  si  riduce  poi  facilmente  alla  condizione  (10),  perchè  il  primo  membro  è 
uguale  al  primo  membro  di  (10),  moltiplicato  per  fi,  più 

Soddisfatta  la  condizione  (10),  si  può  affermare  che  la  relazione  (20),  in 
cui  si  pone  per  9(0;)  l'espressione  che  si  deduce  dalla  (21)  mediante  una 
quadratura,  è  l'integrale  dell'equazione  (17).  Ossen-iamo,  per  finire,  che 
quando  la  (17)  è  integrabile,  il  primo  membro,  moltiplicato  per  una  con- 
veniente funzione  di  a*,  y,z,  è  un  differenziale  esatto  {c/y.  §342),  perchè, 
se  alla  (20)  si  dà  la  forma  ^{x,y,z)  =  costante  (facendo  passare  tutto  in 
un  membro),  si  ha 

a*    d/     ,, ,  a*    a/  <)♦    d/ 

e  però  |i(Mt/a'+  l'cly  +  irdz)  =  d^.  (xeometricamente  la  questione  da  noi 
trattata  equivale  (c/>\  §  381)  a  fissare  a  priori  una  tripla  infinità  di  piani, 
ed  a  costruire  una  famiglia  di  superficie,  tangenti  ai  piani  stessi  in  punti 
pi*estabiliti.  Dalle  considerazioni  pi*ecedenti  risulta  che  il  problema  è  ge- 
neralmente impossibile.  Ciò  avviene  perchè  si  va  in  cerca  di  supe7^/icie; 
ma  si  noti  che  esistono  sempre  iiìfìnit(*  linee  soddisfacenti  alle  medesime 
condizioni,  anche  quando  non  è  scjddisfatta  la  (10).  Infatti  l'eliminazione 
di  z  fra  la  (17)  ed  una  relazione  arbitraria  9(u?,  y,  ^)  =  0  conduce  ad  una 
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equazione  dilfereiiziule  del  primo  ordine  frii  due  variabili ,  e  questa  am- 
mette sempre  una  semplice  infinità  di  integrali. 

300.  equazioni  ordinarie  simultanee.  Oi*a  si  domandi  ([uali 
relazioni  debbono  intercedere  fra  tre  variabili  .r ,//,-? ,  aflinchè  i  loro  dif- 
ferenziali siano  proporzionali  a  funzioni  itole  di  .t  ,  // ,  c  : 

dx        dtj         (h 

—  =  --  =  —.  (22) 

n  V  te 

Geomcìtricamente  ciò  equivale  a  fissare  a  itriovì  le  tangenti ,  in  tutti  i 
punti  dello  spazio,  a  curve  incognite,  ed  è  facile  intuire  {cfr.  §  381)  che 
tali  curve  sono  in  numero  doppiamente  infinito,  sicché  le  loro  e([uazioni, 
costituenti  il  sistema  integrale  delle  (22),  debbono  avere  la  forma 

F(x,y,2,a,i)  =  0     ,     G(x  ,»/,  =  ,  a  ,  ^)  =  0  ,  (215) 

con  a  (òb  costanti  arbitrarie.  Ed  effettivamente  le  (22)  altro  non  sono  che 
due  equazioni  diffiìrenziali  ordùinrie,  del  pruno  ordine,  che  in  forma  più 
generale  si  possono  scrivere  cosi  : 

/(•^  »  y 7  = ,  y'j  =')  =  0    ,    ^(x ,  y ,  = ,  j/',  s'j  =  0  .  (21) 

J)a  queste  equazioni  ricaviamo  z  =  '^{x ,y  ,ii')  e  x;'=4^(a;,  ?/,2/').  Egua- 
gliando la  seconda  espressione  alla  derivata  della  prima  si  ottiene  una 
relazione  fra  x,y,y',i/'\  cioè  un'equazione  difierenziale  del  secmido  ordine 
fra  due  sole  variabili,  oc  ed  y;  ed  integrando  questa  equazione  si  giunge 
ad  avere  y  espresso  in  funzione  di  iV  e  di  due  costanti  arbitrarie,  a  e  b; 
quindi,  sotituendo  y  \n  z  =  ^(uo ,y,  //'),  si  riesce  ad  esprimere  anche  z  iu 
funzione  di  x ,  a  ,  b.  Così  le  (24),  o  le  (22),  sono  integrate.  Bisogna  poi  no- 
tare che  alle  (21),  i-icavandone  y'^^dyjdoc  e  z'=dzjdx,  si  può  sempre  daiv 
la  forma  (22).  Similmente,  se  fra  qìiallyo  vai'iabili  x,y,z,t  sono  date  iì^e 
equazioni  differenziali  ordinarie,  del  primo  ordine,  immaginiamo  che  se 
ne  ricavino  le  derivate  di  x,ìj,z  rispetto  a  <,  e  siano  a'  =  w,i/'=t?,5:'=tr, 
con  UyV.ìc  funzioni  ìiote  di  x,y,z,t.  Dalla  prima  (;:r''=u)  si  ricavi 
y  =  <^{t,XyZ,x)  per  sostituirlo  nelle  altre  due,  le  quali  in  tal  modo  pi'eu- 
dono  la  forma 

f{t,XjZj  x\  s',  x')  =  0     ,     ff{t,XjZ  ,  x\  s')  =  0  . 

Da  queste  si  ricavino  z  =  ^{t .  x ,  ir\x")  e  z'=yXt ,  x ,  x',  x"),  e  si  uguagli 
la  seconda  espressir)no  alla  derivata  della  lìrinia.  I.a  relazione  che  in  tal 
mo<lo  si  ottiene  fra  t,x ,x\x",x"  è  un'equazione  differenziale  del  terzo 
ordine,  la  cui  integrazione  conduce  ad  esprimere  ,/•  in  funzione  di  t  e  di 


i 
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tre  costanti  arbitrarie.  SostitiKMido  x  in  z  =  ^{t,x,x\ x") ,  poi  a?  e  5:  in 
y  =  (^{t  ,x  ,z  ,x),  si  ottengono  analoghe  espressioni  per  //  e  z.  Ingene- 
rale, dato  un  sistema  di  n  e(iujizioni  ^lilleronziali  ordinarie,  del  primo  or- 
dine, fra  n  -f  1  variabili , 


(ìx        dx.        dù\  d.r^ 

\  t  n 


si  può  ridurre  T integrazione,  mediante  successive  eliminazioni  di  n—  1 
variabili,  all'integrazione  d'una  sola  efiuazione  differenziale,  dell'ordine 
n,  fra  due  variabili,  ed  ottenerne  cosi  il  sistema  integrale  sotto  la  forma 
di  n  equazioni  simultaneo 

F^(a; ,  a:j ,  X, ,  . .. ,  jc, ^ ,  «j ,  (I, , . . . ,  aj  =  0     ,     (*  =  1  ,  2  ,  3  , ... ,  n) 

con  n  costanti  arbitrarie.  (  irazie  alla  presenza  di  queste  costanti  an  si- 
stema di  n  funzioni^  oWìgate  a  prendere  valori  presantti  2>er  \in  dato 
valore  della  vuriahile  ùidij/endente ,  si  pvò  consideraì^e  come  defiìiito  da 
n  equazioni  differenziali  simnltanee  del  primo  07'dine. 

400.  equazioni  alle  derivate  parziali.  La  più  semplice  e(|ua- 
zione  alle  derivate  parziali  (S  383)  è  quella  che  vincola  le  derivate  parziali 
P  Q  q  d'una  funziom?  incognita  z  di  x  e  di  y  alla  funzione  stessa  ed  alle 
variabili  indipendenti.  Noi  vogliamo  qui  occuparci  più  particolarmente  di 
quelle  equazioni  che  contengono  linearmente  /^  e  7,  e  che  per  tale  ragione 
diconsi  lineari.  Esse  hanno  la  forma 

wp  -|-  vq  =  //•  ,  (26) 

Con  UyX-,w  funzioni  note  di  ,r,y,z.  Domandare  quali  son  tutte  le  fun- 
zioni z  soddisfacenti  ad  una  simile  relazione  <»({uivale  geometricamente  a 
domandarsi  quali  supei^licie  sono  in  ciascun  punto  {x,y,z)  toccate  da 
una  retta  condotta  per  questo  punto  nella  direzione  {n  ,  r ,  v),  giacché  la 
(25)  si  può  considerare  appunto  come  la  condizione  di  ortogonalità  fra  la 
direzione  nota  (u ,  v  ,  ir)  e  (luella  (/> ,  (/ ,  —  1)  della  nor'male  (§  200)  ad  una 
delle  superficie  da  costruire.  E  ovvio  che  ognuna  di  queste  superficie  è  il 
luogo  d'una  infinità  di  linee,  scelte  nella  doppia  infinità  (2.3),  e  l'insieme 
di  tutte  le  possibili  superficie  si  potrà,  per  conseguenza,  rappresentare 
vincolando  ay^hitrariamcnte  tra  loi'o  le  costanti  nelle  equazioni  (23),  sic- 
ché l'equazione  di  qualunqu(»  superiicie,  soddisfacente  alla  (25),  si  potrà 
ottenere  eliminando  a  e  b  Ira  le  (23)  ed  una  relazione  arbitraria  ci)(a,&)=0. 
Questa  previsione  sarà  presto  confermata  dal  calcolo.  Sia  r{x fy,z)  =  0 
una  qualsiasi  relazione,  atta  a  definire  z  in  funzione  di  x  ed  [/,  in  guisa 

03 


—  498  — 

da  soddisfare  alla  (25).  Sostituendo  ?v=  —  _-  /  —  ,  (7  =  —  y- hr-  nella  (251 
questa  diventa 

u-^  +  v^+w^=0  ,  (26) 

òx  0//  d: 

equazione  lineare  ed  oìnofjenea ,  che  si  può  subito  integrare  appena  sia  n(»t<i 
il  sistema  integrale  di^llcj  (22).  Supponiamo  infatti  risolute  le  (23)  rispetto 
alle  costanti  arbitranti  : 

<p(.r. //,:)==  a     ,     ^{x,y,-S)  =  h  ,  (27) 

Qui  notiamo  che  le  funzioni  9  e  4^  s  >no  tra  loro  indipendenti,  perchè,  se 
ciò  non  fosse,  fissato  per  a  un  valore,  non  sarebbe  più  arbitrario  il  valore 
di  b.  Orbene  la  (20)  è  soddisfatta  tanto  per  /'=9,  quanto  per  /"=+,  giacché 
la  differenziazione  delle  (27),  e  la  sostituzione  di  UyVjW  alle  quantità 
proporzionali  dx ,  dy ,  cfv  ,  ci  dà 

ur-l  +  r^-f  «•   ^  =  0     ,     u-^  +  r-^  +  a;  ^=0  .  (28) 

dx   *       Dy    '       Dr  '         òx    *       òy    '       Js  ^     ^ 

Ciò  premesso,  (|ualun(|ue  sia  la  funzione  f  soddisfacente)  alia  (20),  per  la 
compatibilità  di  questa  e(iuazione  con  le  (28)  si  richiede  che  sia 

3(x ,  t/ ,  2) 

e  per  conseguenza  (.^  180)  che  tra  A.  9  ,  4^  interceda  una  rv^lazione.  Questa 
involge  necessariamente  /*,  al ti'i menti  vi  sarebbe  un  legame  tra  9  e  4^. 
Dunque  /*=a)(9  ,  ^).  Quanto  ad  co,  esso  è  il  simbolo  d'una  funzione  arbi- 
traria, perchè,  comunque  si  prenda  w,  si  ha 

d/     dco  09      ()<o  ìi^      d/     do)  ^9      do)  òtf'      d/     dco  09      dco  t^I^ 
òx       09  dx      04'  òx  ^    dy      Ò9  òy      ùtj'  ùy  *   Os       89  da       ò^'  ^*   * 

quindi 

^    D/      òw^     ^9       Do)^    ()4; 

sicché  la  (20)  è  soddisfatta.  Ed  ora  si  vede  che  y;^*?'  soddisfare  alla  (25) 
basta pon*e  a)(9,4')  =  0.  Più  generalmente,  T integrazione  dell'efiuazioae 
lineare  ad  n  variabili  indipendenii 


òx   ,       òx   ,         ,       3x 


'«^-^''•ò^-»---^"-^;; 
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si  riduce  subito  airintegraziontì  dell' equazioae  lineare  ed  oniog&nea  ad 
n-i-  1  variabili  indipendeììll 

e  per  integrar  questa  basta  integrare  il  sistema  di  n  equazioni  ordinarie 

dx       dx.       dx^  dx^ 

scrivendone  il  sistema  integrale  sotto  la  forma 

9t(^  »  ^1  >  ^t  >  •  •  •  »  ^ J  =  costante  ,         (i  =  1  ,  2  ,  3  , . . . ,  n). 

Si  soddisfa  alla  (30)  nel  modo  più  generale  con  /*=  ^(9, ,  9, , . . .  9J,  ed 
alla  (2^))  ponendo  a)(9, ,  9^ , . . . ,  9j=:(),  dove  a>  è  simbolo  di  pimzione  ar- 
hitraria. 

401.  E  utile  sapere  che  la  conoscenza  d'un  integrale  particolare  /'=9 
dell'equazione  (20)  pernKìtte  di  semplificare  l'integrazione  riducendo  da 
tre  a  due  il  numero  delle  variabili  indipendenti.  Poiché  9  contiene  almeno 
una  delle  tre  variabili,  si  può  sempre  supporre  che  9  dipende  da  Zj  cam- 
biando, se  occorre,  i  nomi  delh^  variabili;  e  per  conseguenza  si  può  sosti- 
tuire 9  a  ;j  come  variabile  indipendente.  Ora,  se  si  distinguono  mediante 
parentesi  le  derivate  parziali,  prese  rispetto  al  nuovo  sistema  A^y,  9  di 
variabili,  si  ha 


ò 


e  così  l'equazione  (2())  si  trasforma  in  ?W  —-  j  -f  t'  { 7-  )  =  0.  Il  problema  si 

trova  in  tal  modo  ridotto  all'integrazione  (fatta  trattando  9  come  una  co- 
stante) di  un'equazione  dilferenziale  ordinaria  del  primo  ordine  fra  due 
variabili,  l/'=xO'^»  i/>  ?)>  della  quale  basto'à  detenniruire  un  integimle 
particolare  per  giungere  alla  conoscenza  d'un  altix)  integrale  4^  della  (20). 
Più  generalmente,  la  conoscenza  di  v  integrali  particolari,  indipendenti, 
dell'equazione  (30),  ossia  di  v  funzioni  9i,9, ,...  soddisfacenti  alla  (30), 
e  tali  che  nessuna  di  esse  sia  funzione  delle  altre,  permette  di  trasformare 
la  (30)  in  un'equazione  analoga  con  n  —  v-|-l  variabili  indipendenti,  alla 
quale  si  giunge  assumendo  come  variabili  9i ,  95 , . . . ,  9»  ^^1  posto  di  v  va- 
riabili CL\ 
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402.  Per  integrare,  secondo  Lugniii^ia.  uii'eiiiiazioue  qualunque  alle 
derivate  parziali  prime,  con  due  variabili  indipendenti, 

/(r,y,2,y>,7;  =  0   ,  (31) 

si  cerchi  di  otten(4*e  un'alti'a  relazione  f70v,  »/,  c:,/>  ,g)  =  0,  per  potere, 
aggregandola  alla  (:U),  dedurne  i>  e  q  in  funzione  di  a',ij,z,  ed  in  se- 
guito determinare  z  mercè  l'integrazione  (§308)  dell'equazione  ai  diffe- 
renziali totali  dz=iuU:  -\-  qdy.  La  derivazione  parziale  (rispetto  ad  oc,  y,  z) 
delle  equazioni  /'=0  e  i/  =  0  dà 

òx      ì^pì^x      ììqòx  '  ì^y      ì^pòy      iqòy  '  àz      l^pHz      òqòz 

Se  da  questo  sistema,  eliminandone  'òpjòj:  e  òrjjòy,  vSi  deducono  le  altre 
quattro  derivate  parziali  di  jf  a  q  ,  per  sostituirle  nella  relazione 

dp  .     ì^P      òq  ,      3^ 

Oy  Oz        ox  Oz 

necessaria  e  sufliciente  (§312)  per  rintegrabilità  di  dz=^j)(i<v -\-qdìj,  si 
trova  r equazione  lineare  ed  omogenea  alle  derivate  parziali  prime,  con 
cinque  variabili  indipendenti, 

VpVx'^^^lVy'^Yòp-^'%ìòz=\òl^^  »      (^'^ 

che  si  sa  (§  400)  integrare  mediante  quattro  equazioni  differenziali  simul- 
tanee del  primo  ordine.  Del  resto,  secondo  un'importante  osservazione  di 
Charpit,  che  verrà  giustificata  fra  breve,  basta  deterttiinure  un  solo  inte- 
grale (j  della  (32),  con  una  costante  arbitraria ,  per  potere  poi ,  integrando 
dz  =^ pdx -^  qdìj ,  arrivare  alla  conoscenza  della  i>tó  generale  funzione 
z  =  F{Xfy,afb)  soddisfacente  alla  (31),  purché  si  convenga  di  conside- 
rare a  e  ^  sia  come  costanti  arbitrarie,  sia  come  variabili  soggette  a  certe 
condizioni.  Suppongasi ,  per  maggiore  chiarezza ,  che  la  (31)  sia  stata 
messa  sotto  la  forma  z  =  ip{x  ,y  ,2^  ,q)\  sia  z=G (a;,//)  una  funzione  qua- 
lunque soddisfacente  a  questa  equazione,  sicché,  identicamente, 


D'altra  parte  si  determinino  a  e  h  mediante  le  equazioni 

Sx      òx     '     dy      dy 
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Se  si  riflette  che  l'equazione  jM'oposta  dev'essere  soddisfatta  indipendeute- 
inente  da  a  e  6  quando  per  z  vi  si  pone  ¥{x,y,a,h),  si  vede  subito  che 

Adunque  l'espressioue  F(a?,?/,/7,/>)  chiude  in  so  tutte  le  possibili  funzioni 
z  soddisfacenti  all'equazione  proposta,  e  per  questa  ragione  sicliiama  Vin- 
legrnlc  completo  dell'equazione  stessa.  Intanto  la  derivazione  parziale 
dell'identità  F=(r,  se  si  tien  conto  delle  (33),  mostra  che  si  deve  avere 

SFòa       aF36_  òFSa       ^F  06  __ 

Queste  relazioni,  identicamente  vere  per  a  e  b  costanti,  sono  soddisfatte 
anche  quando  a  e  b  sono  convenienti  funzioni  di  ^-  e  di  y,  indipenden- 
ti o  arbitrariamente  vincolate  fra  loro.  Nel  primo  caso  il  determinante 

^,   ^  ,  è  diverso  da  zero,  e  però  si  deve  avere  ()F/()a=0 ,  òFlòb=0 ,  d'onde 

d(x,y) 

si  ricavano  per  a  eb  due  funzioni,  tra  loro  distinte,  la  cui  sostituzione  in 
z=F(Xyy,ayb)  conduce  alla  conoscenza  d'un  integrale  c  =  9(^,2/),  detto 

integrale  singolare.  Nella  seconda  ipotesi,  posto  b  =  to{a),  le  (31)  si 

3F      òF 
riducono  all'unica  condizione  r — [- -- a)'(a)  =  0,  e  da  (lue^ste  due  ugua- 

Oa      ab 

glianze  si  ricavano  per  a  e  b  due  espressioni,  includenti  un  simbolo  di 
funzione  arbitraria;  sostituendole  in  z  =  V{a^  ,U,fi,  b)  si  trova  ciò  che  si 
suol  chvAiwiwi'i  Vinlegr  ale  generale  dell'equazione  proposta*. 


*  Per  avere  esercizi!  e  pili  ampii  dettagli  su  questa  importante  teoria,  il  lettore  potrà  con- 
sultare gli  speciali  trattati  di  Forsyth  e  di  Qoursat. 


APPENDICE 


La  funzione  di  "Weierstrass. 

403.  La  funzione,  alla  quale  si  è  accennato  in  fine  del  §  41 ,  è 

f{x)  =  008  «05  -|-  òcoswajc  -|-  6*co9ica*JC  -{-  6' eoa  «a 'x  + 


•  •  • 


per  convenienti  valori  di  a  e  di  &.  É  noto  che ,  per  |  ò  |  ^  1 ,  la  serie  (§  78) 
converge  uniformemente ,  e  rappresenta  (§81)  una  funzione  coniinua.  Ci 
proponiamo  di  far  vedere  che,  malgrado  la  continuità,  f(x)  è  priva  di  deri" 
vaia  per  qualsivoglia  valore  di  x.  Determiniamo  anzitutto,  dopo  aver  fissato  x, 
una  successione  a^ ,  a^ ,  a, , ...  di  numeri  interi,  positivi  o  negativi,  tali  che  le 
differenze 

X  —  a^     ,     ax  —  a,     ,     a*x  —  a,     ,     a^x  —  a,  ,  ... 

siano  tntte  maggiori  di  —  7i  «  ^^^  maggiori  di  7i  :  basta  prendere  —  a^  uguale 
al  massimo  intero  contenuto  in  ^^  —  ^"^^^  Poniamo 

dimodoché 

V,<a''(x-xJrSV.    ,    V.  ^  «"«  -  4<  •/.  . 
Se  a  r^  3 ,  si  ha 


X  —  X,  . ,  <       —  -  <  —  ^  X  —  x^  , 


:t .  <  1 

o  però 

^o<^t<^i<^a<---     >     linix^  =  x  . 

Similmente 

^'o>«'i>»'j>«'3>---     >     limx'^  =  x  . 


Ora  si  considerino  successivamente  i  due  rapporti  incrementali,  sinistro  e  destro 

1  f  • 

X  ^""  X  X  _  ~~~  X 
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Il  rapporto  incrementale  sinistro 


f{x)  — /(xj  ^  y^,  co8(iraV)  —  cos(wa»a;J 
X  —  x_  ^ 


X  —  x^ 


può  scindersi  in 


Per  la  prima  somma  si  osservi  che 

_  _  ,  senliza* -) 

008  (ira  x)  —  coHi'ictrx  )                     /     v*^  +  '^h\        V            2      / 
— ; =  —  itsenl  wa   — - —  1 . 

2 

8en:r 
Siccome  i  valori  assoluti  di  seno;  e non  superano  mai  Tunilà,  si  vede  che 

X 

il  valore  assoluto  dell* ultima  espressione  non  supera  ir.  Ne  segue,  supponendo 
anche  2^^  0,  che  la  prima  delle  due  somme  (1)  è  inferiore,  in  valore  assoluto,  a 

"^^       ,  (ahY  —  1  t: 

*^  ab  —  1         ab  —  1 

0 

Essa  può  dunque  prendere  la  forma r(tf^)**»  con  0  compreso  fra  —  l  ed  1. 

ab  —  1 

Quanto  all'altra  somma  (1)  si  osservi  che 

cos(irtt'*^a:)  —  co8(iia"^a:J 
=  —  cos(ira*"*^x  J 1 1  —  008  (ira''"*^(x  —  x^^  )  j  —  sen  (7ra*"^*jcJson  (ira'^'(x  —  xj) . 

Ora,  se  si  suppone  che  a  sia  un  intero  dispari,  Turco 

è  un  multiplo  di  ir,  pari  o  dispari  secondo  che  a^  ò  dispari  o  pari.  Ne  segue 

(!0s  (ira"+"a; J  =  —  C—  1)'*'     ,     sen  (wa"+^x J  =  0  , 
co8(ira'^x)  -  co8(ira"-^a:„)=  (--  1)*"  1 1  —  cos (ira*"^^(a  —  xj)  |  . 

La  somma  considerata  si  riduce  cobì  a 

(- 1)  "(o^r  2  ^ 7^ir-h — ^  •  ^"^' 

„  a  (x  —  X  J 
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I  termini  sottoposti  al  segno  sommatorio  sono  tutti  positivi  o  nulli.  Il  primo  h 

1  —  co9(ira'*(x  —  x^)  ) 

L*arco  ^a^(x  —  a?,^)  supera  Vj^»  ^^^  supera  '/,ir.  Il  suo  coseno  è  dunque»  ne- 
gativo o  nullo;  e  però  il  termine  considerato,  avendo  il  numeratore  non  inferiore 
all'unità,  ed  il  numeratore  non  superiore  a  '/,,  non  è  minore  di  "/,.  A  fortiori 
supera  '/s  ^^  somma  (2).  Ne  segue  che  V  espressione  (2)  può  mettersi  sotto  la 

forma  (—  1)  \^j^k{aby^  con  /i>  1.  Adunque  si  ha 

Ora  la  quantità  fra  parentesi  è  sempre  maggiore  di 

3        a6  —  1  ~         ah^^l  ' 

essa  ò  dunque  positiva  se  ah  ?^  1  +  '/t^*  !>' altra  parte,  crescendo  n  ,  {àbY  ol- 
trepassa ogni  limite.  Dunque  il  rapporto  incrementale  sinistro  cresce  indefinita- 
mente in  valore  assoluto  quando  la  variabile  indipendente  tende  ad  x  percor- 
rendo la  successione  x^^x^^x^^ ...  .  Un  calcolo  del  tutto  simile  al  precedente  dà 


/(^'„)-/W 

X 


dove  h!  supera  l'unità,  e  0'  è  compreso  fra  —  1  ed  1.  Dunque  il  rapporto  incre- 
mentale destro  cresce  indefinitamente  in  valore  assoluto,  ma  assume  un  segno 
opposto,  per  ogni  valore  di  n,  a  quello  del  rapporto  sinistro,  quando  la  varia- 
bile tende  ad  x  percorrendo  la  successione  x\^x\^x\^,.. .  È  stata  *  inoltre  di- 
mostrata da  Wiener  la  possibilità  di  costruire  altre  successioni,  per  le  quali  i 
rapporti  incrementali  tendano  a  qualsivoglia  limite  prestabilito.  Il  Wiener  si  ò 
poi  servito  della  funzione  di  Wcicrstrass  per  dimostrare  la  possibilità  (c/r.  §  293,  &) 
che  una  superficie  non  rigata  sia  sviluppabile.  Ben  s'intende  che  una  tal  super- 
ficie, priva  di  piano  tangente  in  ciascun  punto,  non  ò  materialmente  realizza- 
bile ♦•. 

Cenni  sul  oaloolo  delle  differenze. 

404.  Data  una  successione  di  numeri  u^^ ,  u^ ,  u^ ,  ti, , ...  chiamasi  differenza 
d'un  termino  qualunque  ciò  ohe  bisogna  agiriungere  al  termine  stesso  per  otte- 
nere il  termine  seguente.  Formare  le  differenze  dei  termini  d' una  successione  ò 

♦  Giornale  di  Creile,  1831,  p.  221. 
**  Lehròueh  der  darsUllenden  Geometrie ,  t.  II,  p.  33. 

01 
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un'operazione  che  si  rappresenta  col  simbolo  A  : 

Au   =  u  . .  —  w 

Auche  il  semplice  passare  da  un  termine  al  termine  seguente  si  può  considerare 
come  un'operazione  V,  tale  che  si  abbia 

Siccome  il  secondo  membro  non  è  che  u^  +  ^%  i  s*  P^^  ^^^^  c^o  '^  operazioni 
\  e  V  sono  fra  loro  legate  dalla  relazione  V  =  1  -\~  \,  Sostituendo  invece  Vii^, 
ad  w^j  nell'espressione  di  Aw^,  si  vede  che  A  =  V  —  1. 

405.  Ora  vogliamo  mostrare  che  i  segni  operatorii  A  e  V  si  possono  sotto- 
porre al  calcolo  algebrico  secondo  le  norme  indicate  nel  §  112.  Prima  di  tutto  si 
osservi  che,  per  la  definizione  stessa,  se  T operazione  V  si  applica  p  volte  di  se- 
guito ad  un  termine  qualunque  u  ^  o  q  volte  ad  u  ,  essa  produce  il  termine 
u^^j^ ,  vale  a  dire  che  si  ha 

ovvero,  mettendo  Vw^  per  t/^, 

V .  V**  =  V' .  V^  =  \i>+*i 

Poi  si  noti  che  le  operazioni  A  e  V  sono  permutabili  fra  loro,  perchè  VAm  rap- 
presenta il  termine  che  segue  Ali  nella  successione  Au^ ,  Au^ ,  At/, , ... ,  cioè 
Am  ^j ,  che  si  può  evidentemente  scrivere  AVm  .  Dunque  VA  =  AV.  Ne  segue 
che,  data  una  successione  di  operazioni  A  e  V,  queste  si  possono  eseguire  in  uo 
ordine  qualunque.  Ciò  premesso,  siccome  la  differenza  della  somma  è  manifesta- 
mente uguale  alla  somma  delle  differenze  delle  parti ,  si  ha 

A*  =  A(V  —  1)  =  AV  —  A  =  VA  —  A 
=:V(V  — 1)  — (V  — 1)  =  (V  — 1)*  . 

Più  generalmente,  ammesso  che  A^=  (V  —  1)^,  si  ha  pure 

A^*  =  A(V  —  1)^  =  (V  —  1)^A  =  (V  —  1)*^*  , 


tma 


e  però  questa  formola  sussiste  qualunque  sia  p.  Adunque,  per  esprimere  la  p 
differenza  del  primo  termine  della  successione  Uq^u^^u^^  ...  mediante  questi 
stessi  numeri ,  si  ha  la  formola 

A"».  =  «, - -f  V.  +  ^TT^^ "^> ±«.  •  (1) 

Per  un  termine  qualunque  si  ha 

àPu  =  A^V%  =  V^A%  =  V«(V  —  lyu^  , 
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vaie  a  dire 

^%  =  «lH.y  -  7  ~p4-,-l  +       172"  "'*'-• ^^   • 

Inversamente,  se  si  vuol  ricostruire  la  successione,  quando  si  conoscono  le  diffe* 
renze  successive  del  primo  termine,  si  deve  adoperare  laformola  V^=(l  -|~^)'> 
che  dà 

»,)  =  ^0  +  Y  Ah,  H p^-  A*u,  -I f-  A^u,  .  (2) 

406.  IDifferenze  di  0'^  Si  chiamano  cosi,  brevemente,  lo  successive  dif- 
ferenze del  primo  termine  della  successione  0',  1?,  2',  S*^, ... ,  dimodoché  si  ha, 
in  virtù  della  formola  (1), 

A'-O"  =  !>■<  -  ^-  (p  -!)■'  +  ~-^  (i»  -  2)« ±p  .  (3) 

Per  esempio,  formando  le  differenze  dei  cubi  perfetti,  si  ottengono  i  numeri  se- 
gnati nel  seguente  quadro  : 

0       1       8       27       64       125       216       343       512       729       1000     .  .  . 

1       7      19       37       01         91         127       169       217       271       

6      12      18       24        30         36         42         48         54       

6       6  6  (>  (3  ()  6  (>       

0         0         0         0  0  0  0      


Si  vede  che,  a  partire  dalla  quarta,  le  differenze  di  tutti  i  termini  della  succes- 
sione sono  nulle.  Fra  breve  si  mostrerà  che  questo  è  un  fatto  generale,  che  per- 
metto inversamente  di  ricostruire  per  via  di  addizione  la  successione  primitiva. 
Ciò  può  essere  utile ,  nella  pratica ,  per  costruire  delle  tavole  di  quadrati  e  di  cubi 
perfetti.  Ritorniamo  alla  formola  (3)  per  dedurne  un  mezzo  rapido  di  calcolare 
tutte  le  differenze  di  0''.  Se  si  cambia  p  in  p  —  1  si  ottiene,  sommando  con  (3)f 

p  —  1                      (;^  — l)(p  — 2) 
APO"  +  A^'-»0''  =y'  —  ^ (p  —  1)'^  + — ^  (2;  —  2y  —  ...  zfc  1 . 

Intanto  il  secondo  membro,  moltiplicato  per  2^1  diventa 

Dunque 

AJ'O^H-»  =p(A'»0«  +  A*-*0«)  .  (4) 
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Adoperando  questa  forinola  si  costruisco  con  grande  facilità  il  quadro 


A      A' 


A' 


0* 

0* 

2 

0' 

G 

« 

0* 

14 

li« 

24 

0» 

ao 

150 

240 

120 

0« 

(>2 

540 

15G0 

1800 

720 

0" 

12(J 

180G 

8400 

1G800 

15120 

5040 

0« 

•  •• 

• 

254 

•    • 

5TJ>r> 

•    •    • 

40824 

•    •    • 

126000 

•    •    • 

191520 

•    •    • 

141120 

•    •    • 

40320 

•     a     • 

Gli  elementi  della  seconda  verticale  sì  ottengono  partendo  da  2,  aggiungendo 
questo  numero  ad  1 ,  e  raddoppiando  il  risultato;  poi  al  numero  6  cosi  ottenuto 
8i  aggiunge  1,  si  raddoppia  il  risultato,  e  si  ottiene  14.  Similmente  a  14  si  ag- 
giunge 1,  si  raddoppia,  si  ottiene  30;  ecc.  Per  la  terza  verticale  si  procede  in 
modo  analogo,  cioè  ogni  termine  si  somma  con  quello  che  gli  sta  a  sinistra,  ed  il 
risultato  si  triplica.  Cosi,  partendo  da  6,  si  ha  6  -j-  G=  12,  che  triplicato  dà 
36;  poi  36-|-^'^  =  ^^t  ^^^  triplicato  dà  150;  ecc,  È  utile  tenere  presente  il 
quadro  cosi  costruito ,  perchè  le  differenze  di  O^^  si  presentano  in  varie  interes- 
santi questioni  di  Analisi. 


407.  È  anche  utile  conoscere  alcune  proprietà,  facilmente  deducibili  dalla 
(4).  In  primo  luogo  si  ha  A^O''  =  0  quando  p  ^  $.  Infatti ,  ammesso  che  ciò  sia 
vero  (come  accade  per  q=l)  fino  ad  un  certo  valore  di  g,  la  formola  (4)  mo- 
stra che  la  proposizione  sussìste  quando  si  cambia  q  in  g['\'  l.  Dalla  medesima 
formola,  facendo  q=p  —  1 ,  si  deduce  poi  A^O^=pl  Finalmente  si  osservi  che 
A^O''  è  sempre  divisibile  per  p!  Infatti,  scritta  la  (4)  sotto  la  forma 


-1 


A^0''=i)A^'-*0'2-*  +pA^'0« 


si  applichi  ripetutamente  la  formola  stessa  alla  seconda  parte  del  secondo  mem- 
bro. In  tal  modo  si  ottiene 

Dunque  A'^  è  divisibile  per  p;  e  siccome  il  secondo  membro  contiene  soltanto 
differenze  (p  —  1)*'"%  si  può  dire  che  A^O'^  è  divisibile  per  p{p  —  1).  Ne  segue 
che  ciascun  termine  del  secondo  membro,  e  conscguentemente  anche  A'X)^,  è  di- 
visibile per  p(p  —  l)(p  —  2);  ecc.  Cosi,  per  via  di  successive  deduzioni  alter- 
nate, si  riesce  a  veder  chiaro  che  A'K)''  è  divisibile  per  jp!,  qualunque  sia  q. 
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408.  Differenze  di  funzioni.  Ora  supponiamo  che  la  successione  sia 
costituita  dai  valori  f(x)  ,  f(.c  +  h) ,  f{u;  f  2h)  , ...  d' una  funzione  y.  La  p*^ 
differenza  del  primo  termine  è,  in  virtù  di  (1)  , 

A'y  =/(x  +ph)-j- /(x  +  (p  -  1)/,)  -l-  ^Ì^-"IÌ1  f(x  +  (p  _  2)/,) ±/(x) 

Se  sviluppiamo  ciascun  termine  del  secondo  membro  mediante  la  formoU  di  Tay- 
lor, troviamo  che  il  coefficiente  di  Ji*  è 

-Cf/'"  -  f  '^'  -  ^^^ + ^^^--  (p  -  2)' — ±^)= ^  ^'0'  • 

v!  \  1  1.2  /         v! 

Spariscono  dunque  (per  la  prima  delle  tre  proprietà  dimostrate  nel  paragrafo 
precedente)  i  termini  in  h  ,  7r, ...  ,  7«''~\  e  sparisce  anche,  come  potevamo  preve- 
dere, il  termine  indipeudenteda/t,  perchè  esso  è  il  prodotto  di  f{x)  per  (1  — 1)^=0. 
Per  conseguenza  si  ha 


j  V       (VI 


A/>y=2-V^"^''  .  (6) 


v: 


Qncsta  formola  suppone  la  possibilità  dello  sviluppo  dì  f  in  serie  indefinita.  Per 
avere  una  formola  generale,  con  un'espressione  del  resto y  si  noti  che,  fissato 
X  ,  \^y  è  una  funzione  di  h  ,  la  cui  derivata  n'""'  è 


•••    • 


Dunque  (§  89)  fermandoci  nello  sviluppo  (5)  al  termine  per  cui  si  ha  v=n  —  1, 
dovremo  ancora  aggiungere  allo  sviluppo  stesso 

R„=-^A"(oy"'(x)) , 

avendo  cura  di  prendere  queste  ultime  differenze  ad  intervalli  0^  invece  di  km 
Qui  0  rappresenta,  secondo  il  solito,  un  numero  compreso  fra  0  ed  1. 

409.  Esercizii:  a)  Per  y  =  c*  si  ha  Ay  =  e^+*— c*  =  c*(e^— 1);  quindi 

La  formola  (5),  dopo  averne  divisi  i  due  membri  per  e^,  ed  aver  cambiato  h  in 
X,  diventa 


(«'-1V'  =  2-7A"0'  . 


v! 


—  510  — 
Siccome  al  primo  membro  si  può  dar  la  forma 


(x        X*       x'  y 


si  vede  subito  che 


dove  il  simbolo  S4&^  sta  a  rappresentare  la  somma  di  tutti  i  prodotti  e^  £r»*-*^r  * 
con  r, ,  r, , . . .  numeri  interi  e  positivi,  uguali  o  disuguali,  tali  che 

^1  +  ''i  + Vr^,  =  q  . 

Ciò  premesso,  l'ultima  formola  permette  di  calcolare  direttamente  A^'O^.  Per 
esempio,  se  si  vuol  calcolare  A^O',  si  deve  osservare  che  le  decomposizioni  di  7 
in  somme  di  quattro  numeri  interi  e  positivi  sono  l  +  14-l+4>l  +  l  +  2  +  3, 
\  -\-  ^  '\-2  -^-2  ^  delle  quali  la  prima  e  la  terza  contano  per  quattro,  e  la  se- 
conda per  dodici.  Dunque 

(4           12               4      \ 
—  H 1 )  =  8400  . 
4!^2!y!  ~2!2!2!/ 

h)  Per  la  funzione  y  =  ìjx  si  ottiene 

11  h 

^y= h       ,    ;  = } — TTT  » 

X  X  -f-  n  x(.r  -|-  /*) 

h  h  2/** 

AV= 


X  (x  4-  h)         (x  4-  h)  (x  +  2/0       X  (x  +  A)  (x  -f  2//)  ' 
In  generale 


x(x  +  ^)  (iC  +  2/i) . . .  (x  +  ph) 

Ora,  se  si  fa  h  =  —  1  e  si  cambia  x  in  IjXy  la  formola  (5)  diventa 

1  1 

=  —  (A^'OP  +  xA*'OP+*  +  x*A*'0*'+*  4 )  . 


(1  —  x)(l  —  2x) . . .  (1  —  i^x)      p  ! 

Se  ciascun  fattore  del  primo  membro  si  sviluppa  in  progressione  geometi'ica,  si 

A''0^*+^ 
riconosce  facilmente,  immaginando  efiFettuato  il  prodotto,  che  — -—  è  ìa  somma 

pi 

di  tutti  i  prodotti  di  q  numeri  interi  e  positivi,  uguali  o  disuguali,  non  superiori 
a  p.  Dopo  ciò  riesce  evidente  la  proprietà  dimostrata  in  fine  del  §  407. 


—  511  — 

e)  La  segnatura  definita  nel  g  404  permette  di  adoperare  il  calcolo  simbo- 
lico (^  112)  in  modo  da  raggiungere  rapidamente  certi  risultati.  Si  osservi  che 

"o  +  ",-«  +  w,-^'  +  .  . .  =  (1  -j    a;V  -h  x'V  -I )tt„  ; 

ed  il  simbolo  fra  parentesi  si  trasformi  in 

1  1  1  xA  x'A* 


-f       J L 


•  •   • 


1  —  xV         (1  —  x)  —  xA  i  —  x        (1  —  .r)^    '    (1  —  xf 

Si  ottiene  subito 

OC'  00  V    A  V 

0  0  ' 

Per  esempio,  data  la  serio 

f(x)  =  VU  +  2'7./-*  +  3'^x-'  -f  4'»x*  +  . . .  , 
se  ne  può  facilmente  trovare  la  somma  : 

f\x)  = ^  -}-  4-  •••-+"  r^ —77  • 

(1  —  .vy       11  —  xy  (1  —  x)'^* 

Come  si  vedo,  f(.i-)  è  il  quozicMite  d'un  polinomio  di  grado  q  per  (1  —  jr)'^^*, 
d)  Auiilogamente,  per  la  serie 


si  ha 


Vx         2''.i;-         y.*:^  l'x* 

■^     '         1!  ^     2!     ^    :JI    ^    4!    ^ 

/(x)  =  e^^  =  e  ■  . e"^=  e''  Z' -^  AG''-  +  ^  A-0''  -| [-  -'']  A''0'')  . 


Dunque  la  serie  considerata  è  il  prodotto  di  er^  prr  un  polinomio  di  grado  q^  a 
coel fidenti  interi.  Ne  srgue  che  ìa  somma  della  serie 

l 'i        'l'i        i\'i       4^» 

è  uguale  ad  un  certo  ninnerò  di  volte  il  numero  e.  Per  esempio 

1.41)  1     .    8     .   27 

1!^2!^3!^  '     i:^2!^3!^ 

410.  Il  calcolo  delle  differenze  ha  molte  utili  applicazioni  algebriche,  per  le 
quali  rinviamo  il  lettore  ad  altri  trattati  *.  Qui  vogliamo  limitarci  a  mostrare 


3ertrand,  Algebre,  2*'""  panie,  pp.  239,  249,  «ce. 


—  512  — 

come  esso  si  presti  a  risolvere  il  problema  dell' interpolazione  (§  102),  vale  a  dire 
a  costruire  una  funzione  y,  tale  che  ai  valori  x^ ,  x^ ,  x, , ...  della  variabile  in- 
dipendente X  corrispondano  %  valori  Jo  »  Ji  »  y*  »  •••  della  funzione.  Immaginiamo 
una  terza  variabile  t^  che  assuma  i  valori  0,1,2,...  corrispondentemente  alle 
coppie  di  valori  x^  ed  y^  ,Xj  ed  y^ ,  eoe.  Le  variabili  x  ed  y  ^  considerate  come 
funzioni  di  ^,  debbono  assumere  i  valori  x  ed  y  per  i  =  p]  e  siccome  ,  in  ge- 
nerale, u    non  è  che  (1  -{-  ^K^o*  possiamo  scrivere,  simultaneamente, 

x  =  (ì  +  Af,r^     ,     y  =  (l  +  A)'//„  .  (6) 

L*eliminazione  di  t  condurrà,  in  ciascun  caso,  alla  relazione  cercata  fra  a  ed  y. 
Supponiamo,  per  esempio,  che  si  diano  i  valori  j:^ ,  a?^ ,  j*^  ,  ... ,  x^^  equidistanti 
per  h  neirintervallo  {x^ ,  xj.  In  questo  caso  si  ha 

Ax„  =  h    ,     A*x,,  =  A^r„  = . . .  =  0  , 
e  però 


X 


=  x,  +  tAx^  +  "YT'  ^*'*'°  "* —  =  -^0  +  <^  , 


come,  del  resto,  si  poteva  facilmente  prevedere.  Il  valore  di  t^  che  di  qui  si  ri- 
cava, si  porti  nella  seconda  uguaglianza  (6).  Allora  questa  diventa  la  fonnola  * 
di  Netoion: 

.AJLtre  proprietà  dei  numeri  di  Bernoulli. 

41 1.  I  numeri  di  Bernoulli  (§  113)  si  esprimono  facilmente  mediante  le  dif- 
ferenza di  0''.  Consideriamo  infatti  la  successione  che  ha  Uq=0  come  primo  ter- 
mine, mentre  gli  altri  termini  sono  definiti  cosi: 

La  successione  delle  prime  dififerenze  è  appunto  0%  l^  2' Dunque  A^u^  è 

uguale  a  A^-^O''.  Ne  segue,  adoperando  la  formola  (2)  del  §405,  e  prendendo  j?>5, 

:,  +  .  +  ...  .H, -.).=  ?<-H-^  A. +  ...  + ?^^ii^-i^' A-c . 

Immaginiamo  ordinato  il  secondo  membro  rispetto  alle  potenze  di  jp:  il  coeffi- 
ciente ài  p  h 

—  7,  AO''  +  Vj  A'O''  —  7,  A'O'^  + 


•    •  •     • 


♦  Interessante  applicazione  di  questa  formola  allu  separazione  delle  radici  è  il  teorema  «li 
Choqaei  e  Matrot  {Mathesis,  1891 ,  p.  ;^18). 


Noi  primo  membro,  SI-  5>  1 ,  il  ooeffioieDledi  p  è  lo  stesso  che  in  l'+2'+...4  PS 
cioè  f§  120.  o)  B,.  Per  g  =  1  esso  &  B,  —  1  =  —  B, .  Siccorae,  per  ogni  altro 
valore  dispari  di  j ,  B^  é  nullo ,  si  pa6  dire  che  il  coefficiente  di  pia  u^è  ( — Iflì^. 
Danque 

(—  Iju-'B^^  '/,AO*i  —  '/,A'0''  -f  '/.i'O^—  ....  (l) 

Questa  Tormola  ci  permetlcrà  di  dimostrare  no  interessante  teorema. 

412.  Teorema  di  Staudt  e  Clausen.  Ogni  numero  di  BerneuUi 
B,^  è  uguale  ad  un  numero  intero,  diminuito  delia  somma  degli  inversi  dì  lulH 
quei  numeri  primi,  che,  diminuiti  dell'unità,  dividono  2n. 

a)  Fremetti  amo  *  la  dimostraKionedel  seguente  lemma:  ogni  numero  com- 
potto  p,  maggiore  di  4,  divide  (p  —  1)!  Infatti  il  numero  p,  ho  non  è  primo  a 
quadrato  d'un  uuroero  primo,  è  scomponibile  nel  prodotto  di  due  fattori,  diversi 
fra  loro  e  dall'unità.  Questi  fattori  figurano  ne]  prodotto  2.3..,(p —  1),  e  però 
(j  —  1}!  è  divisibile  per  ^.  Se  p  è  il  qundrato  del  numero  primo  (t,  il  prodotto 
2.8_.(j) — I)  racchiude  i  fattori  ft  e  2p.,  e  però  è  divisibile  per  2ji',  e  oonseguen- 
temvnte  ppr  p,  purché  si  abbiu  2p  <lp ,  cioè  ji  ^  2.  Fa  dunque  eccezione,  fra  i 
valori  non  primi  di  p,  soltanto  p=s2'. 

•  A)  Ora  domandiamoci  in  quali  casi  A>^'0^  è  divisibile  per  p.  Evidento- 
Tuente  ciò  avviene,  in  virtù  della  proposizione  testé  dimostrata,  per  qualunque 
valore  compoalo  àip,  maggiore  di  4.  ginccliè  un  tal  valore  di  p  divide  (jj—  1)1, 
che  a  sua  volta  (§  407)  divide  A'-'0«.  Ciò  avviene  anche  per  j>  =  4 .  quando  q 
è  pari.  Ili  questo  caso,  infatti ,  ai  vede  direttamente  che  Ìl  uumero 
•/,A'0''  =  »/,(3'-'  +  I)  — 3.2»-' 

è  intero,  giacché  S*""'  -f  1  ^  divisibile  per  4  Ci  resta  dunque  da  eanminaro  sol- 
tanto il  caso  di  p  primo. 

e)  Dividiamo  q  per  p— 1,  e  sia  3^/i(p— l)-|-r.  Siccome  »■  <p  — I, 

è  A"'-'0'"=  0;  e  però,  se  nella  nota  formola  {§  406) 


I 


4.-'0'  =  (,.- 
si  cambia  q  ì 


li  ottiene 


(P- 


l)(i'-2) 


(p-8)'- 


salvo  che  non  sìa  r^  0,  nel  qual  caso  bisogna  aggiungere  ^  I  ni  secondo  n 
bro.  Dunque  At^'O"  è  anche  espressa  da 


|(p-l)'-(/'-l)'j- 


dorè  p=^0,  in  generale,  e  p:^( —  1)^  per 
ci  dice  che  il  numero  primo  p,  se  non  divi 


=  0.  Intanto  il  teorema  **  di  Fermat 
un  numero  a    divide  u''"'  —  1.  In 


•  La  dimoslratiune  che  qci  ai  dà  del  leoremn  di  Stiiadl  e  Ctsuien  è  dot 
yoUBille  Correiprmdance  mathétnatique,  1889,  p.  503 

**  Ballier ,  Blamtnii  di  Matgman'ca,  trad.  Cremona ,  £'  pari»,  g  13. 


altri  termini  a''~'  è  un  multiplo  di  p,  aumeotslo  di   1;  ed  altrettuota  >i  puù 
diro,  flvideatemoDte ,  di  a*'*-".  No  segue  che  la  differeDZtt 

'■•-■»'="'l-"'-"-M 

è  dÌTÌBÌLile  per  p.  Dunque  4''~'0''^p  (mod.  p) 

d)  Dalla  precedente  disouasione  rÌBultu:  sul o  nel  caso  che ,  p  essewìo 
mo,  q  «III  divisibile  per  p—  1 ,  avviene  che  A'^-'O'  non  è  divisibile  per  p.  Il  resto 
della  divisione  di  A'-'O'  per  jj  è  nllora  ( — 1)",  uguale  (o,  per  j]='2,  cougruo) 
a  — 1,  Dunque,  facendo  q  =  2n  aella  forinola  (1),  e  chiamando  a,  ^.Y,...  tutti 

■i  primi ,  tali  cbo  a.  —  1  ,  p  —  1  ,  y  —  1  , ...  dividano  2n ,  ai  ha 


(V  +  T+7  +  -I 


Questo  teorema  facilita  la  costruzione  delle  tavole  di  numeri  di  Beruoulli.  Salo 
D  Adams  ba  potuto  *  spingere  il  calcolo  di  questi  numeri ,  inisiato 
da  Ohm,  Gao  a  l^,it-  Inoltre  esso  svela  in  parto  la  miali 
esìste  fra  la  teoria  dei  numeri  di  Deruoulli  e  certe  difGcilì  questioni  aritmaìogìche. 
Cosi  la  celebre  proposizìoue  di  Fermat,  che  afferma  l'impossibililà,  pi:^  n^2,  di 
risolvere  in  numeri  interi  e  positivi  1'  equazione  x"^  y"  +  "^i  ò  stata  *•  dimo- 
strata da  Kummer  per  tutti  i  valori  primi  di  h,  che  non  dividauo  i  numeratori 
di  B, ,  Bj , ...  ,  B„_, . 


-(i  +  l  +  T  +  ^ 

272982^0  _  f  —  -I-  -_  -f . 


—  515  — 

Siccome  B^  è  positivo  quando  p  è  dispari ,  a  fortiori  ò  positiva  U  sua  parte 
intera,  e  però  bisogna  far  vedere  che  la  parte  intera  di  B,^ ,  nel  caso  di  p  pari 
e  non  inferiore  ad  8,  è  negativa.  Premettiamo  che,  se  H^  è  la  somma  dei  primi 
n  termini  della  serie  armonica,  si  ha  (cfr.  ^  91,  e) 

H„_,  -  log:/*  -  1)  -  (H^-  log»)  =  -  log^l  _  I\  __  1  >  0  , 

e  per  conseguenza  H„ —  log  n  <  II,,_j  —  log  (w  —  IX  . . .  <  H^  —  log  1  =  1,  os- 
sia 11,^  <  1  +  logw.  Oro,  posto  />  =  2w,  la  parte  intera  di  B^^  è,  per  la  (2),  cer- 
tamente inferiore  a 

«V,  +  T  +  i  +  •  •  •  +4-;;ìin  <^»»  +  ^°e(4«+  i)  • 

I 

Intanto  (§  127 ,  a),  ricordando  anche  la  formola  di  Stirling,  si  ha  pure 


*n  +  ± 


fi»)!  /      .      1     .      1  \  ,/-/2n\'""^T 

-B.=  2._  (!  +  -  +  _  +  . ..)>4«|/«(-)  . 


*n  +  J. 


(2n\       « 
—  )  » 

ed  il  teorema  di  Lipscliitz  sarà  dimostrato  se  riusciamo  a  trovare  un  valore  di  n 
che  renda  negativa  Tultima  espressione,  giacche  essa  rimarrà  evidentemente  ne- 
gativa per  ogni  valore  di  n,  supcriore  a  quello  trovato.  Per  questo  basta  deter- 
minare n  in  modo  che  si  abbia,  simultaneamente, 

"2)1  >  7T''     .     Iocr(4n  -j-  l)  <;  4wJ/  e   ; 
e  si  verifica  facilmente  che  queste  disugunglianze  sono  soddisfatte  per  n  =  5. 

IDerivate  successive  delle  funzioni  di  fiin2SÌoni. 

414.  Note  le  successive  derivate  d^  una  funzione  fi,  formiamo  (§409,  a)  la 
somma 

V 

Siccome  la  derivata  della  funzione  e^=tt''*YrI  è  eV=(''4" 0^,^-1»  ^*  derivata  d'un 
termino 


^■^^■^  .,  '  '  '  \.     »      -''i  +  '''-  +  ''a  +  •  •  •  +  r^=P) 


V 


di  U  „  ò 


yi>v  +  l)e,  f,  ...e.     e^     ...e,  .  (1) 

*"  1      s  V_l      V_j.l  y 

Perchè  uno  di  questi  termini  coincida  con  un  termine  dato 

>.Vp."-/^    •    >.  + PH-P.  + •••  +  ?,=;> +  1)  C-^) 


ili  Dj_^,  ^  bieogna  ohe 


-  J   . 


e  però  p,  dev'essere  mnggiore  di  1.  Se  uiò  avviene,  il  (erinine  (2)  si  trova,  cohm 
lu  (1)  mostra,  p,  volle  ìn  U,,,,-  Dunque  il  detto  termioe  è  cooteoato  in  tJ'^,^  nn 
numero  di  volte,  uguale  alla  somma  dei  fiufflCM  p,  maggiori  di  1,  ossìa  j)-|-t  —  m 
volte,  chiamando  m  \\  numero  di  quei  p,  che  souo  uguali  all'unità  D'altra  parte 
consideriamo  Ì  termini 

^^^■■■^ .  ■  (*■-+'■' -i-^+-"+v.=?') 

(li  ^r,4-.ii  *  moltiplicbiamo  per  e,  ciascuno  di  essi,  avendo  cura  di  scrivere  1^ 
ceisiramente  il  nuovo  fattore  nei  q  posti  ohe  può  occupare,  cosi: 


^i  viene  in  tal  modo  a  costituire  un  quadro,  nel  quale  il  termine  (2)  compar 
m  volte,  mentre  la  somma  di  tutti  i  termini  del  qnndro  è,  evidenlemeiite,  ffe,Djj 
Dunque  il  termine  (2)  è  contenuto 


fP+l-M)  +  » 
volte  in  U'j,_^  4*  9^^,..,,~i .  *  P^'^  8'  '"' 


-  5"'^'m  ■ 


Questa  è  la  proprietà  fondamentale  dell'algoritmo  U.  Essa  sussiste  senza  liH 
tasioni  se  si  conviene  di  supporre  U  :=  0  quando  q  è  maggiore  di  j)  o  ^ 
nore  di  1. 

415.  Ora  siamo  in  grado  di  trovare  l'capreBsIone  generale  della  p*"^  def9 
vaia  d'una  funzione  A-'')  =  T (+{■«})  quaudo  sono  noie  le  Buccessive  derivate 
delle  funzioni  if  e  if.  Poniamo,  per  Bemplicità,  i'=^  A(*) .  "  =  !(■'■)  .  siooliè 
y  =  f(u),  e  dimostriamo  die 

;i!  1!       ''■'~    2!       »■■'  '      S!       '■'  ^ 

La  derivazione  rispetto  ad  x,  eseguita  avendo  riguardo  alla  (3),  non  fa  t 
cambiare  p  la  p -{-X^n  a\QW)ìat\AÌQTxai>\B,{^)  bvaa.xaimia,xavniwaTt,^T p^ 
essa  à  vera  per  qualunque  ralore  di  p. 


416.  AppUcasioai:  a)  La  derivaU  p*""  d:  y^iffe*)  ai  esprime  med 
l'algoritmo  (§  409 ,  a) 


—  BIT  — 
La  formoU  (4)  dà 

m'it»)  o'Yc*ì  9*'Xe^ 

'^  1  ^1.2  ^  1.2.8  ^  .     ^ 

b)  Io  ptrtioolare ,  se  si  fa 

2x  o*^Yl)      /         1    \'-*  w 

«(oj)  =  — ; — -     ,     dimodoché     -^^ — —  =  1 ^  I      8en(v  —  1)  -r  , 

^^^'l^-x*'  v!         \      y2'  ^ 

è  noto  (§  116)  che  y  =  é^.  Qaindi  la  formola  (5)  dà,  per  j^  =  0,  la  segaente 
espressione  del  p*"^  numero  di  Eulero  mediante  le  differenze  di  0''  : 

+  ^(2A'0»'  —  2A^0'   -f  AH)*) 

— -^  (2A***0J»  —  2A**0i'  +  A"Oi')H 

e)  Per  9(:r)  =ìlx  la  formola  (4)  diventa 


Ora ,  se  facciamo  successivamente 

X  A 

e  poniamo  x  =  0  nell*  ultima  formola ,  questa  ci  dà  le  seguenti  espressioni  dei 
numeri  di  Bernonlli  e  di  Eulero: 

d)  Finalmente,  posto 

y  =  (l  +  a^)(l  +  px)(l+Ya:)...  =  e-  , 

sì  rappresentino  con  8^  e  c^  la  somma  delle  r^^  potenze  dei  numeri  a,p,Y»**M 
e  quella  dei  prodotti  r  ad  r  degli  stessi  numeri.  É  chiaro  che ,  per  a;  =  0 , 

r  !  **  r  !  r 

Ciò  premesso,  se  nella  formola  (4)  si  fa  successivamente  9(x')=^,9(jr)=logj?, 
ed  s  =  0 ,  si  ritrovano  le  formolo  *  di  Waring. 

*  Analisi  algebrica^  p.  880. 


n'dtra  tale 
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Cenni  sul  calcolo  delle  variazioni. 


417.  Definita  udb  funzione  y  i1e)U  variftbìte  t,  iramaginiai 
che,  per  ciaBcan  valore  A\  x,  il  corrispondente  valore  della  nuova  fansione  dif- 
ferisco infinitamente  poco  da  quello  di  y.  Si  suole  designare  con  y-f-Sy  la  auova 
a  quantità  iiifinileBima  Sy  si  cbìama  la  variasiorie  di  y,  £ssb  S 
una  quantità  compie lamente  arbilraria,  aia  che  si  passi  da  un  valore  di  x  ad 
un  altro,  sin  cbe  sì  consideri  un  dato  valore  di  x;  siccbè,  in  reullii.  non  una,  ma 
infinite  funzioni  vengono  ad  essere  rappresentate  da  y-f-Sy-  È  fucile  convincerrì 
che  il  seguo  di  variazione  <$  obbediace  alle  medesime  leggi  del  segno  di  differeO' 
ziaiione  d,  È  infatti  quasi  evidente  ctie 

S(v  +  «)  =  Su  +  So    ,    SuM  =  «Su  +  «Sh  ;  r«-. 

Inoltre,  in  virtù  della  definizione  stessa, 

SHy  =  d(,j  +  Sì/)  -  rfv  =  dS;/     ,     S  f  ./rii  =  S(y  +  S.,/)rfr  -  fy.lx  =  frtj , 
Ancora,  se  y  è  funzione  delle  funsìont  tr ,  f  ,  io  , ... ,  ai  lin 


s»  = 


">. 


a  funsione  y  può  anclie  dipendere  da  una  o  pt&fl 
che,  date  queste  funzioni,  y  prenda,  qualnnqol 


Qui  importa  notare  che 
zioni  ii,v  ,10  ....  in  gu 
Jì,  un  determinalo  va1( 

ordinario;  ma  conserva  talune  proprietà  delle  ordinarie  funzioni,  parche  al 
d  si  sostituisea  8.  In  particolare,  se  si  vuole  che  la  funzione  raggiunga  i)  Mi- 
nimo o  massimo  valore,  è  necessario  che  i<i  sua  varìmione sia  nulla.  Si  può  an- 
dare oltre  neir  estenderò  alle  variazioni  le  proprietà  dei  difi'erenKÌali  ;  ma  qui 
siamo  obbligati  a  limitarci  *. 


418.  In  varie  questioni  di  Geometria  e  di  Meccanic 
una  tal  funsione  y  di  x,  ebe  l'integrale 


è  condotti  a  cercare 


^=Jf{^,y,y,i,-.:)<ix 


prenda  il  minimo  0  ii  massimo  valore  di  cui  è  suscettibile.  La  oondizione  che  de- 
v'essere soddisfatta  è  8D=  I  SAdj,=:0.  Anzitutto  si  osservi  che,  ae  si  attrl- 


*  Per  maggiori  dettagli  ai  ooasulli  il  Coura  d' Analyte  di  Jordan;  1.  III.  p.  470.  ti  li 
farà  bene  a  leggere  a d che  la  crìtica  d^l  calcolo  delli?  tnriaziom.  falla  dn  Fludamard  nel  J 
dt$Seitneei  malh  et  luir.,  1901,  r'^ 
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buÌBce  alla  funzione  incognita  y  la  variazione  infinitesima  arbitraria  Sy,  bì  ha 


'^=|'^+|'''^'+D7''^"  + 


•    •   •      • 


Vox  si  Doti  che 


J  -^.^,  5,  „.  =J   -  rf5,  =  -,  S,  -J  -  _  5yrfx  . 


Similmente ,  cambiando  y  in  y\ 


poi,  cambiando  ancora  y  in  y', 

I  -3-.,  8.y  .U=  -..  S.,  -  -  — -  B,  +J  -  y^-,,  Bi,  <U 

e  cosi  via.  Per  conseguenza,  se  si  pone 

dy       d.v  Ò!/'  '^  dx'  dy"       rfx'  <></'"  "•"•••' 
/  a/  d     ììf  d'     0/  \ 

(^        d     0/  d^     ll_  \ 

"^  Air  ~  rf!;  v^ + fi?  V"  ~  •  •  7  ^J'  +•••  " 

si  ha  5U  ::=/<^^ydx  +  0'>  poJi  limitando  Tintegrazione  airintervallo  (a:^,»^),  e 
mettendo  l'indice  0  o  T indice  1,  rispettivamente,  alle  quantità  calcolate  per 

X  =  x„  0  per  x  =  x^y 

*5yda;  +  (7,  —  <7„  . 


Ora,  per  l'arbitrarietà  di  9^,  l'eguaglianza  $U=^0  si  scinde  in  4>  =  0  {equa-' 
zione  indefinita)^  che  dev*  essere  verificata  per  tutti  i  valori  di  j?,  compresi  fra 
Xq  ed  a?,  ;  ed  in  o^  —  0*0  =  ^  {equazione  ai  limiti).  La  questione  è  dunque  ridotta 
ali*  integrazione  deirequazione  dififerenziale  4>  =  0,  seguita  dalla  determinazione 
delle  quantità  arbitrarie,  fatta  in  modo  da  verificare  le  condizioni  ai  limiti. 


419.  Esempli:  a)  La  più  breve  linea  che  va  da  ud  punto  all'altro  del  pUno 
bì  determina  cercando  di  rendere  mioimo  l' integrale  U^/fl-f-y<''i  cb^ 


rappresenta  la  lunghezza  delia  curva  incognita  fra  Ìl  ponto  (x^ ,  J/,^  ed  il  punto 


Vi+» 


/l+/ 


L'eqnasioQe  iti^O  dà  subito  t/'=;(i  ,j/^ax -^ò;  e  le  coatanfi  a,b  sonod»' 
terminate  dalle  condizioni  t/^^^ax^-]-  b,]/,^a.i\  -f  fi.  Quanto  all'equaBioofl  Bt 
limiti,  essa  è  soddiefnita  identicnmente,  perché ,  essendo  obbligate  le  infinite  fin- 
zioni y  a  prendere  per  ar^x„  il  valore  prescritto  y,,  e  per  x  =  a-,  il  valore 
y, ,  si  ha  aempre  5y„^  0  ,  9^,  =  0,  e  conseguentemente 

CT,  -  a,.=  -  z^-(5V|—  9-1.)  =  0  . 

Ki+«' 

Se  invece  si  fosse  domandata  la  piìi  breve  linea  fra  le  rette  x^Xg  ed  x^x^, 
anche  le  variazioni  S'y,  e  Si/g  sarebbero  slate  arbitrarie,  e  la  condizione  a, — 9^=0 
avrebbe  dato  a  ^  0,   e  per  consegueTiza   i/  =  b. 

fc)  Cerdiiumo  la  linea  della  più  celere  discesa ,  cioè  quella  lìnea  d'un  piano 
verticale,  che  si  deve  far  percorrere  ad  un  punto  materiuie  pesante,  se  ai  vuoi* 
che  ,  partendo  da  una  data  posizione  M, ,  raggiunga  nel  più  breve  tempo  possi- 
bile un'altra  posizione  prestabilita  M, .  l'oninmo  l'orìgine  ìu  M,,  e  conduciamo 
verticalmente,  in  gìò,  l'asse  delle  v.  Dagli  elementi  della  Fisica  è  noto  che,  ee 
f  è  il  tempo  impiegato  a  percorrere  l' arco  M,M  =  s ,  sì  ha  dsjdi  =  V2gif,  rap- 
presentando con  g  una  certa  costante  (cfr.  g  361,  f).  La  quantità  da  reuder 
ni  ma  è 

idere  da  un  fattore  costante,  qui  si  ha 

r        !/  òy      dxdy  Oy 

f  è  funzione  di  y  e  di  i/'  soltanto,  sì  ha.  tenendo  presente  ! 

d/_&/  ,3/  „_  ■:L^A.^'!i~.^{-^\ 


dimodoché,  a  prescindere  da  un  fattore  costante,  q 
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»2>A  ,/ — 

Dunque  f  —  y' j-j  =  costante  ,   cioè,  rappresentando  con  1/k2«  la  costante, 

y(l+y'*)=2a.  Ne  segue  dxiV y  =dyiV2a  —  y\  ed  è  inutile  andare  oltre, 
perché,  cambiando  a*  ed  y  rispettivamente  in  ««  —  x  e  2</  —  y ,  si  ritrova  una 
precedente  equazione  (§  373 ,  e) ,  che  caratterizza  la  cicloide.  Questa  curva  ha 
una  cuspide  nel  punto  di  partenza  M^,  e  la  baso  orizzontale.  Le  due  costanti, 
cioè  a  e  la  costante  introdotta  dell* integrazione  delTultima  equazione,  si  deter- 
minano esprimendo  che  la  curva  passa  per  M^  ed  M^.  Anche  qui  l'equazione  ai 
limiti  ò  soddisfatta  identicamente,  perchè  $y^=0  ,  $y^:^0;  ma  se  al  punto  mo- 
bile si  prescrivesse  soltanto  di  arrivare,  nel  più  breve  tempo  possibile,  sulla 
verticale   a?  =  j',,   si  avrebbe  ancora   ^y^==0,   ma  ^y^  sarebbe  arbitraria,  e 

Tequazione  ai  limiti   v- ^y,~-  '-*  dnrebbe  ^—  =  0,  cioè  ^'^  =  0,  vale  a  dire  che 

il  punto  mobile  dovrebbe  arrivare  orizzontalmente  sulla  verticale  assegnata.  In 
questo  caso  la  costante  a  è  detcrminata  dalla  coudizione  che  si  debba  avere,  non 
y  =  y^^  si  bene  y'=0  per  x  =  a\, 

420.  Se  anche  x^^  ed  x^  potessero  variare,  cioè  se  i  punti  M^  ed  M^,  invece 
di  rimanere  fissi  o  di  essere  obbligati  a  non  lasciare  le  rette  x  =  Xq  ed  x  =  x^^ 
fossero  più  generalmente  liberi  di  spostarsi  lungo  le  linee  y=(^[x)  ed  y=zf^(x)^ 
alla  variazione  di  U  giù  ottenuta  verrebbe  ad  aggiungersi  anche  quella  dovuta 
al  variare  dei  limiti ,  cioè 


*o+*'o       'o  -^1  -^0 


Dunque 


5U  =  /  * ^yda:  +  (a  +  J^x)l  . 


Intanto,  ai  limiti ,  le  dx  dipendono  dalle  $^,  perchè,  se  il  punto  {x  ^y)  è  obbli- 
gato soltanto  a  non  lasciare  la  curva  y  =  ^(j:),  si  ha,  dopo  la  variazione,  che  la 
nuova  ordinata  è  y-|~^//i  aumentata  della  variazione  dovuta  al  variare  di  rr, 
cioè  y^c;  e  d'altra  parte  la  medesima  ordinata  è  rappresentata  da  ^(j;  -\-  ^oc), 
ossia  da  x(^)  +  xW^^»  No  segue  dy  ==  |*/'(x)  — -  y'\^^c:  quindi 

^!/o  = }  9X^'o)  -  y'o  I  ^^^0   ,   ^>.  =  I  +'(*i)  -  y\  ( 5^1  . 

421.  Riprendiamo  il  problema  della  più  rapida  discesa ,  supponendo  che  i 
punti  di  partenza  e  di  arrivo  siano  soltanto  obbligati  a  trovarsi  su  certe  due  linee 
y  =  (^(x)  ed  y=z^(x).  L'equazione  indefinita  è  sempre  la  stessa,  e  però  la  linea 
descritta  dal  punto  mobile  è  sempre  una  cicloide.  Ora,  per  formare  l'equazione 
ai  limiti,  si  noti  che,  essendo  y(l  +  y ')  =  -a ,  si  ha 

G6 
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0  conseguentemente 

ci+/^^=T7=5y  +  V^-^  =  h+y'^'(^)  77=' 

Dunque 

{a+mi  =  \i  +  y[^\x,)  i  -^  -  1 1  +  y;9'(^o)  1 1^  ? 

;  '  V2a       '  '  y2a 

e  però  Tequazione  ai  limiti  si  scinde  in 

Queste  ci  dicono  che  la  cicloide  deve  incontrare  ad  angolo  retto  le  due  linee  éUite, 

422.  Passando  al  caso  di  due  o  più  funzioni  y  ,  ^  , . . .  di  x  ^  si  abbia  l'in- 
tegrale 


da  render  minimo  o  massimo.  Immaginando  ripetuti  i  calcoli  del  §  418,  e  chia- 
mando Y  e  T  le  quantità  0  e  a,  relative  alla  funzione  j?,  si  ottiene 


^u = jmij + T53)dx  +  (<7 + T)j . 


*0 


Se  ÌT2i  y  e  B  non  esiste  alcun  vincolo,  sì  avranno  due  equazioni  indefinite  invece 
di  una,  cioè  0=0  o  Y=0:  ma  se  deve  aver  luogo  una  relazione  F(a;.y,z)=0, 
le  variazioni  di  y  e  di  5  non  saranno  indipendenti ,  perchè  si  avrà 

/  ì)F  /  dF 

e  per  l'annullamento  di  $U  si  richiede  soltanto  che  sia  0f-r— =  T/-r—  per  tutti 

i  oy         1  OB  '^ 

i  valori  di  x  compresi  fra  x^  ed  x^ . 

423.  Per  esempio,  data  a  cercare  sulla  superficie  F(a;,y,5)=sO  la  linea  più 
breve  fra  quelle  che  congiungono  due  punti ,  si  tratta  di  rendere  minimo  Y  inte- 
grale 


\J  =  I  )/l  +  /  +  z'^dx  . 


Qui 

♦  =  — T , i:     ,     Y=  — J- 

dx  _/..%.     .t  dx 


>/!+/+/  «^/l +  /+.'• 
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e  però,  chiamando  s  Tarco  della  linea  incognita,  ed  osservando  che 


'^      '      i/i    I     '*  I     '*       ^* 


»/l  +  /  +  =''  ^^1  +  ?/'  +  - 

si  vede  (§  234)  che  0  e  T  sono  proporzionali  ai  coseni  |i ,  v  degli  angoli  che  la 
normale  principale  alla  detta  linea  fa  con  gli  assi  delle  y  e  delle  £r,  mentre  si 
sa  (§  2G0)  che  dF/dy  e  ÒFjòz  sono  proporzionali  agli  analoghi  coseni  ^1&'>,€)19 
della  normale  alla  superfìcie.  Basterà  assumere  t/  come  variabile  d' integrazione 
per  provare  invece  la  proporzionalità  di  X  ,  v  ad  £ ,  'DÌD,  Ne  segue 

sicché  le  linee  più  brevi  son  tali  che,  in  ogni  punto,  la  normale  principale  coin- 
cide con  la  normale  alla  superficie.  Esse  sono  dunque  (§  266)  le  linee  geodetiche. 

424.  In  altre  questioni  si  vuole  che  un  integrale  U  diventi  minimo  o  mas- 
simo, non  per  tutte  le  funzioni  da  cui  dipende  l'integrando,  ma  solo  per  quelle 
che  mantengono  costante  un  altro  integrale  Y.  Allora,  immaginando  ripetute  le 
considerazioni  che  si  son  fatte  per  la  ricerca  dei  minimi  e  dei  massimi  valori  delle 
funzioni  di  più  variabili  vincolate,  si  viene  alla  conclusione  che  bisogna  porre 
uguale  a  zero ,  non  la  variazione  di  U ,  si  bene  quella  di  (J  -|-  XV ,  essendo  X  una 
costante  da  determinare  convenientemente. 

425.  Esempii:  a)  Fra  le  curve  di  data  lunghezza,  che  congiungono  il  punto 
(^0  «  yò)  ^^  punto  {x^ ,  y^),  proponiamoci  di  trovarne  una  per  la  quale  sia  minima 
o  massima  Tarea  chiusa  fra  la  curva  stessa,  Tasse  delle  z  eie  ordinate  estreme. 
Qui  si  tratta  di  vedere  quale  funzione  y ,  fra  quelle  che  lasciano  invariato  il  se- 
condo degli  integrali 


x^  x 


V^l'ydx     ,     Y=j')/ì+/dj:  , 


«0  '• 


fa  prendere  al  primo  un  valore  minimo  o  massimo.  Posto  f=y  +  ^f  1+y  i  si 
è  visto  (§419,  b)  che  deve  serbarsi  costante 

Si  chiami  b  la. costante.  Allora  si  ha,  ricavando  y   ed  integrando, 

.  =  r /  -^')'IiL-  =  „  +  Vv- (-6 -yy  , 
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e  finalmente  {x  —  fl)'  +  (y  —  ft)'=  X*.  Le  costanti  a  ,  J  ,  X  sì  determinano  me- 
diante le  condizioni  che  la  curva  contenga  i  punti  dati ,  e  che  Y  prenda  il  valore 
costante  prestabilito. 

b)  Cerchiamo  ancora  fra  le  curve  di  lunghezza  data ,  che  vanno  da  M^  ad 
M^,  una  curva  tale,  che  il  baricentro  dell'arco  M^M^  sia  il  più  lontano  possibile 
da  una  data  retta.  Prendendo  questa  come  asse  delle  x,  si  deve  (§  374)  render 
massimo  il  primo  degli  integrali 

con  una  funzione  y,  scelta  fra  quelle  che  fcinno  prendere  al  secondo  integrale  un 
doto  valore  costante.  La  funzione  f  da  considerare  è  f=(y  -|-Xjy  1  -\-y  ,  e  si  ha 

.        ,^f  2/  4  X 

I  1  +  ?/ 


L'integrazione  di  (y  +  ^)/  \  ^  +2/  =^  costante  conduce  alTequazione  d*una  ca- 
tenaria. 

426.  La  questione  del  §  418,  estesa  nel  §  422  al  caso  di  due  o  più  funzioni 
di  ^,  si  può  estendere  per  un  altro  verso  considerando  funzioni  di  due  o  più  va* 
riabili  indipendenti.  Lìipitiamoci  al  caso  più  semplice  d*un  integrale 

^  =///G«  »  y  »  3  ,  j) ,  q)dxdy  , 

esteso  ad  un  dato  campo  d'integrazione,  nel  quale  z  è  una  funzione  incognita  di 
w  ^t/  y  da  determinare  in  guisa  che  il  valore  di  U  riesca  minimo  o  massimo.  Se- 
condo il  solito  p  e  q  stanno  per  òzjììx  e  d^/òy.  Una  variazione  infinitesima  Bi 
produce  nella  funzione  integranda  la  variazione 


Oz  Op  Oq 


Intanto 


ì)p             òp      òx        ìip  ìix         òx  \Òp  '}       òx  ìip'    '  ' 

ì^q              Òq      3y        dq    ()//         &//  \iq  /        iij  Òq'     ^  ' 
e  per  conseguenza,  posto 

òz        òx  'òj)       "òy  ()//  ' 


8Ì  ha 


—  525  — 


"■•-=//*''■  ""^ +// 1  s  (s»=) + s  f")  i  ■^'"' • 


La  seconda  parte  del  secondo  membro  è  sempre  ridacibile  alla  somma  di  due  in* 
tegrali  semplici ,  nei  quali  compariscono  i  valori  che  dz  prende  solo  sul  contorno 
del  campo  (T integrazione.  Infatti,  se  {cfr.  %  332)  dalla  condizione  L(a; ,  y)  <0  , 
che  definisce  il  detto  campo,  si  suppone  che  si  ricavi  la  limitazione  a{x)  ^sSiy^btx), 
e  se  questa  permette  resistenza  di  i/  solo  per  a?  compreso  tra  oe  e  P,  è  chiaro 
elio  si  ha 

In  modo  analogo  si  procede  per  l'altro  integrale.  Affinchè  ^U  si  annulli  è  dunque 
necessario  che  sia  4>  =  0  in  tutti  i  punti  del  dato  campo.  Integrando  Tequazione 
alle  derivate  parziali  4>  =  0  se  ne  ricava  T  espressione  generale  di  z]  e  le  fun- 
zioni arbitrarie  che  in  questa  compariscono  si  determinano  scrivendo  che  si  an- 
nulla anche  Tal  tra  parte  di  $U.  In  particolare  quest'ultima  condizione  è  soddi- 
sfatta quando  la  funzione  z  è  data  sul  contorno,  dovendo  in  tal  caso  essere  dz=0 
ili  ciascun  punto  del  contorno  stesso. 

427.  Si  domandi,  per  esempio,  di  far  passare  per  una  data  curva  chiusa  una 
superficie,  sulla  quale  la  curva  limiti  la  più  piccola  area  possibile.  Si  tratta 
di  render  minimo  Tintegrale  //Kl  +  p*  +  2*  dxdy^  nelle  condizioni  accennate 
in  fine  del  precedente  paragrafo.  Nel  caso  attuale  si  ha 


/=i/i+,,'+,>  ,  <i,=_|.-^_-^ 


<>-^ |/ 1  +  r' +  </'      ^'J  |/i  +  r  +  «'  ' 

e  per  conseguenza  (§  287)  dev'essere 

Cosi  vediamo  che  la  superficie  da  far  passare  per  la  data  curva  ò  appunto  una  di 
quelle  che  sono  state  già  chiamate  ad  area  minima.  Ed  è  precisamente  a  questa 
proprietà  che  si  deve  la  possibilità  di  realizzare  *  sperimentalmente,  in  lamine 
liquide,  tali  superfìcie. 


*  Veggansi  le  belle  Recherches  expèrimentales  et  théoriques  di  Plateau  nei  Mimoires  in»49 
de  r.ìraddniie  de  fìeìgiqiie  (1867,  p.  04)  ed  il  cap.  Ili  «Ielle  LeQons  tìtr  la  capilltn^ité 'dì  H.  Poio- 
raré.  Vedi  anche,  per  una  più  semplice  realixz'jzione  del  catenoide,  e  per  una  confernoa  sperimen- 
tale del  primo  risultato  ottenuto  nel  §  425,  un  interessante  lavoro  di  Van  dar  Mensbnigghe  On 
tJie  tension  ofUquid  fllms  (Philosophical  Magazine,  1867). 


Errori  *  da  correggere,  ed  aggiunte. 


Pag.  238,  al  posto  delle  linee  20, 19, 18, 17  (dal  fondo),  si  legga: 

...  y*sa«  Bentos ,  dotata  d*uDa  cuspide^Dell^origine,  possiede  ioflailì  punti  isolati  ed  infiniti  pnnti 
<loppii  snirasse  x.  Fuori  dì  questo  esistono  inoltre  infiniti  punti  d* inflessione,  le  cui  ascisse  son 
le  radici  deirequatione  1 -{-4^*«»4«cotd;.  Essi  tendono  ai  detto  asse  quando  ci  si  allontana 
indefinitamente  dalP  origine ,  nel  verso  positivo ,  allineandosi  queui  lungo  la  curva  d^y*  ss  1. 
Aggiungiamo  che  la  curva  considerata  tocca  internamente,  infinite  volte,  la  parabola  y*  ss  sb. 

Pag.  423,  al  posto  delle  linee  5,  6,  7,  8,  si  legga: 
D*allra  parte  si  consideri  la  funzione 


jp*   .    rt*    .  1   .      1  -I-  » 

e  si  osservi  che,  essendo 


^<->=^+T+-r+-  -^^^^'^^i-.' 


+o-:s ;r.+.75 r. +  •••  + 


2n— 1      3(2n  — 3)  '  5(2«— 5)  '  '  2n  — 1 

3 


-i-('+y+f+-+s!r,)>M'+SÌ) 


+  1/       2n4-l  ' 


si  ha 


A«)>l+^Vy  +.=^(/'(*)-l). 


d' onde,  per  x  =• ,  rUttlta 

'<4<'+5.«--f<l-r^:<f+5- 

Duoqne 


Pag.  493,  alla  fine  dei  S  397,  si  aggiunga,  continuando: 

Nel  caso  opposto,  cioè  quando  «■»  ~  n,  con  n=sO,  1,  2,  3, ... ,  si  lia  in?eee 

y  =  (l-«)"(«  +  41ogj^)+6|(l-«)"-'  +  -i-(l -«)"-'  +  ...+!- 

Del  resto  la  difficoltà  incontrata  per  7  =»  1  si  può  evitare  osservando  che  Tequaiione  proposta 
non  viene  alterata  nella  forma,  a  parte  il  cambiamento  di  r  in  1 4-  ^  +  ^  "  ^^i  quando  vi  si  so- 
stituisce 1  —  d?  ad  0.  Ne  segue  che  si  può  scrìvere  anche 

y  =  a(l-a,)T-»-P/-(y-|3,7-a,l-a-P  +  7,l-^)  +  6A«,l3,l+a4-/3-7,l-«), 

ed  in  particolare  y  s=s  a  (1  —  «)""'  -f-  *  A*  »  1  »  1  +  *  »  1  —  a?>  per  P=7  =  1 . 


*  segnalatimi  dal  mio  ex-discepolo  D/  V.  d'Escamard. 


